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1 Introduction

行列やヒルベルト空間上の有界線形作用素に対するユニタリ不変ノル

ムに関係する不等式は多 \langle の研究がある [2]. ここでは 日合‐幸崎による
方法 [3] を用いて議論をすすめるので,まずその概略を述べることにする.

 f\in C(0, \infty)_{1,sym}^{+} によって,  f は  (0, \infty) から  (0, \infty) への連続写像で,
条件  (f(1)=1) と対称条件  (f(t)=tf(1/t)) を満たすものとする.この
ような  f\in C(0, \infty)_{1,sym}^{+} が与えられたとき,次の定義式で  f に関連した
2変数関数  M_{f} :  (0, \infty)\cross(0, \infty)arrow(0, \infty) が得られる:

 M_{f}(s, t)=tf(s/t) , s, t\in(0, \infty) .

このとき  M_{f} は以下のような性質を持つ :

 M_{f}(s, t)>0, M_{f}(1,1)=1,

 M_{f}(\alpha s, \alpha t)=\alpha M_{f}(s, t)  (\alpha>0) , and  M_{f}(s, t)=M_{f}(t, s) .

 N\cross N 行列  A に対して左から,右からの作用として作用素  L_{A},  R_{A} を
定義する.

 L_{A}:\mathbb{M}_{N}(\mathbb{C})\ni X\mapsto AX\in \mathbb{M}_{N}(\mathbb{C}) ,

 R_{A}:\mathbb{M}_{N}(\mathbb{C})\ni X\mapsto XA\in \mathbb{M}_{N}(\mathbb{C}) .

トレースを内積と考えれば (  \mathbb{M}_{N}(\mathbb{C}) , Tr) は Hilbert 空間なので,  L_{A},  R_{A}

は (  \mathbb{M}_{N}(\mathbb{C}) , Tr) 上の可換な作用素になる.
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 f,  g\in C(0, \infty)_{1,sym}^{+} に対して

  \mathbb{R}\ni x\mapsto\frac{f(e^{x})}{g(e^{x})}
が正定値関数になることと,  H,  K,  X\in \mathbb{M}_{N}(\mathbb{C}),  H,  K\geq 0 に対して

 M_{f}(L_{H},  R_{K})X=\int_{-\infty}^{\infty}H^{is}(M_{g}(L_{H}, R_{K})X)K^{-
is}d\mu(s)
という積分表示が得られることと,この積分表示から,ユニタリ不変ノル
ムに対して

 |||M_{f}(L_{H}, R_{K})X|||\leq|||M_{g}(L_{H}, R_{K})X|||

が成立すること同値であることが示されている.

ここで,関数  \phi :  \mathbb{R}arrow \mathbb{R} が正定値であるとは,任意の  n\in \mathbb{N},

 x_{1},  x_{2},  x_{n}\in \mathbb{R} に対して

 (\begin{array}{llll}
\phi(x_{1}-x_{1})   \phi(x_{1}-x_{2})   \cdots   \phi(x_{1}-x_{n})
\phi(x_{2}-x_{1})   \phi(x_{2}-x_{2})   \cdots   \phi(x_{2}-x_{n})
   \vdots   \ddots   
\phi(x_{n}-x_{1})   \phi(x_{n}-x_{2})   \cdots   \phi(x_{n}-x_{n})
\end{array})\geq 0
となることである.また,  |||  ||| がユニタリ不変ノルムであるとは,ユニ
タリ  U,  V\in \mathbb{M}_{N}(\mathbb{C}) に対して

 |||UXVIII=|11^{x}||| (X\in \mathbb{M}_{N}(\mathbb{C}))

となることである.

[3] において,いろいろな不等式が示されているがー  \infty\leq a\leq\infty に対
して

 f_{a}(x)= \frac{a-1}{a}\frac{x^{a}-1}{x^{a-1}-1}\in C(0, \infty)_{1,sym}^{+}
を対象に,

 M_{a}(s, t)=M_{f_{a}}(s, t)= \frac{a-1}{\alpha}\frac{s^{a}-t^{a}}{s^{a-1}-t^{a-
1}}
に関係する次のようなユニタリ不変ノルム不等式が得られている:

 -\infty\leq a<b\leq\infty\Rightarrow|||M_{a}(L_{H}, R_{K})X|||\leq|||M_{b}
(L_{H}, R_{K})X|||.

149



150

と  \langle に  a=1/2,  b=2 のときは,McIntosh の不等式

 ||| H^{1/2}XK^{1/2}|||\leq\frac{1}{2}|||HX+XK|||
を導  \langle.

ユニタリ不変ノルムの不等式は,関数の正定値性から導かれるので,  fffiJ\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}

限分解可能性を議論することは有効である.関数  \phi :  \mathbb{R}arrow \mathbb{R} が無限分

解可能であるとは,任意の正の実数  a に対して  \phi(x)^{a} が正定値になるこ
とをいう.

[4], [5], [6] においては,多  \langle の関数の無限分解可能性について調べられ
ていて、

  \frac{x}{\sinh x}, \frac{1}{\cosh x+\beta}(-1<\beta\leq 1)
  \frac{\sinh ax}{\sinh bx}(0\leq a\leq b) , \frac{\cosh ax}{\cosh bx}(0\leq 
a\leq b)

  \frac{(a-1)b\sinh ax\sinh(b-1)x}{a(b-1)\sinh(a-1)x\sinh bx}(0\leq a\leq b)
というような関数が無限分解可能であることが示されている.

[1] においては,  \alpha=(a_{1}, a_{2}, \ldots a_{n}),  \beta=(b_{1}, b_{2}, \ldots, b_{n}) として

 f_{\alpha,\beta}(x)=x^{\^{i}(\alpha,\beta)} \prod_{\dot{i}=1}^{n}\frac{|b_{i}
|(x^{|a_{i}|}-1)}{|a_{i}|(x^{|b_{i}|}-1)}\in C(0, \infty)_{1,sym}^{+}
 =x^{1/2} \prod_{i=1}^{n}\frac{b_{i}(x^{a_{i}/2}-x^{-a_{i}/2})}{a_{i}(x^{b_{i}
/2}-x^{-b_{i}/2})}

に関係するユニタリ不変ノルム不等式を考察した.ただし  \gamma(\alpha, \beta)=(1-
 |\alpha|+|\beta|)/2,  | \alpha|=\sum_{i=1}^{n}|a_{i}|.

以下  a_{i},  b_{i}\geq 0 とする.これに関連して関数

  \varphi(x)=\frac{\sinh a_{1}x\sinh a_{2}x\cdots\sinh a_{n}x}{\sinh b_{1}x\sinh
b_{2}x\cdots\sinh b_{n}x}
の無限分解可能性を調べ,次のような結果を得ている.

Theorem 1 (Albania‐Nagisa).   a_{1}\geq a_{2}\geq  \geq a_{n}\geq 0,   b_{1}\geq b_{2}\geq  \geq

 b_{n}\geq 0 とするとき

(1)  a_{1}>b_{1} のとき  \varphi は正定値ではない.
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(2)  a_{1}+a_{2}+\cdots+a_{n}>b_{1}+b_{2}+\cdots+b_{n} のとき  \varphi は正定値ではない.

(3)  a_{1}+a_{2}+\cdots+a_{k}\leq b_{1}+b_{2}+\cdots+b_{k}(k=1,2, \ldots, n) のとき  \varphi は
無限分解可能である.

(4)  n=2 のとき,  \varphi が無限分解可能であるための同値条件は  a_{1}\leq b_{1}

かつ  a_{1}+a_{2}\leq b_{1}+b_{2} である.

 2  \grave{\not\equiv} 結果

Theorem 1で得られた結果を用いて,ユニタリ不変ノルム不等式を導
くことを考える.まず幸崎 [6] で示された命題

  \frac{1}{2}(1-\frac{1}{n})\leq\alpha\leq\frac{1}{2}(1+\frac{1}{n})
\Leftrightarrow

  \frac{1}{2}|||H^{\alpha}XK^{1-\alpha}+H^{1-\alpha}XK^{\alpha}|||\leq\frac{1}
{2^{n}}|||\sum_{m=0}^{n}  (\begin{array}{l}
n
m
\end{array})  H^{m/n}XK^{(n-m)/n}|||

を考察する.
 \alpha= ①のとき,上の不等式は

 |||H^{1/2} XK^{1/2}|||\leq\frac{1}{2^{n}}|||B_{1/n}(L_{H}, R_{K})X|||,
ここで

 B_{1/n}(s, t)=(s^{1/n}+t^{1/n})^{n}
というように幾何平均と二項平均との関係式を表している.

このノルム不等式を導  \langle ために中心となる関数として

 g_{n,a}(x)= \frac{\cosh ax}{\cosh^{n}(x/n)} (n\in \mathbb{N}, a\in \mathbb{R})
とお  \langle .  \sinh 2x=2\sinh x\cosh x より

 g_{n,a}(x)= \frac{2^{n}\sinh 2ax\sinh^{n}(x/n)}{2\sinh ax\sinh^{n}(2x/n)}=\frac
{2^{n}\sinh 2|a|x\sinh(x/n).\cdot.\cdot\cdot\sinh(x/n)}{2\sinh|a|x\sinh(2x/n)
\cdot\sinh(2x/n)}
となるので  |a|> \frac{1}{n} のとき Theorem  1(1) より  g_{n,a} は正定値でないこと

がわかる.  |a| \leq\frac{1}{n} のときは,  |a| \leq\frac{1}{2n} のときと   \frac{1}{2n}<|a|\leq\frac{1}{n} のときの場
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合に分けて Theorem  1(3) より  g_{n,a} は無限分解可能であることがわかる.
したがって

 |a| \leq\frac{1}{n}\Leftrightarrow g_{n,a} は正定値

となる.

ここで  a=2\alpha-1 とお  \langle と

  \frac{1}{2}(1-\frac{1}{n})\leq\alpha\leq\frac{1}{2}(1+\frac{1}{n})
\Leftrightarrow|a|\leq\frac{1}{n}\Leftrightarrow g_{n,a} は正定値

がわかる.また,このとき

 g_{n,a}(x)= \frac{\sinh 2ax}{2\sinh ax}/\frac{\sinh(2x/n)\cdot\cdot.\cdot.\sinh
(2x/n)}{2^{n}\sinh(x/n)\cdot\sinh(x/n)}
 = \frac{f_{(2a),(a)}(e^{2x})}{f_{(2/n,\ldots,2/n),(1/n,\ldots,1/n)}(e^{2x})}

が正定値なので

 |||M_{(2a),(a)}(L_{H}, R_{K})X|||\leq|||M_{(\frac{2}{n},\ldots,\frac{2}{n}),
(\frac{1}{n},\ldots,\frac{1}{n})}(L_{H}, R_{K})X|||

が成立する.ただし

 M_{(2a),(a)}(s, t)= \frac{1}{2}(st)^{(1-a)/2}(s^{a}+t^{a}) ,

 M_{(\frac{2}{n},\ldots,\frac{2}{n}),(\frac{1}{n},\ldots,\frac{1}{n})}(s, t)= 
\frac{1}{2^{n}}(s^{1/n}+t^{1/n})^{n}.
したがって

  \frac{1}{2}|||H^{(1+a)/2}XK^{(1-a)/2}+H^{(1-a)/2}XK^{(1+a)/2}|||

  \leq\frac{1}{2^{n}}|||\sum_{m=0}^{n}  (\begin{array}{l}
n
m
\end{array})  H^{m/n}XK^{(n-m)/n}|||

 a=2\alpha-1 を置き換えれば

  \frac{1}{2}|||H^{\alpha}XK^{1-\alpha}+H^{1-\alpha}XK^{\alpha}|||\leq\frac{1}
{2^{n}}|||\sum_{m=0}^{n}  (\begin{array}{l}
n
m
\end{array})  H^{m/n}XK^{(n-m)/n}|||

が導かれる.
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上の証明において,Theorem 1の正定値性の判定を用いたが 無限分解可
能性を用いていないので,これを用いることを考える.  \alpha=(a_{1}, a_{2}, \ldots a_{n}) ,
 \beta=(b_{1}, b_{2}, \ldots, b_{n}),  a\in \mathbb{R} に対して

 f_{\alpha,\beta,a}(x)=x^{\gamma(\alpha,\beta,a)}( \prod_{i=1}^{n}\frac{|b_{i}
|(x^{|a_{i}|}-1)}{|a_{i}|(x^{|b_{i}|}-1)})^{a}\in C(0, \infty) 鞠  m

 =x^{1/2}( \prod_{i=1}^{n}\frac{b_{i}(x^{a_{i}/2}-x^{-a_{i}/2})}{a_{i}(x^{b_{i}
/2}-x^{-b_{i}/2})})^{a}
ただし  \gamma(\alpha, \beta, a)=(1-a(|\alpha|-|\beta|))/2,  | \alpha|=\sum』  |a_{i}| . このとき

 M_{\alpha,\beta,a}(s, t)=tf_{\alpha,\beta,a}(s/t)=(st)^{\gamma(\alpha,\beta,a)}
( \prod_{i=1}^{n}\frac{|b_{i}|(s^{|a_{\dot{i}}|}-t^{|a_{\dot{i}}|})}{|a_{i}
|(s^{|b_{i}|}-t|b_{i}\cdot|)})^{a}
となる.  r\in \mathbb{R} に対して  r\alpha=(ra_{1}, ra_{2}, \ldots, ra_{n}) を表すものとする.この

とき,次の命題が得られる.

Theorem 2.  r\geq 1,  a_{1}\geq a_{2}\geq\cdots a_{n}\geq 0 で  a_{1}+  +a_{k}\geq a_{k+1}+

 +a_{n} を満たしているとする.  0<b\leq a とし,  \alpha=(a_{1}, \ldots, a_{k}) ,
 \beta=(a_{k+1}, \ldots, a_{n}) とお  \langle と

 |||M_{r\beta,\beta,b}(L_{H}, R_{K})X|||\leq|||M_{r\alpha,\alpha,a}(L_{H}, R_{K}
)X|||

が成立する.ここで,  X,  H,  K\in \mathbb{M}_{N}(\mathbb{C}),  H,  K\geq 0 であり  |||  ||| は
 \mathbb{M}_{N}(\mathbb{C}) 上の任意のユニタリ不変ノルム.

証明の概略を述べる前に,行列の正値性の性質より,正定値関数の正数
倍や,正定値関数の和,積、各点収束極限関数がまた正定値関数になるこ
とに注意しておく.

 T\geq 1 に注意すると

 (\alpha, r\beta)=(a_{1}, \ldots, a_{k}, ra_{k+1}, \ldots, ra_{n})\preceq_{w}
(ra_{1}, \ldots, ra_{k}, a_{k+1}, \ldots, a_{n})=(r\alpha, \beta)

が成立することがわかる.ただし,  (c_{1}, \ldots, c_{n})\preceq_{w}(d_{1}, \ldots, d_{n}) とは,大き
な数の順に並び変えて

  \sum_{i=1}^{k}c_{i}^{\downarrow}\leq\sum_{i=1}^{k}d_{i}^{\downarrow} (k=1,2, 
\ldots, n)
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となることである.したがって Theorem  1(3) より

  \prod_{i=1}^{k}\frac{\sinh a_{i}x}{\sinh ra_{i}x}\prod_{i=k+1}^{n}\frac{\sinh 
ra_{i}x}{\sinh a_{i}x}
が無限分解可能であることがわかる.したがって  b>0 に対して

 ( \prod_{i=1}^{k}\frac{\sinh a_{i}x}{\sinh ra_{i}x})^{b}(\prod_{i=k+1}^{n}\frac
{\sinh ra_{i}x}{\sinh a_{i}x})^{b}
は正定値である.また

  \frac{\sinh a_{i}x}{\sinh ra_{i}x} (i=1,2, \ldots, k)
も無限分解可能であるから,  a ー  b より

 ( \frac{\sinh a_{i}x}{\sinh ra_{i}x})^{a-b} (i=1,2, \ldots, k)
も正定値であり

 ( \prod_{i=1}^{k}\frac{\sinh a_{i}x}{\sinh ra_{i}x})^{a-b}(\prod_{i=1}^{k}\frac
{\sinh a_{i}x}{\sinh ra_{i}x})^{b}(\prod_{i=k+1}^{n}\frac{\sinh ra_{i}x}{\sinh 
a_{i}x})^{b}
も正定値になる.つまり

 ( \prod_{i=1}^{k}\frac{\sinh a_{i}x}{\sinh\tau a_{i}x})^{a}(\prod_{i=k+1}^{n}
\frac{\sinh ra_{i}x}{\sinh a_{i}x})^{b}
は正定値である.このとき

  \frac{f_{r\beta,\beta,b}(e^{2x})}{f_{r\alpha,\alpha,a}(e^{2x})}=(\prod_{i=k+1}
^{n}\frac{a_{i}\sinh ra_{i}x}{ra_{\dot{i}}\sinh a_{i}x})^{b}(\prod_{i=1}^{k}
\frac{ra_{i}\sinh a_{\dot{i}}x}{a_{\dot{i}}\sinh ra_{i}x})^{a}
 =r^{ka-(n-k)b}( \prod_{i=1}^{k}\frac{\sinh a_{i}x}{\sinh ra_{\dot{i}}x})^{a}
(\prod_{i=k+1}^{n}\frac{\sinh ra_{i}x}{\sinh a_{i}x})^{b}

が正定値なので,求めるユニタリ不変ノルム不等式が得られることになる.
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すでに知られている不等式であるが,自然数  n,  m に対して  m<n とし

 a_{1}=a_{2}= = a_{m}=\frac{1}{m}, a_{m+1}=a_{m+2}= =a_{m+n}=\frac{1}{n}
とし  r=2,  a=b=1 に対して Theorem 2を適用すると

  \frac{1}{2^{n}}|||\sum_{i=0}^{n}  (\begin{array}{l}
n
\dot{i}
\end{array})  H^{i/n}XK^{(n-i)/n}||| \leq\frac{1}{2^{m}}|||\sum_{j=0}^{m}  (\begin{array}{l}
m
j
\end{array})  H^{j/m}XK^{(m-j)/m}|||

が得られる.このように多  \langle のノルム不等式を導き出すことができる.
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