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概要

本稿では,文献 [20] で得られた結果を解説する。

1 はじめに

本稿では,次の定理の別証明および一般化を扱う。

定理1.1 (Falset et al. [24, Theorem 3]). H をHilbert 空間,  C を  H の空でない閉凸部

分集合,  T:Carrow C を非拡大写像,  S:Carrow C を強擬非拡大写像,  u\in C,  \{\alpha_{n}\} および

 \{\beta_{n}\} を  [0,1] の数列,  \{x_{n}\} を  x_{1}\in C および  n\in \mathbb{N} に対して

 x_{n+1}=\alpha_{n}u+(1-\alpha_{n})[\beta_{n}Tx_{n}+(1-\beta_{n})Sx_{n}] (1.1)

で定義される  C の点列とする。さらに,  F(T)\cap F(S) は空ではなく,  I-S は  0 で

demiclosed であるとし,  \alpha_{n}arrow 0 および   \sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty を仮定する。このとき,以下が成
り立つ。

(1)   \sum_{n=1}^{\infty}(1-\beta_{n})<\infty,   \sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|<\infty ならば,  \{x_{n}\} は  P_{\Gamma(T)}(u) へ強収束
する。

(2)   \sum_{n=1}^{\infty}\beta_{n}<\infty , すべての  n\in \mathbb{N} に対して  \alpha_{n}>0,  \beta_{n}/\alpha_{n}arrow 0 ならば,  \{X引は

 P_{\Gamma(S)}(u) へ強収束する。

(3)   \lim inf_{n}\beta_{n}(1-\beta_{n})>0 , すべての  n\in \mathbb{N} に対して  \alpha_{n}>0 ならば,  \{x_{n}\} は  P_{F}(u)

へ強収束する。ここで,  F=F(T)\cap F(S) である。

註1. 定理1.1の(2) および (3) における “すべての  n\in \mathbb{N} に対して  \alpha_{n}>0” という仮定

は,[24, Theorem 3] に明示されていない。しかし,この仮定はそれら証明の中で使われて
いる。
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本稿の構成は次の通りである。次節では,以降の節で必要となる定義や記号を述べる。

第3節では,よく知られた結果を使うと,定理1.1 (1) が簡単に示せることを説明する。第
4節では,定理1.1 (2) を少し一般化した定理4.1を示す。最後の第5節では,二つの擬非

拡大写像の共通不動点に関する強収束定理 (定理5.1) を示す。それは,定理1.1 (3) の一
般化である。

2 準備

本稿では,  H を実 Hilbert 空間,  \langle\cdot,  \cdot\rangle を  H の内積,  \Vert\cdot\Vert を  H のノルム,  C を  H の空

でない閉凸部分集合,  I を  H 上の恒等写像,  \mathbb{N} を正の整数の集合とする。  H の点列  \{x_{n}\}
が  x に強収束するとき  x_{n}arrow x , 弱収束するとき  x_{n}harpoonup x と表す。

 T を  C から  H への写像とする。  T の不動点の集合を  F(T) と表す。つまり,  F(T)=

 \{z\in C : z= Tz\} である。  T が擬非拡大 (quasinonexpansive) であるとは,  F(T)\neq\emptyset,
かつ,すべての  x\in C と  p\in F(T) に対して  \Vert Tx-p\Vert\leq\Vert x-p\Vert が成り立つときをい

う。  T が非拡大 (nonexpansive) であるとは,すべての  x,  y\in C に対して  \Vert Tx-Ty\Vert\leq
 \Vert x-y\Vert が成り立つときをいう。  T が強擬非拡大 (Strongly quasinonexpansive) である
とは [6, 11, 14, 15, 17‐20, 26],  T が擬非拡大で,かつ,以下が成り立つときをいう。

 \{x_{n}\} が  C の有界点列,  p\in F(T),  \Vert x_{n}-p\Vert-\Vert Tx_{n}-p\Vertarrow 0 ならば,   T_{X_{n-x_{n}}}arrow

 0 である。

 T が  0 でdemiclosed であるとは,  \{x_{n}\} が  C の点列で  x_{n}harpoonup p および  Tx_{n}arrow 0 のとき,
 Tp=0 が成り立つときをいう。

擬非拡大写像および非拡大写像について,次のことが知られている。

 \bullet 擬非拡大写像の不動点集合は,閉凸集合である [23, Theorem 1] 。
 \bullet 写像  T:Carrow H が不動点をもつとき,  T が強擬非拡大であることと,  T が文献

[11, 14, 17, 18] の意味で  (sr) 型であることは同値である。

 H から  C の上への距離射影 (metric projection) を  P_{C} と表す。つまり,  x\in H のと
き,  P_{C}(x) は

  \Vert x-P_{C}(x)\Vert=\min\{\Vert x-y\Vert : y\in C\}.

を満たす唯一の  C の点である。距離射影について詳しくは,[27] を参照するとよい。
 \{T_{n}\} を  C から  H への写像の列,   F=\bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n}) とし,  F は空ではないと仮定する。

このとき,  \{T_{n}\} が強擬非拡大型 (strongly quasinonexpansive type) であるとは,各  T_{n}
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が擬非拡大で,かつ,次の条件が成り立つときをいう [3,7,11,14,15,18] 。

 \{x_{n}\} が  C の有界点列,  p\in F,  \Vert x_{n}-p\Vert-\Vert T_{n}x_{n}-p\Vertarrow 0 ならば,  T_{n}x_{n}-x_{n}arrow 0

である。

 z\in C が  \{T_{n}\} の漸近的不動点 (asymptotic fixed point) であるとは,  C の点列  \{x_{n}\} と

 \{x_{n}\} の部分列  \{x_{n_{i}}\} が存在し,  T_{n}x_{n}-x_{n}arrow 0 および  x_{n_{i}}harpoonup z が成り立つときをい

う  [3]_{0}\{T_{n}\} の漸近的不動点の集合を  \hat{\Gamma}(\{T_{n}\}) と表す。明らかに,  F\subset\hat{F}(\{T_{n}\}) が成り

立つ。

定義からすぐに次の補助定理が得られる。

補助定理2.1.  T:Carrow H を不動点をもつ写像とし,すべての  n\in \mathbb{N} に対して  T_{n}=T と

する。このとき,  I-T が  0 でdemiclosed ならば,   \hat{F}(\{T_{n}\})=\bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n}) である。さら

に,  T が強擬非拡大ならば,  \{T_{n}\} は強擬非拡大型である。

さらに,[15, Remark 2.5] および [3, Proposition 6] より,次の補助定理が得られる。

補助定理2.2.  \{T_{n}\} を  C から  H への写像の列,   F=\bigcap_{n=1}^{\infty}F(T_{n}) とし,  F は空ではない

と仮定する。このとき,以下が成り立つ。

 \bullet  \{T_{n}\} が強非拡大型であることと,  \{T_{n}\} が [3, 11, 14, 18] の意味で strongly rela‐
tively nonexpansive sequence であることは同値である。

 \bullet  F=\hat{F}(\{T_{n}\}) であることと,  \{T_{n}\} が[1−5,8−11,14−16,18] の意味で条件 (Z) を満
たすことは同値である。

 \bullet   z\in F
 \hat{}

 ( {%}  ) ならば,  C の有界点列  \{x_{n}\} と  \{x_{n}\} の部分列  \{x_{n_{i}}\} が存在し,
 T_{n}x_{n}-x_{n}arrow 0 および  x_{n_{i}}harpoonup z が成り立つ。

3 定理1.1 (1) の証明

この節では,次のよく知られた結果を使って定理1.1 (1) を証明する。

定理3.1 ([28, Theorem 2] および [21, Theorem 3.2]).  H をHilbert 空間,  C を  H の空
でない閉凸部分集合,  T:Carrow C を非拡大写像,  u\in C,  \{\alpha_{n}\} を  [0,1] の数列,  \{y_{n}\} を

 y_{1}\in C および  n\in \mathbb{N} に対して

 y_{n+1}=\alpha_{n}u+(1-\alpha_{n})Ty_{n} (3.1)
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で定義される  C の点列とする。さらに,  F(T)\neq\emptyset,  \alpha_{n}arrow 0,   \sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,
  \sum_{n=1}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|<\infty を仮定する。このとき,  \{y_{n}\} は  P_{\Gamma(T)}(u) へ強収束する。

次の補助定理は,定理3. 1と定理1.1 (1) をつなげる役割をする。証明は省略する。

補助定理3.2 ([20, Lemma 3.2]).  H,  C,  T および  u を定理3.1と同じとし,  \{\alpha_{n}\} およ
び  \{\beta_{n}\} を  [0,1] の数列,  \{z_{n}\} を  C の有界点列,  \{x_{n}\} を  x_{1}\in C および  n\in \mathbb{N} に対して

 x_{n+1}=\alpha_{n}u+(1-\alpha_{n})[\beta_{n}Tx_{n}+(1-\beta_{n})z_{n}]

で定義される  C の点列,  \{y_{n}\} を  y_{1}\in C および  n\in \mathbb{N} に対して  (3.1) で定義される  C の

点列とする。さらに,   \sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty および   \sum_{n=1}^{\infty}(1-\beta_{n})<0 を仮定する。このとき,

 x_{n}-y_{n}arrow 0 である。

定理3.1および補助定理3.2を使うと,定理1.1 (1) を次のように示すことができる。

定理1.1 (1) の証明.  v\in F(T)\cap F(S) を固定する。  T は非拡大,  S は擬非拡大だから,

 \Vert x_{n+1}-v\Vert\leq\alpha_{n}\Vert u-v\Vert+(1-\alpha_{n})[\beta_{n}\Vert 
Tx_{n}-v\Vert+(1-\beta_{n})\Vert Sx_{n}-v\Vert]
(3.2)

 \leq\alpha_{n}\Vert u-v\Vert+(1-\alpha_{n})\Vert x_{n}-v\Vert

となる。よって,  n についての帰納法より,すべての  n\in \mathbb{N} について

  \Vert Sx_{n+1}-v\Vert\leq\Vert x_{n+1}-v\Vert\leq\max\{\Vert u-v\Vert, \Vert 
x_{1}-v\Vert\} (3.3)

が成り立つことがわかる。ゆえに,{Sx訂は有界である。  \{y_{n}\} をyı  \in C および  n\in \mathbb{N}

に対して (3.1) で定義される点列とする。このとき,定理3.1より  y_{n}arrow P_{\Gamma(T)}(u) である
こと,補助定理3.2より  x_{n}-y_{n}arrow 0 であることがわかる。したがって,  x_{n}arrow P_{\Gamma(T)}(u)
が示せた。 口

4 定理1.1 (2) の一般化

この節では,定理1.1 (2) の仮定の—つ   \sum_{n=1}^{\infty}\beta_{n}<\infty を  \beta_{n}arrow 0 で置き換えた次の定
理を示す。

定理4.1.  H をHilbert 空間,  C を  H の空でない閉凸部分集合,  T:Carrow C を非拡大写

像,  S:Carrow C を強擬非拡大写像,  u\in C, {  \alpha品を (0,1] の数列,  \{\beta擁を [0,1] の数列,
 \{x_{n}\} を  x_{1}\in C および  n\in \mathbb{N} に対して (1.1) で定義される  C の点列とする。さらに,

 F(T)\cap F(S) は空ではなく,  I-S は  0 でdemiclosed であるとし,  \alpha_{n}arrow 0,   \sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,
 \beta_{n}arrow 0,  \beta_{n}/\alpha_{n}arrow 0 を仮定する。このとき,  \{x_{n}\} は  P_{\Gamma(S)}(u) へ強収束する。
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次の定理は,[7, Corollary 3.1] および補助定理2.1からすぐに得られる。この定理を使
うと,定理4.1を簡単に示すことができる。

定理4.2.  H,  C,  S および  \{\alpha_{n}\} を定理4.1 と同じとし,  \{u_{n}\} を  C の点列,  \{x_{n}\} を
 x_{1}\in C および  n\in \mathbb{N} に対して  x_{n+1}=\alpha_{n}u_{n}+(1-\alpha_{n})Sx_{n} で定義される  C の点列と

する。さらに,  u_{n}arrow u を仮定する。このとき,  \{x_{n}\} は  P_{F(S)}(u) へ強収束する。

定理4.2を使うと,次の補助定理が得られる。証明は省略する。

補助定理4.3 ([20, Lemma 4.3]).  H,  C,  S,  u,  \{\alpha_{n}\} および  \{\beta_{n}\} を定理4.1と同じとし,
 \{z_{n}\} を  C の有界点列,  \{x訂を銑  \in C および  n\in \mathbb{N} に対して

 x_{n+1}=\alpha_{n}u+(1-\alpha_{n})[\beta_{n}z_{n}+(1-\beta_{n})Sx_{n}]

で定義される  C の点列とする。このとき,  \{x_{n}\} は  P_{\Gamma(8)}(u) へ強収束する。

本節の最後に,補助定理4.3を使って,定理4.1が証明する。

定理4.1の証明.  v\in F(T)\cap F(S) を固定する。  T は非拡大だから,(3.2) と (3.3) より,
任意の  n\in \mathbb{N} に対して,

  \Vert Tx_{n+1}-v\Vert\leq\Vert x_{n+1}-v\Vert\leq\max\{\Vert u-v\Vert, \Vert 
x_{1}-v\Vert\}

が成り立つ。よって,{Tx訂は有界である。ゆえに,補助定理4.3より,  x_{n}arrow P_{\Gamma(8)}(u)
が示せた。 口

5 二つの擬非拡大写像に関する強収束定理

この節では,二つの擬非拡大写像の共通不動点に関する次の定理を示す。

定理5.1.  H をHilbert 空間,  C を  H の空でない閉凸部分集合,  T:Carrow C を擬非拡大

写像,  S:Carrow C を強擬非拡大写像,  u\in C,  \{\alpha_{n}\} を (0,1] の数列,  \{\beta_{n}\} を [0,1] の数
列,  \{x_{n}\} を  x_{1}\in C および  n\in \mathbb{N} に対して (1.1) で定義される  C の点列とする。さら
に,  F(T)\cap F(S) は空ではなく,  I-T と  I-S は  0 でdemiclosed であるとし,  \alpha_{n}arrow 0,

  \sum_{n=1}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,   \lim\inf_{n}\beta_{n}(1-\beta_{n})>0 を仮定する。このとき,  \{x訂は  P_{F} (のへ強収束
する。ここで,  F=F(T)\cap F(S) である。
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註2. 非拡大写像  T が不動点をもつとき,  T は擬非拡大である。さらに,  I-T は  0 で

demiclosed であることが知られている (例えば,[25])。したがって,定理1.1 (3) は定
理5.1の系である。

次の定理5.2と補助定理5.3を使うと,定理5.1を簡単に示すことができる。定理5.2

は,[11, Theorem 3.1] および補助定理2.2から導かれる。

定理5.2.  H,  C,  u および  \{\alpha_{n}\} を定理5.1と同じとし,{Un} を  C から  C への写像の列,

 \{x_{n}\} を  x_{1}\in C および  n\in \mathbb{N} に対して  x_{n+1}=\alpha_{n}u+(1-\alpha_{n})U_{n}x_{n} で定義される  C の

点列,   K=\cap窪  1^{F(U_{n})} とする。さらに,  K は空ではなく ,  \{U_{n}\} は強擬非拡大型であり,
 \hat{\Gamma}(\{U_{n}\})=K を仮定する。このとき,  \{x_{n}\} は  P_{K}(u) へ強収束する。

次の補助定理の証明は省略する。

補助定理5.3 ([20, Lemma 5.4]).  H,  C,  T,  S および  \{\beta_{n}\} を定理5.1と同じとし,  n\in \mathbb{N}

に対して写像  U_{n}:Carrow C を  U_{n}=\beta_{n}T+(1-\beta_{n})S で定義する。このとき,各砺は擬

非拡大,   F(T)\cap F(S)=\bigcap_{n=1}^{\infty}F(U_{n}),  \{U_{n}\} は強擬非拡大型,   \hat{F}(\{U_{n}\})=\bigcap_{n=1}^{\infty}F(U_{n}) で

ある。

最後に,定理5.2および補助定理5.3を使って,定理5.1を示そう。

定理5.1の証明.  U_{n}=\beta_{n}T+(1-\beta_{n})S とおく。このとき,補助定理5  \cdot 3より,  F=

 \cap 窪  1^{F(U_{n})} であり,  \{U_{n}\} は強擬非拡大型であり,  \hat{F}(\{U_{n}\})=F であることがわかる。
よって,定理5.2より結論が得られる。 口
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