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1 交代符号行列について

1.1 交代符号行列

n 次の交代符号行列 (alternating sign matrix)  A とは,成分が  \{0, \pm 1\} からなる  n 次正方行列で各行
各列の和が1で.各行各列で  0 を除けば  +1 と  -1 が交代に現れるものである..  n 次交代符号行列全体の
集合を  \mathscr{A}_{n} で表す.例えば

 A=\begin{array}{lllll}
0   1   0   0   0
1   -1   0   1   0
0   0   1   0   0
0   1   0   -1   1
0   0   0   1   0
\end{array} \in \mathscr{A}_{5}
は5次の交代符号行列の例である.  n 次の交代符号行列  A=(A_{i_{\dot{j}}})_{1<i,j<n} に対して,  -1 に等しい成分の個
数を  s(A) で表し,第1行の1が第  k 列にあるとき  p(A)=k-1 とする.また

inv  (A)= \sum_{i<k}\sum_{j>l}A_{ij}A_{kl}.
とおく.例えば,交代符号行列

 A=  \begin{array}{lllll}
0   1   0   0   0
1   -1   0   1   0
0   0   1   0   0
0   1   0   -1   1
0   0   0   1   0
\end{array}
に対して  s(A)=2,  p(A)=1,  inv(A)=5 である.  \mathscr{A}_{n} の母関数を

 A(n;q, t, x)= \sum_{A\in \mathscr{A}_{n}}q^{inv(A)}t^{p(A)}x^{s(A)}.
によって定義する.例えば

 A(2;q, t, x)=qt+1,

 A(3;q, t, x)=q^{2}(q+1)t^{2}+\{q^{2}x+q(q+1)\}t+q+1,
 A(4;q, t, x)=q^{3}\{q^{2}x+(q+1)(q^{2}+q+1)\}t^{3}+q^{2}\{q^{3}x^{2}+q(q^{2}+4q
+2)x+(q+1)(q^{2}+q+1)\}t^{2}

 +q\{q^{2}x^{2}+q(2q^{2}+4q+1)x+(q+1)(q^{2}+q+1)\}t+q^{2}x+(q+1)(q^{2}+q+1) .

である.

1.2 線対称交代符号行列

 (2n+1) 次の左右対称な交代符号行列 (vertically symmetric ASMs または VSASMs と略す) 全体の集合
を  \mathscr{A}_{2n+1}^{V} で表す.左右対称な線対称交代符号行列  A に対して,  A が線対称変換で  m 個の  -1 の軌道を持
つとき,  s(A)=m とおく.ここで,  m は中心線上にある  -1 を数えない.また,第1列上にある1の場所
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が第  k 行であるとき,  p(A)=k-1 とおく . 線対称交代符号行列

 A=(\begin{array}{lllllll}
0   0   0   +1   0   0   0
0   0   +1   -1   +1   0   0
+1   0   -1   +1   -1   0   +1
0   0   +1   -1   +1   0   0
0   +1   -1   +1   -1   +1   0
0   0   +1   -1   +1   0   0
0   0   0   +1   0   0   0
\end{array})
に対して  s(A)=2,  p(A)=2 である.  \mathscr{A}_{2n+1}^{v} の母関数を

 A_{V}(2n+1;t, x)= \sum_{A\in \mathscr{A}_{2n+1}^{v}}t^{p(A)}x^{s(A)}.
によって定義しよう.例えば  A_{V}(3;t, x)=1 で

 A_{V}(5;t, x)=t^{2}+xt+1,

 A_{V}(7;t, x)=(x+2)t^{4}+2x(x+2)t^{3}+(x+1)(x^{2}+x+2)t^{2}+2x(x+2)t+x+2,
 A_{V}(9;t, x)=(x^{3}+6x^{2}+13x+6)t^{6}+3x(x^{3}+6x^{2}+13x+6)t^{5}

 +(3x^{5}+18x^{4}+44x^{3}+42x^{2}+25x+6)t^{4}+x(x+2)^{2}(x^{3}+2x^{2}+9x+6)t^{3}
 +(3x^{5}+18x^{4}+44x^{3}+42x^{2}+25x+6)t^{2}+3x(x^{3}+6x^{2}+13x+6)t+x^{3}+
6x^{2}+13x+6.

である.次の式を満たすような多項式  \overline{A}_{V}(2n;t, x) が存在することが知られている ([3]).

 A(2n;t, x)=(t+1)A_{V}(2n+1;t, x)\overline{A}_{V}(2n;1, x) ,

 A(2n-1;t, x)=A_{V}(2n-1;1, x)\overline{A}_{V}(2n;t, x) .

例えば  \overline{A}_{V}(2;t, x)=1 であり

 \overline{A}_{V}(4;t, x)=2t^{2}+(x+2)t+2,

 \overline{A}v(6;t, x)=2(x+6)t^{4}+(x+6)(3x+2)t^{3}+(x^{3}+6x^{2}+26x+12)t^{2}+
(x+6)(3x+2)t+2(x+6) ,

 \overline{A}v(8;t, x)=2(x^{3}+12x^{2}+70x+60)t^{6}+(5x+2)(x^{3}+12x^{2}+70x+60)
t^{5}
 +2(2x^{5}+25x^{4}+161x^{3}+352x^{2}+310x+60)t^{4}+(x^{6}+12x^{5}+S5x^{4}+
452x^{3}+S34x^{2}+6S0x+120)t^{3}
 +2(2x^{5}+25x^{4}+161x^{3}+352x^{2}+310x+60)t^{2}+(5x+2)(x^{3}+12x^{2}+70x+60)t
+2(x^{3}+12x^{2}+70x+60)

である.

1.3 六頂点模型

交代符号行列に対応する六頂点模型 (Six vertex model) の各頂点は

 1 3 5
A  \psi  A

 \Rightarrow 0\Rightarrow \Rightarrow 0\Rightarrow \Rightarrow\circ<

 \uparrow 0 \downarrow 0 \downarrow 1
 2 4 6

 \psi A \psi
 <O< <\circ< <\circarrow

 \downarrow \Uparrow \uparrow
 0 0 -1

の形をしている.ここで,普通の交代符号行列に関してはopen b0undary condition と呼ばれる境界条件を
課す.この対応についてはBressoud の本 [1] に詳しい..例えば下図の左の交代符号行列には,右の六頂点
模型が対応している.  \Lambda 入 入

 (\begin{array}{lll}
0   1   0
1   -1   1
0   1   0
\end{array})
木  Y 木

 Y 木  Y

 \psi V V

この例のように,上下の境界では外向き,左右の境界では内向きという条件をopen boundary condition と
いう.また,この境界条件の下で上の六種類の頂点を各格子点に置いたものが六頂点模型である.
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1.4 ダブル  U- ターン交代符号行列

次の図のような境界条件を課した六頂点模型に対応する交代符号行列をダブル  U‐夕一ン交代符号行列
(UUASM) という.すなわち,ダブル U‐ ターン交代符号行列は  2n\cross 2n 行列で,各行の右端及び各列の下
端で折り返したときに,交代符号行列の条件を満たす.

 \succ O O O O

 )
 >O O O O

 \circ

 0\circ) \circ

 \psi  \psi  \psi  \psi

 \mathscr{A}_{4}T を  4n 次の UUASMs 全体の集合とする.  u を右端での上向きの U‐turn の個数とし,  r を上端での右
向きの U‐turn の個数とする.  x^{S}y^{u}z^{r} を重みとした母関数を考え

 A_{UU}(4n;x, y, z)= \sum_{A\in \mathscr{A}_{4n}^{UU}}x^{s}y^{u}z^{r}.
とする.ここでは,六頂点模型と交代符号行列の対応については詳しく述べない.例えば  n=1 のとき,以
下の5個の六頂点模型がある:

 \geq 0>\circ\geq\circ\geq\circ Y\lambda\backslash ) \geq 
0\geq\circ\geq\circ<\circ Y\lambda\backslash ) \succ\circ\prec O\succ\circ\geq 0
\Lambda Y) \geq 0\succ 0\geq\circ\succ oYY) \geq 0>0\geq\circ\leq\circ YY)
 \psi  \psi  \psi  \psi  \psi  \psi  \psi  \psi  \psi す

Kuperberg [3] によると,次を満たす多項式  A_{UU}^{(2)}(4n;x, y, z) が存在する:

 A_{UU}(4n;x, y, z)=A_{V}(2n+1;t, x)|_{t=1}A_{UU}^{(2)}(4n;x, y, z)

1.5 点対称交代符号行列

 2n\cross 2n の点対称交代符号行列 (half‐turn‐symmetric ASMs または HTSASMs) 全体の集合を  \mathscr{A}_{2n}^{HTS}
で表す..点対称交代符号行列は,次の境界条件をみたす  2n\cross n 六頂点模型に対応する:

 \succ

入 入 入

 \circ

 \circ\circ)) \circ

 \circ

 \psi  \psi  \psi
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例えば  n=2 のときは,次の10個の六頂点模型が存在する.

入入  \Lambda 入入  \Lambda  \Lambda 入入  A
 \succ O\geq O >\circ\geq O \geq\circ>\circ \geq O\prec\circ \geq\circ\prec\circ

 \succ\succ 0\circ Y\Lambda\Lambda\prec\succ 0\circ YYY))  \succ\geq\circ\circ YY\Lambda\prec\succ 0\circ YYY))  \succ\geq 0\succ 0\prec YY\Lambda Yo\circ\Lambda Y))  \geq\geq YoYoY  \succ\geq 0\circ\Lambda Y\Lambda))  \geq\geq 0\circ YYY\succ\succ 0\circ YY\Lambda))
 \succ O\geq O \geq O\geq O \geq\circ\geq O \geq O\geq O \geq O\succ\circ

 \psi \psi \psi \psi \psi \psi \psi \psi \psi \psi

これらの六頂点模型に対応する点対称交代符号行列は以下のようになる.

 |\begin{array}{llll}
0   0   0   {\imath}
0   0   1   0
O   1   0   0
1   0   0   0
\end{array}||\begin{array}{llll}
0   0   {\imath}   0
0   0   0   {\imath}
1   0   0   0
0   {\imath}   0   0
\end{array}||\begin{array}{llll}
0   0   0   1
0   {\imath}   0   0
0   0   1   0
1   0   0   0
\end{array}||\begin{array}{llll}
0   0   1   0
0   {\imath}   -1   {\imath}
1   -{\imath}   1   0
0   {\imath}   0   0
\end{array}||\begin{array}{llll}
0   0   {\imath}   0
{\imath}   0   0   0
0   0   0   1
0   {\imath}   0   0
\end{array}|

 |\begin{array}{llll}
0   1   0   0
0   0   0   {\imath}
1   0   0   0
0   0   1   0
\end{array}||\begin{array}{llll}
0   {\imath}   0   0
1   0   0   0
0   0   0   1
0   0   1   0
\end{array}||\begin{array}{llll}
0   1   0   0
1   -1   {\imath}   0
0   1   -1   1
0   0   1   0
\end{array}||\begin{array}{llll}
1   0   0   0
0   0   {\imath}   0
0   1   0   0
0   0   0   1
\end{array}||\begin{array}{llll}
{\imath}   0   0   0
0   {\imath}   0   0
0   0   {\imath}   0
0   0   0   1
\end{array}|
母関数を

 A_{HT}(2n;t, x, y, w)= \sum_{A\in \mathscr{A}_{2n}^{HTs}}t^{k-1}x^{m}y^{u}w^{v}
,
で定義する.ここで,  u は右端での上向きの矢印の数とし,  v は (点対称なので左半分のみを考えるとき) 上
半分でのゼロでない成分の個数とする.  m を点対称変換による  -1 の軌道の個数とし,  A の第1列の1の
場所を  k とする.例えば,  A_{HT}(2;t, x, y, w)=wyt+1 であり

 A_{HT}(4;t, x, y, w)=yz(yz+1)t^{3}+\{yz^{3}x+yz(yz+1)\}t^{2}+(yzx+yz+1)t+yz+1,

 A_{HT}(6;t, x, y, w)=\{y^{2}z^{2}(z^{2}+1)x+2 yz (yz+1)^{2}\}t^{5}
 +\{y^{2}z^{4}(z^{2}+2)x^{2}+yz(y^{2}z^{4}+6yz^{3}+2yz+4z^{2}+1)x+2 yz (yz+1)
^{2}\}t^{4}
 +\{x^{3}y^{2}z^{6}+yz^{3}(yz^{3}+3yz+2z^{2}+2)x^{2}+yz^{2}(7z^{2}y+3y+8z)x+2 yz
(yz+1)^{2}\}t^{3}
 +\{x^{3}yz^{3}+yz(2yz^{3}+2yz+3z^{2}+1)x^{2}+yz(8yz+3z^{2}+7)x+2(yz+1)^{2}\}
t^{2}
 +\{yz(2z^{2}+1)x^{2}+(y^{2}z^{4}+4y^{2}z^{2}+2yz^{3}+6yz+1)x+2(yz+1)^{2}\}t
 +(z^{2}+1)yzx+2(yz+1)^{2}.

Kuperberg [3] に書いてあることの拡張として,次を満たす多項式  A_{HT}^{(2)}(2n;t, x, y) が存在すると考えられる:

 A_{HT}(2n;t, x, y, w)|_{w=1}=A(n;t, x)A_{HT}^{(2)}(2n;t, x, y) ,

 A_{HT}(2n;t, x, y, w)|_{w=-1}=A(n;t, x)A_{HT}^{(2)}(2n;t, x, -y) .
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この式を使って計算すると,例として  A_{HT}^{(2)}(2;t, x, y)=yt+1 であり

 A_{HT}^{(2)}(4;t, x, y)=y(y+1)t^{2}+txy+y+1,

 A_{HT}^{(2)}(6;t, x, y)=y\{xy+(y+1)^{2}\}t^{3}+xy\{xy+2(y+1)\}t^{2}+xy\{x+2(y+
1)\}t+xy+(y+1)^{2},
 A_{HT}^{(2)}(8;t, x, y)=y\{y(y+1)x^{2}+5y(y+1)x+(y+1)^{3}\}t^{4}
 +xy\{y(y+2)x^{2}+3y(2y+3)x+3(y+1)^{2}\}t^{3}+xy\{x^{3}y+4x^{2}y+3(y^{2}+3y+1)x+
3(y+1)^{2}\}t^{2}
 +xy\{(2y+1)x^{2}+3(3y+2)x+3(y+1)^{2}\}t+y(y+1)x^{2}+5y(y+1)x+(y+1)^{3}
また,次の等式をみたす多項式  \overline{A}_{UU}^{(2)}(4n;t, x) が存在する:

 A_{HT}^{(2)}(4n+2;t, x, y)|_{y=1}=(t+1)A_{UU}^{(2)}(4n;x, y, z)|_{y=z=1}
\overline{A}_{UU}^{(2)}(4n+4;t, x)
この式を使って計算すると,例として  \overline{A}_{UU}^{(2)}(4;t, x)=1 であり

 \overline{A}_{UU}^{(2)}(8;t, x)=t^{2}+(x-1)t+1
 \overline{A}_{UU}^{(2)}(12;t, x)=(x+1)t^{4}+(x+1)(2x-1)t^{3}+(x^{3}+x+1)t^{2}+
(x+1)(2x-1)t+x+1

となる.

1.6 暇つき線対称交代符号行列

[2] で考察された,次の境界条件を課した  (2n+1)\cross n の六頂点模型を考える.

 \succ 。 \Lambda 入 入  <

 \circ

 \succ\circ  O

 \succ\circ  \circ\geq

 \circ

 \psi \psi \psi

この境界条件は  2n+n=3n 本の外向きにの矢印と  (2n+1)+(n+1)=3n+2 本の内向きの矢印がある
ので,内向きの矢印が2本多い..そこで右端の壁の  n+1 本の内向きの矢印のうちの1本を外向きに変え
る.この変えた場所を 「  I段」 という.例えば  n=2 のときは,次のような条件をみたす11個の六頂点模型
がある.

入  \Lambda 人人人人入  \Lambda 人人
 >O>\circ\prec >\circ>O\prec >\circ\prec\circ\prec >\circ>\circ\prec 
>\circ>O\prec

入  Y A  Y  Y 入 A  Y A  Y
 \succ O\succ\circ\succ \succ\circ\succ O\succ \succ O\succ\circ\succ \succ\circ
\prec O\succ \succ\circ\succ O\succ

 \Lambda  Y A  Y  Y 入  Y 入 A  Y
 \succ O\succ O\succ \succ\circ\succ O\succ \succ O\succ O\prec \succ O\succ 
O\prec \succ O\prec O\prec

A  Y A  Y  Y  Y  Y  Y  Y  Y
 \succ O\prec O\succ \succ\circ\succ O\succ \succ O\succ O\succ \succ\circ\succ 
O\succ \succ O\succ O\succ

 Y 入 A  Y  Y  Y  Y  Y  Y  Y
 \succ O\succ\circ\prec \succ O\prec O\prec \succ O\succ O\succ \succ O\succ 
O\succ \succ O\succ O\succ

 Y Y Y Y Y Y Y Y Y Y
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これらの例に対応する交代符号行列は以下のようになる:

 (\begin{array}{ll}
0   0
0   0
1   0
0   0
0   1
\end{array})(\begin{array}{ll}
0   0
0   0
0   1
1   -1
0   1
\end{array})  (_{1}^{0}000  0000\backslash 1.
 (\begin{array}{ll}
0   1
0   0
0   0
1   -1
0   1
\end{array})(\begin{array}{ll}
0   1
0   0
0   0
0   0
1   0
\end{array})  (_{0}^{1}000  00001,

 (\begin{array}{ll}
1   0
0   0
0   0
0   0
0   1
\end{array})  (_{0}^{1}000  -0011_{11}^{\backslash }
 (\begin{array}{ll}
0   1
1   -1
0   1
0   0
0   0
\end{array})  (_{0}^{0}001  00001,

対応する交代符号行列の集合を  \mathscr{A}2dn毘によって表す.また,母関数を

 A_{dV}(2n+1;t, x, z)= \sum_{A\in \mathscr{A}_{2n+1}^{dvs}}t^{k-1}x^{8}z^{w-1},
で定義する.ここで  s は  -1 の個数である.また,第1列の1の場所を  k とし,「  \iota g\supset 」の場所を  2w-1 と
する.例として,  A_{dV}(3;t, x, z)=zt^{2}+1 であり,

 A_{dV}(5;t, x, z)=z(z+1)t^{4}+z(z+1)xt^{3}+(z^{2}+xz+1)t^{2}+x(z+1)t+z+1
 A_{dV}(7;t, x, z)=z\{(z^{2}+3z+1)x+2(z^{2}+z+1)\}t^{6}+\{2z(z^{2}+3z+1)x^{2}+
4zx(z^{2}+z+1)\}t^{5}

 +\{z(z^{2}+3z+1)x^{3}+2z(z^{2}+2z+2)x^{2}+(3z^{3}+5z^{2}+4z+1)x+2z^{3}+2z^{2}+2
\}t^{4}

 +2(z+1)x\{zx^{2}+(z+1)^{2}x+2(z^{2}+1)\}t^{3}+\{(z^{2}+3z+1)x^{3}+(4z^{2}+4z+2)
x^{2}
 +(z^{3}+4z^{2}+5z+3)x+2z^{3}+2z+2\}t^{2}+\{(2z^{2}+6z+2)x^{2}+(4z^{2}+4z+4)x\}t
 +(z^{2}+3z+1)x+2(z^{2}+z+1) .

とする.

1.7 まとめ

[3] には,他にもいろいろな対称性を考慮した交代符号行列が考察されているが,ここに関係したものだけを
取り上げる.これらの個数について以下の表にまとめられる:

2 平面分割

2.1 平面分割

平面分割とは,非負整数の二次元配列  (\pi_{i,j})_{i,j\geq 1} で,各行について左から右に非減少,各列について上から
下に非減少であるもの,すなわち,

 \pi_{i,j}\geq\pi_{i,j+1} and  \pi\'{i},j\geq\pi_{i+1,j} for all  i and  j,

であり,ゼロでない成分は有限個であるもの.ゼロでない成分を part といい,和  | \pi|=\sum_{i,j>1}\pi_{i,j} を重み
(weight) という.  \lambda_{i}=\#\{j|\pi_{ij}\neq 0\} によって定義される分割  \lambda=(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \ldots) を  \pi の形 (shape) とい
い,  sh(\pi) と書く.例えば

 4 4 3 1

 \pi= 4 2 1

2 1
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は形が432で,重みが  |\pi|=22 の平面分割である.平面分割  (\pi_{i,j})_{i,j>1} が行減小 (row‐strict) (または
列減少 (column‐strict)) とは  \pi_{i+1,j}>\pi_{i,j} (または  \pi_{i,j+1}>\pi_{i,j} ) が成り立つことである.ただし,この
両辺が定義される範囲で成り立てばよい.  \pi のフェラーズ図形 (Ferrers graph) は

 F(\pi)=\{(i,j, k)|i,j\geq 1,1\leq k\leq\pi_{ij}\}\subseteq \mathbb{Z}^{3}

によって定義される.例えば,上の平面分割のフェラーズ図形は下図のようになる.

 4 4 3 1

 \pi= 4 2 1

2 1

平面分割  (\pi_{i,j})_{i,j\geq 1} の形が  (n, n-1, \ldots, 1) のとき,  n‐階段型 (  n‐staircase) という.また

 \mathfrak{B}_{1,m,n}=\{(i, j, k)|1\leq i\leq l, 1\leq j\leq m, 1\leq k\leq n\}.

とおく .  F(\pi)\subseteq \mathfrak{B}_{l,m,n} のとき,単に  \pi\subseteq \mathfrak{B}_{l,m,n} と書く.

2.2 ずれ平面分割

ずれ平面分割 (shifted plane partition) とは  i\leq j に対して定義された非負整数の二次元配列  (\pi_{i,j})_{1\leq i\leq j}
であり,普通の平面分割同様に,各行について左から右に非減少,各列について上から下に非減少であるも
のである.前と同様に  | \pi|=\sum_{1\leq i\leq j}\pi_{i,j} をずれ平面分割の 重み (weight) という.  \mu_{i}=\#\{j|\pi_{\dot{i}}j\neq 0\}
によって定義される strict partition  \mu=(\mu_{1}, \mu_{2}, \ldots) を  \pi の形 (shape) といい  ssh(\pi) で記す.また
 (\pi_{1,1}, \pi_{2,2}, \ldots) によって定義される strict partition を  pr(\pi) と記し,  \pi の profile という.例えば

 4 4 3 1

 \pi= 2 2

1

は形が421で重みが  |\pi|=18 のずれ平面分割である.行減少や列減少も同様に定義される.  \pi のフエラー
ズ図形は

 F(\pi)=\{(i, j, k)|1\leq i\leq j, 1\leq k\leq\pi_{ij}\}.

によって定義される.例えば下図のようである.

 4 4 3 1

 \pi= 2 2

1

ずれ平面分割  (\pi_{i,j})_{i,j\geq 1} の形が  (n, n-1, 1) のとき,  n‐階段的 (  n‐staircase) と呼ぶことも同様である.

 \mathfrak{S}\mathfrak{B}_{m,n}=\{(i,j, k)|1\leq i\leq j\leq m, 1\leq k\leq n\}.

とおき,  \pi\subseteq \mathfrak{S}\mathfrak{B}_{m,n} は  F(\pi)\subseteq \mathfrak{S}\mathfrak{B}_{m,n} の意味である.

2.3 Cyclically  (m, n)‐twisted shifted plane partition

 \mathfrak{S}\mathfrak{B}_{n,2m} に含まれる  n‐階段的ずれ平面分割  \pi=(\pi_{ij})_{1<i<j} が

 (i,j, k)\in F(\pi)\Leftrightarrow(j, k-2m, i)\in F(\pi)

をみたすとき  \pi はcyclically  (m, n) ‐twisted という.  (m=1 のときは Mills‐Robbins‐Rumsey [4, 5] によっ
て定義された ) cyclically  (m, n)‐twistedなずれ平面分割の集合を  \mathscr{C}_{m,n} によって表す.  i+m\leq\pi_{i_{j}}<j+m
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をみたす成分秘を,特別 (special) と呼び,特別成分の個数を  s(\pi) によって表す.また,第1行になる
 n+2m に等しい成分の個数を  p(\pi) によって表す,  \pi_{ij}\geq i+m をみたす成分の個数を  inv(\pi) で表し,主対
角線の成分で  \pi_{ii}\geq i+m をみたすものの個数を des  (\pi) で表す.

5 5 3 は2個の special part を持ち,2個の最大元5を第1行にもつ,
5  3  \geq i+m である成分は5個あり,  \geq i+m である成分が主対角線上に2個ある.

 0 ( m=1,  n=3 とする)

 m=0,  n=2 のとき,cyclically  (0,2) ‐twisted なずれ平面分割は5個ある:

 0 0 1 0 2 1 2 2 2 2

 0 0 0 1 2

 \langle 0,0,0,0\rangle \langle 0,0,1,1\rangle \langle 1,1,1,2\rangle \langle 2,
0,1,2\rangle \langle 2,0,2,3\rangle

 m=1,  n=2 のとき,cyclically (1, 2)‐twistedずれ平面分割は7個ある:

 0  0 3  0

 4 01 4 20 4 03 4 41 4 44 0  0

 \{\theta,   0,0,0\rangle  \langle\theta,   0,1,1\rangle  \langle 1,0,1,1\rangle  \langle 1,1,1,2\rangle  \langle 1,0,1,2\rangle  \langle 2,0,1,2\rangle  \langle 2,0,2,3\rangle

2.4  (m, n)-profile‐shape column‐strict shifted plane partition

 \mathfrak{S}\mathfrak{B}_{n,n+2m} に含まれる  n‐階段的で列減少なずれ平面分割  \pi=(\pi_{ij})_{1<i<j} が

 \pi_{ii}=\mu_{i}+2m where  \mu is the shape of  \pi

をみたすとき  \pi は  (m, n)-profile‐shape 列減少ずれ平面分割  ((m, n)-profile‐shape column‐strict
shifted plane partition) または  (m, n)-profile‐shape ずれ平面分割  ((m, n)-profile‐shape shifted
plane partition) ということにする.  (m=1 の場合は Mills‐Robbins‐Rumsey [4, 5] によって定義され
た.  )  (m, n)-profile‐shapeずれ平面分割全体の集合を  \mathscr{D}_{m,n} と記す.  1+m\leq\pi_{i_{j}}\leq j-i+m をみたす成分
 \pi_{ij} を特別 (special) といい,  \pi_{ij}=n+2m である成分  \pi_{i_{j}} を,極大 (maximal) という.特別成分の個数
を  s(\pi) , 極大成分の個数を  p(\pi) で表す.  m より大きい成分の個数を  inv(\pi),  \pi の行の数を des  (\pi) で表す.

は2個の特別成分,2個の極大成分を持ち, 5 5 3
 \geq 2 である成分は5個,行数は2である.( m=1,  n=3 とする)4 2

 m=0,  n=2 のとき,  (0,2)-profile‐shape ずれ平面分割は5個ある:

 \emptyset 1 2 1 2 2 2 2
1

 \{0,0,0,0\rangle \langle 0,0,1,1\rangle \langle 1,1,1,2\rangle \langle 2,0,1,
2\rangle \langle 2,0,2,3\rangle

 m=1,  n=2 のとき,  ( 1,  2)-profile‐shapeずれ平面分割は7個ある:

 \emptyset 3 4 1 4 2 4 3 4 4 4 4
3

 \{0,0,0,0\rangle  \langle 0,0,1,1\rangle  \langle 1,0,1,1\rangle  \langle 1,1,1,2\rangle  \langle 1,0,1,2\rangle  \langle 2,0,1,2\rangle  \langle 2,0,2,3\rangle

Theorem 2.1. 次で定義される  a=(a_{ij})\in \mathscr{C}_{m,n} から  b=(b_{ij})=\Phi(a)\in \mathscr{D}_{m,n} への写像は  \mathscr{C}_{m,n} から

 \mathscr{D}_{m,n} への全単射を与える.

 b_{\dot{i}\dot{j}}=\{\begin{array}{l}
a_{i_{J}'}-i+1 if a_{i\dot{j}}\prime\geq i-1
0 otherwise
\end{array}
この全単射によって  s(\pi),  p(\pi),  inv(\pi),  des(\pi) は保存される.

 \mathscr{D}_{m,n} (または  \mathscr{C}_{m,n} ) の母関数を

  F_{m,n}(q, t, x, y)=\pi\in 勿 m,nq^{inv(\pi)}t^{p(\pi)}x^{8(\pi)}y^{des(\pi)}.
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によって定義する.例えば  m=0 のとき,次のようになる:

 F_{0,2}(q, t, x, y)=qty+1

 F_{0,3}(q, t, x, y)=q^{2}y(qy+1)t^{2}+q^{2}txy+qy+1
 F_{0,4}(q, t, x, y)=q^{3}y\{q^{2}xy+(qy+1)(q^{2}y+1)\}t^{3}+q^{3}xy\{q^{2}xy+
2(qy+1)\}t^{2}

 +q^{3}xy\{x+2(qy+1)\}t+q^{2}xy+(qy+1)(q^{2}y+1)

 m=1 のときは次のようになる.

 F_{1,2}(q, t, x, y)=qty+1

 F_{1,3}(q, t, x, y)=q^{2}y(qy+1)t^{2}+qy\{qx+(q+1)\}t+qy+1
 F_{1,4}(q, t, x, y)=\{q^{5}xy^{2}+q^{3}y(q^{3}y^{2}+2q^{2}y+2qy+1)\}t^{3}

 +q^{2}y\{q^{3}x^{2}y+q(q^{2}y+4qy+2)x+(q+1)(q^{2}y+qy+1)\}t^{2}
 +qy\{q^{2}x^{2}+q(2q^{2}y+4q+1)x+(q+1)(q^{2}y+q+1)\}t
 +q^{2}xy+q^{3}y^{2}+2q^{2}y+2qy+1

 m=1 のとき,  \mathscr{D}_{1,n} と order  n+1 の descending plane partitions の間に全単射を作ることができる.

Theorem 2.2. (i)  m=0 のときは,  n\cross n 行列  A_{0,n}=(a_{i,j}(q, t, x, y))_{1\leq i,j\leq n} を

 a_{i,j}(q, t, x, y)=\{\begin{array}{ll}
q^{j}y\sum_{k=1}^{j} [Matrix][Matrix] x^{j-k}   if i<n,
q^{j}y\sum_{1\leq v\leq k\leq j} [Matrix] (_{k-1}^{j-1})t^{\nu}x^{j-k}   if i=n,
\end{array}
によって定義する.このとき

 F_{0,n}(q, t, x, y)=\det(I_{n}+A_{0,n}) .

が成り立つ.

(ii)  m>0 のときは,  n\cross n 行列  A_{m,n}=(a_{i,j}(q, t, x, y))_{1\leq i,j\leq n} を

 a_{i,j}(q, t, x, y)=\{\begin{array}{ll}
y\sum_{1\leq k\leq l\leq j} [Matrix][Matrix][Matrix] q^{l}x^{l-k}   if i<n,
y\sum_{1\leq\nu\leq k\leq l\leq j} [Matrix][Matrix][Matrix] q^{l}t^{\nu}x^{l-k} 
 if i=n,
\end{array}
によって定義すると

 F_{m,n}(q, t, x, y)=\det(I_{n}+A_{m,n}) .

が成り立つ.

 F_{m,n}(1,1,1,1) の値を表にすると以下のようになる:

また,  F_{m,n}(q, t, x, y) において,  m=1 のとき,  x=0,  q=t=1 とおくと

  F_{1,n}(1,1,0, y)=(1-y)^{n+1}\sum_{j=0}^{\infty}(j+1)^{n}y^{j}
となる.これは,対称群の Eulerian polynomial   \sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{n+1}}y^{des(\sigma)} と一致する.この多項式は以下の表のよ
うになる:

  \ovalbox{\tt\small REJECT}\frac{n1234}{F_{1,n}(1,1,0,y)y+1y+4y+1y+11y+11y+1y+
26y+66y+26y+1}\ovalbox{\tt\small REJECT}
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2.5  (m, n)‐transpose complement

cyclically  (m, n) ‐twisted ずれ平面分割  \pi=(\pi_{i_{\dot{j}}})_{1\leq i\leq j}\in \mathscr{C}_{m,n} に対して,その  (m, n) ‐擬補完  ((m, n)-
transpose complement)  \pi'= (  \piíj)l  \leq i\leq j\in \mathscr{C}_{m,n} を

 (i,j, k)\in F(\pi')\Leftrightarrow(n+1-j, n+1-i, n+2m+1-k)\not\in F(\pi) ,

によって定義する.すなわち

 \pi_{ij}'+\pi_{n+1-j,n+1-i}=n+2m for  1\leq i\leq j\leq n,

によって決まる  \pi'=(\pi_{i_{j}'}')_{1<i<j} が  (m, n)‐擬補完である.  \pi\mapsto\pi' によって決まる写像を  \varphi_{m,n} と書く.こ
の写像は well‐defined でinvolution である例えば.

 5 5 3 5 2 2

 \pi= 5 3 \mapsto \pi'= 0 0
 0  0

である.cyclically  (m, 2n)‐twistedずれ平面分割  \pi=(\pi_{ij})_{1\leq i\leq j}\in \mathscr{C}_{m,2n} が  (m, 2n) ‐擬自己補完  ((m, 2n)-
transpose self‐complement) とは  \varphi_{m,2n}(\pi)=\pi が成り立つことである.  (m, 2n)‐擬自己補完なずれ平
面分割全体の集合を  \mathscr{S}_{m,n} と書く.例えば  m=1,  n=3 のとき,次の11個である:

 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 2 0

 0 0 1 0 1 0

 \langle 0,3\rangle \langle 1,2\rangle \langle 2,1\rangle \langle 2,2\rangle 
\langle 3,1\rangle \langle 2,2\rangle

 2 0 2 1 2 1 2 2 2 2

 1 0 1 0 1

 \{ 3,   1\rangle  \{ 3,   2\rangle  \langle 4,   1\rangle  \langle 4,   1\rangle {5,  \theta\rangle

2.6  (m, n)‐restricted plane partition

平面分割  \pi=(\pi_{i\dot{j}}\prime)_{i,j>1} が  m‐bounded とは

 0\leq\pi_{ij}\leq m-i+1.

をみたすこととする.  (n+m) ‐bounded な  n‐階段的平面分割全体の集合を  \mathscr{T}_{m,n} と記す.  \mathscr{T}_{m,n} の元を

 (m, n) ‐制限的  ((m, n) ‐restricted) 平面分割という.  \pi_{ij}<j をみたす成分  \pi_{ij} を特別 (special) という.
例えば  m=0,  n=3 のとき,次の11個ある:

 0 0 1 0 1 0 1 1 1 1 2 0

 0 0 1 0 1 0

 \langle 0,3}  \langle 1,2\rangle  \langle 2,1\rangle  \{2,2\rangle  \langle 3,1\rangle  \langle 2,2\rangle

 2 0 2 1 2 1 2 2 2 2

 1 0 1 0 1

 \langle 3, 1\rangle \langle 3, 2\rangle \langle 4, 1\rangle \langle 4, 1\} 
\langle 5, \theta\rangle

Theorem 2.3.  a=(a_{\dot{i}\dot{j}})\in \mathscr{S}_{m,n} から  b=(b_{ij})=\Phi(a)\in \mathscr{T}_{m,n} への写像  \Psi を

 b_{ij}=a_{i,j+n}-(n+m) (1\leq i\leq n-1,1\leq j\leq n-i)

によって定義すると,これは  \mathscr{S}_{m,n} から  \mathscr{T}_{m,n} への全単射を与える.この全単射によって  s(\pi) は不変である.

 \mathscr{T}_{m,n} の母関数  G_{m,n}(x) を

 G_{m,n}(x)= \sum_{\pi\in \mathscr{T}_{\mathfrak{m},n}}x^{s(\pi)}.
によって定義しよう  m=0 のときは  G_{0,0}(x)=1 であり,また

 G_{0,1}(x)=x+1,

 G_{0,2}(x)=x^{3}+4x^{2}+5x+1,
 G_{0,3}(x)=x^{6}+9x^{5}+34x^{4}+62x^{3}+49x^{2}+14x+1.
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である.また,  m=1 のときは  G_{1,0}(x)=1 であり,

 G_{1,1}(x)=x+2,

 G_{1,2}(x)=x^{3}+6x^{2}+13x+6,
 G_{1,3}(x)=x^{6}+12x^{5}+63x^{4}+176x^{3}+234x^{2}+136x+24

である.さらに,  m=2 のときは,  G_{2,0}(x)=1 であり,

 G_{2,1}(x)=x+3,

 G_{2,2}(x)=x^{3}+8x^{2}+24x+17,
 G_{2,3}(x)=x^{6}+15x^{5}+100x^{4}+366x^{3}+666x^{2}+559x+155.

である.また  G_{m,n}(1) の表は,以下のようになる:

Theorem 2.4. 母関数  G_{m,n}(x) は

  G_{-,n}(x)=\det(\sum_{k\geq 0} (\begin{array}{lll}
   i+   m
k   -i+1   
\end{array}) (\begin{array}{ll}
j   
k-j   +1
\end{array})x^{2j-k-1})_{1\leq i,j\leq n}
によって与えられる.
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