
On Soergel bimodules 

阿部紀行

概要

Soergel両側加群の新たな定義に基づく圏化定理が得られたので，それについての報告を
行う．

Soergelによる圏化定理［Soe07］から始めよう. (W, S） をCoxeter系とし，kを体，Vを
Wの k上の有限次元表現とする．以下常にSは有限であると仮定する. R = S(V） をV上
の対称代数とする． これには自然にWが作用し， またVの次数を2とすることで次数付
き代数となる . s の元と共役なWの元を鏡映という．

定義1 Vが鏡映忠実であるとは，次の二条件が満たされることである．

(l) Vは忠実なWの表現．

(2) tεWに対して，codim(Ker(t- 1)) = 1とtが鏡映であることは同値．

一般に， 次数加群M = EB任z.M
i に対して，その次数ずらしM(k） をM(k)i 二 Mi+\

M(k) = EBiaM(ktにより定める.sε Sに対してRs 二｛J E R I s(f) = f｝とお
き，次数付き両側R加群BSをBS

= R ®
R

" R(l）により定める．

定義2 S1 ぅ…， Sz εSおよびηεZに対して，両側R加群
Bs1 @R Bsl ©R … ©R BsJ η） 

を考える． この形の加群の直和の直和因子として現れる両側R加群をSoergel両側加群と
いう．

5をSoergel両側加群からなる圏とする.8は部分加群や商加群をとる操作で閉じていな
いことに注意しておこう.8の分裂G川hendieck群［8］とは，｛［MJ I ME 8｝により生
成され， 関係式［M1 EB M2] = [M1] + [M2］により定義されるZ加群である. [8］には
[M1][M2] = [M1 ©RM2］およびり［M] = [M(l）］によりz[v,v-1］代数の構造が入る．ただ
しり は不定元である.Soergelの圏化定理は，この［8］が Hecke環と同型になることを主張
する．定理の正確な主張のために，Hecke環:J-(を定義しておく．正規化はSoergel [Soe97] 
に従う．

定義3 {H
w 

I W εW｝で生成され，次の関係式により定義されるz[v,v-1J代数を:J-(と
おく．

• (Hs v 1)(Hs 十υ） = 0 (s E S).
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• HW1HW2 二 Hw山
（ 切1 ぅ 切2 E Wぅ £(w1 切2) = £(w1) + £(wが

よく知られているとおり，:J{ は ｛Hw I WE W｝を基底とする自由z[v,v-1］加群である．

Soergelの圏化定理の主張のためにいくつかの概念および記号を準備する． 左次数 R加
群 Mが自由であるとは，Mc:,,,向R（同）となる ni E Zが存在することである． このとき
grk(M) ＝乞伊zε z ［ぃ 1］とおく. x ε wは写像 x: v

＊

→ γ を定めるが， そ

のグラフI'(x ） をI'( X) = { ( V' xv) I V ε v
＊
｝と定める すると，B ε 5に対して

supp(M) c Spec(R®R) = V
キ

× v
＊

はI'(x ） の有限個の和集合となることが，定義から容
易にわかる．

定理4 (Soergel [Soe07]) VがWの鏡映忠実な表現ならば，次が成り立つ．

(1) X E Wに対して直既約なSoergel両側加群Bx εSで，suppBx
二 UI'(y） および

YSoX 

Bx l円x ) c:,,, R（ぜい））を満たすものがただ 一つ存在する．

(2) $の直既約対象はあるXE Wおよび nEZに対してBx (n） と同型．

(3) BεSとzε wに対して，次数付き左 R加群Bl
r(x）は自由加群である.Bε5に対

して州B) = I: v－ε（～比（Bi
r（

♂））HxεNとおくと，［司 1---+ ch(B）はz[v,v-1J代
XEW 

数の同型［SJ c:,,, Hを与える．

定理から，｛ch(Bx) I x εw｝は :J{ の基底を与える. char k = 0ならば，ch(Bx）は
Kazhdarιusztig基底と 一致する. ((W,S） が簡約群のWeyl群として与えられている場合
はSoergel [Soe90］により示されている． 一般の場合はElias- Williamson [EWl 4］により証
明された．） 一般の場合はKazhdan-Lusztig基底とは 一致せず，:J{ の新たな基底を与える．
近年の研究により，この基底は標数pの体上で定義された簡約代数群の代数的な表現の既約
指標と深く関わることがわかってきた．

Lusztig予想に現れたのがアフィンWeyl群に対するKazhdan-Lusztig多項式であったこ
とから想像されるように，正標数における簡約代数群の表現論においてはアフィンWeyl群
に対するSoergel両側加群を考えるのが自然である．この考えに基づき，Riche- Williamson 
[ RW18］は， 簡約代数群の傾加群の指標が ch(Bx）を使い記述されることを予想し，hを
Coxeter数とした時にp 三 2h 2ならば既約指標を記述する公式がその予想、から得られ
ることを示した.Achar-Makisumi-Riche- Williamson [AMRW19］によりその後この指標
公式が示されたため，pと2h 2ならば， 簡約代数群の既約表現の指標は叫Bx ） により
与えられる．さて，その際のVであるが，T C Gを考えている簡約代数群および極大ト ー

ラス，x*(T）をその指標群とした時，x*(T) ®z kを考えるのが自然である． しかし， こ
れはアフィンWeyl群の表現としては忠実ではなく，特に鏡映忠実にはなり得ない．従つ
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