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Abstract. 本稿は同講究録中の Yen-Tsung Chen氏及び著者によ
る記事への導入も兼ねた標数 pの多重ゼータ値への入門である. 第
2節にて標数 pの整数論における数, 関数といった基本的な事項を確
認した後, 第３節にて Riemannゼータ値の標数 p類似を紹介し, そ
の代数的独立性を述べる. 続く第４節ではさらにCarlitz加群やプレ
tモチーフの概念を用意し, 第５節にて標数 pの多重ゼータ値の間に
成り立つ線形独立性について, C.-Y. Chang氏の 2014年の結果を証
明する. また標数 pにおける交代多重ゼータ値にも触れる.

1. 導入
本稿は 2019年 12月 13日, 20日と 2020年 1月 10日, 17日の 4回に

わたって著者により名古屋大学大学院多元数理科学研究科において行
われたレクチャー “標数 pの整数論入門”に基づき, 本講究録に収録され
ている標数 pの多重ゼータ値に関する記事 [10], [16]への入門として作
成された.
代数体と有限体上の一変数関数体の類似性に立脚して標数 pの数論

が考えられている. 代数体と関数体の類似点は枚挙に暇がない. 例え
ば, 有理数体Qなどの代数体を完備化という構成によって局所コンパ
クトな位相体 (局所体)に埋め込む事が整数論では重要であるが, 全て
の局所コンパクト (可換)体はQまたは Fp(θ)を完備化して得られる体
の代数拡大であることが知られている (̇[27] Chapter 1 Theorems 5 and
8). つまり, “大域体”は数体と有限体上の一変数関数体しか存在せず,実
際に [27]では代数体の類体論と関数体の類体論が平行して構築されて
いる.

Fp(θ)やその分離拡大体は Fp上の代数曲線の関数体として現れるた
め, 標数 pの大域体を調べることは Fp上の一次元 (双有理)幾何学を考
えることと等しい. この考え方が代数体と有限体上の一変数関数体の
類似を通じて代数体に持ち込まれることにより, 代数体を幾何学的にと

m15039r@math.nagoya-u.ac.jp
記述 松月大知, 名古屋大学大学院多元数理科学研究科 (Daichi Matsuzuki, Graduate
School of Mathematics, Nagoya University).

1



2 原田遼太郎

らえることが可能になった. また, 標数 0における未解決問題の標数 p
類似が解決している例 (e.g. 定理 3.26, 定理 5.21)が存在することも注
目に値する.
このレクチャーノートで扱う類似現象は特殊関数や特殊値に関する

ものである. まず 2節において標数 pの整数論において”数”が何である
かを考える. つまり N, Z, R, Cおよび素数に対する標数 p類似が導入
される1. 3節で標数 pにおける指数関数, 対数関数, ゼータ関数といっ
た特殊関数を扱い, 4節では関数の特殊値を論じる. そのためにCarlitz
加群という重要な概念も考察する. 最後に 5節で標数 pのゼータ値の多
重化を考える. すなわち標数 pの多重ゼータ値を定義し, 代数的な独立
性をプレ tモチーフの概念とともに紹介する. また最後に [16]で扱われ
る, 多重ゼータ値の一般化である交代多重ゼータ値の標数 p類似につい
ても触れる.

2. 標数 pの整数論における数
記号

p : 固定された素数,
q : 固定された pのベキ,
Fq : 位数 qの体, すなわち {x ∈ Fp ∣ xq = x},
A ∶= Fq(θ) : Fq上の一変数多項式環,
k∞ ∶= Fq((1/θ)) : Fq上の 1/θに関する Laurent級数体,
C∞ ∶= k̂∞ : k∞の代数閉体の完備化.

2.1. 標数 pにおけるZの類似物. 標数 pの数論は多項式環Aを（有理）
整数環 Zの類似物ととらえることから始まる.
この見立てを支持する現象はレクチャーノートを通じていくつも登

場するしそれ以外にも数多くあるが,まずは最も基本的な事実を挙げる.

命題 2.1. (1) Aは Euclid整域.
(2) #A× = q − 1 <∞.
(3) 0でないAの素イデアル pに対し,剰余体A/pは有限体.

Proof. ここでは証明の概略を与える.
(1) 多項式としての次数を Euclid写像とすればよい.
(2) A× = Fq

×.
(3) 命題 2.1(1)より p = (f)となる f ∈ AをとってこればA/pは Fq

ベクトル空間としてFq
deg fと同一視できる. したがって, A/pは

有限体である.
□

1自然数は 0を含まないものとする.
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注意 2.2. Zも Euclid整域であり, Z× = {1,−1}.更に, Zの 0でない素
イデアル (l)に対し, #(Z/(l)) = l.

注意 2.3. (1)はAの代わりに無限体上の多項式環を考えても成立する
が, (2), (3)は係数体を有限体にした場合に特有の現象である.

注意 2.4. 命題 2.1の (1)から次の一対一対応が得られる.

{Aのゼロでない素イデアル }↔ {Aのモニック既約多項式 }.

標数 0の数論において,

Z↝ Q 完備化↝ R 代数閉包をとる↝ C
と数を拡張したように,標数 pにおいてもAから数を拡張したい.それ
がこの節の残りの内容である.

2.2. 標数 pにおけるQの類似物. 初めに整数環Zから有理数体Qを構
成した手続きに沿って標数 pにおけるQの類似物を構成する.

定義 2.5.

k ∶= Fq(θ) ∶= {
a

b
∣ a, b ∈ A, b ≠ 0} .

注意 2.6. Aut(Q)は自明な元しか持たない.一方, Aut(k)の元は数多
く存在する.例えば一次分数変換はAut(k)の元である.また次のような
自己同型もある.

τ ∶ fθl ↦ f qθl.

これは Frobenius写像と呼ばれ,重要な役割を持つ. 後の定義 2.25で詳
しく扱う.

2.3. 標数 pにおけるRの類似物. 次に有理数体Qから実数体Rを構成
した手続きをなぞって標数 pにおける Rの類似物を構成する. すなわ
ち, kを完備化する.
そのためには kに距離を入れる必要がある.またその距離は kの代数

構造と整合的でなければいけない.

定義 2.7. F を体とする. F 上の写像 ∣ ⋅ ∣ ∶ F → Rが付値であるとは次の
条件を満たすことである.

(1) 全ての x ∈ F で ∣x∣ ≥ 0,
(2) ∣x∣ = 0⇔ x = 0,
(3) ∣xy∣ = ∣x∣∣y∣,
(4) あるD ∈ Rで ∣x + y∣ ≤Dmax{∣x∣, ∣y∣}.

D = 1のとき ∣ ⋅ ∣は非Archimedes付値であるという.

定義 2.8. (1) F を体, ∣ ⋅ ∣をF 上の付値とする. 任意のCauchy列が
ある F の元に収束するとき F は完備であるという.
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(2) F を体, ∣ ⋅ ∣F を F 上の付値とし, F̂ を拡大体, ∣ ⋅ ∣F̂ を F̂ 上の付値
とする.
次の 3条件が満たされるとき F̂ は F の完備化であるという.

(a) F̂ は完備,
(b) a ∈ F に対して ∣a∣F = ∣a∣F̂ ,
(c) F は F̂ 内で稠密. つまり F̂ の空でない開集合 U に対し,

U ∩ F ≠ ∅.

定義 2.8(2)の状況で, F 上の付値 ∣ ⋅ ∣F が非Archimedesならば ∣ ⋅ ∣F̂ も
非Archimedesである.

例 2.9. F = Qとする. 通常の絶対値は付値である. (条件 4のDは 2
とすればよい）この付値を ∣ ⋅ ∣∞で表す. この付値による完備化がRで
ある.

定義 2.10. kの付値 ∣ ⋅ ∣∞を次で定める.

∣a
b
∣
∞
∶= qdeg a−deg b (a, b ∈ A).

これはwell-definedである.
k∞を kの ∣ ⋅ ∣∞による完備化とする.
この付値は非Archimedesである.

定義 2.11. 付値環O∞,付値イデアルm∞を次で定める.

O∞ ∶= {a ∈ k∞ ∣ ∣a∣∞ ≤ 1}.
m∞ ∶= {a ∈ k∞ ∣ ∣a∣∞ < 1}.

Ô∞, m̂∞をそれぞれO∞, m∞の k∞内での閉包とする.

k×の単元ωについて, ∣ω∣∞ = q−1が成り立つときωを素元と呼ぶこと
にする.
以下,素元 1/θを取り固定する.

命題 2.12. kを ∣ ⋅ ∣∞によって完備化すると, Fq上の 1
θ に関するLaurent

級数からなる体,

Fq((θ)) ∶= {
∞
∑
i=n
ai (

1

θ
)
i

∣ ai ∈ Fq, n ∈ Z} = {
−∞
∑
i=n
aiθ

i ∣ ai ∈ Fq, n ∈ Z} .

になる.

Proof. 埋め込み Fq(1/θ)↪ Fq((1/θ))と Fq((1/θ))の付値

∣
∞
∑
i=m

ai (
1

θ
)
i

∣
∞
= q−m (ai ∈ Fq, am ≠ 0)

を考える.定義 2.8の条件 (a),(b),(c)をチェックすればよい.
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最初に (a)を示す. Fq((1/θ))のCauchy列 {fj = ∑∞i=a a
(j)
i (1/θ)i}j≥1を

とる.これに対し, f = ∑∞i=a aj(1/θ)jを次のように定めると, fjは f に収
束するので, Fq((1/θ))は完備である.
各 iに対し,{fj = ∑∞i=a a

(j)
i (1/θ)i}が Cauchy列なので,ある j0 ∈ Zで

n,m ≥ j0なら ∣fm − fn∣ < q−i−1となる.したがって a
(m)
i = a(n)i となる.

ai ∶= a(j0)i と定める.
(b)は証明の冒頭に書いた Fq((1/θ))の付値の定義から従う.
(c)は次のようにすればわかる, U を F̂ の空でない開集合とし,

∞
∑
i=n
ai (

1

θ
)
i

∈ U

をとる. このとき各m ≥ 0で∑m+n
i=n ai(1/θ)i ∈ Fq(1/θ)であり,

m+n
∑
i=n

ai (
1

θ
)
i

→
∞
∑
i=n
ai (

1

θ
)
i

, (m→∞)

である. したがって十分大きなM で∑M+n
i=n ai(1/θ)i ∈ Fq(1/θ) ∩U .

□

補題 2.13. k×∞の元 xは次のように一意的に分解できる,

x = (1
θ
)
−∣x∣∞
⋅ ζ ⋅ u.

ただし ζ ∈ F×q , u ≡ 1 modm∞

Proof. ζを xの最高次の項の係数とすればよい. □

命題 2.14. k∞の点列 {ai} (i ∈ N)に対し, 以下の同値が成り立つ.

∞
∑
i=0
aiが収束する⇔ ∣ai∣∞ → 0 (i→∞).

Proof. ⇒はRの級数を考えた場合と同様に示せる.
⇐は付値の非 Archimedes性を使う. ∣ai∣∞ → 0 (i → ∞)と仮定し,

ϵ > 0を任意にとると, j0があって j ≥ j0となる全ての jで ∣aj ∣∞ < ϵとな
る. このとき, j′ > j > j0をとると

∣
j′

∑
i=0
ai −

j

∑
i=0
ai∣
∞
= ∣

j′

∑
i=j+1

ai∣
∞

≤max{∣ai∣∞ ∣ j + 1 ≤ i ≤ j′} ≤ ϵ.

□
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2.4. l進体Qlとその標数 pにおける類似物. 前節では実数体Rが通常
の絶対値によるQの完備化として構成できることを復習し, その標数
p類似として体 kの ∣ ⋅ ∣∞を構成しその構造を考察した. この節Qの ∣ ⋅ ∣l
による完備化や kの ∣ ⋅ ∣pによる完備化を考える. まずは l進体Qlを定
義し, 次にその標数 p類似である kpを構成し, その構造を調べる. 無限
級数が収束する条件についても述べる.

定義 2.15. lを任意の素数とする (l = pでもよい）. このとき, Q上の
付値 ∣ ⋅ ∣lが以下のように定められる.

∣lna
b
∣
l

∶= l−n, (n ∈ Z, a, bは互いに素で lを因数に持たない整数)

この付値による完備化をQlと書く.

∣ ⋅ ∣lは非Archimedesであるから命題 2.14と同様の事実が成り立つ (命
題 2.20).

定義 2.16. l進整数環 Zlとその素イデアル m̂lを次で定める.

Zl ∶= {a ∈ Ql ∣ ∣a∣l ≤ 1}.
m̂l ∶= {a ∈ Ql ∣ ∣a∣l < 1}.

ここからはQlの標数 p類似を考える. 素数の標数 p類似がA内のモ
ニック既約多項式であったことを思い出そう.

定義 2.17. Aの素イデアル p = (f)をとる (ただし f ∈ Aはモニック既
約多項式). Aの元 aに対し, ある自然数 naが存在して, a ∈ pna − pna+1

となる. このことを用いて kの付値 ∣ ⋅ ∣pを次で定める.

∣a
b
∣
p

∶= qnb−na (a, b ∈ A).

これはwell-definedである. kの ∣ ⋅ ∣pによる完備化を kpと書く.

次で定義する環は l進整数環 Zlの類似である.

定義 2.18. 環 Ôpとその素イデアル m̂pを次で定める.

Ôp ∶= {a ∈ kp ∣ ∣a∣p ≤ 1}.
m̂p ∶= {a ∈ kp ∣ ∣a∣p < 1}.

Ôp, kpの構造は次のように表せる.

命題 2.19. ([27], Chapter I, Theorems 7 and 8) 素イデアル pが次数 d

の多項式 f で生成されていたとすると, Ôpおよび kpはそれぞれ Fqd上
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の形式的ベキ級数環, 形式的ローラン級数体

Fqd[[X]] = {
∞
∑
i=0
aiX

i ∣ ai ∈ Fqd} ,

Fqd((X)) = {
∞
∑
i=n
aiX

i ∣ n ∈ Z, ai ∈ Fqd}

と同型である.

Qlと kpが非Archimedesであることから, 次の判定法が命題 2.14と
同様に示せる.

命題 2.20. KをQlまたは kpとする. Kの点列 {ai} (i ∈ N)に対し,
∞
∑
i=0
aiが収束する⇔ ∣ai∣∞ → 0 (i→∞).

注意 2.21. kpはQの類似であり, k∞はRの類似だと考えられている.
一方で次のような事実があることに注意しなければならない.

Qの付値のうちArchimedesなのは ∣ ⋅ ∣∞のみであり, ∣ ⋅ ∣∞は ∣ ⋅ ∣lとは異
なる特性をもつ. しかし, 標数 pの場合では ∣ ⋅ ∣∞も ∣ ⋅ ∣pも非Archimedes
であり, ∣ ⋅ ∣∞が本質的に特別な付値というわけではない. 実際 kの自己
同型 θ ↦ 1/θにより ∣ ⋅ ∣∞と ∣ ⋅ ∣(θ)(つまり θで生成される単項素イデアル
に対応する付値）が互いに移りあう.

2.5. 標数 pにおけるCの類似物. この節では, 複素数体の標数 pにおけ
る類似物である C∞を導入する. C∞の構成は Cの構成よりむしろ Cl

の構成に近いためこちらから紹介する.

定義 2.22. 任意の素数 lに対して, ClをQlの代数閉包の完備化 Q̂lと
する.

この体の標数 p類似としてCpを定義する.

定義 2.23. 素イデアル p ⊂ Aに対し,体Cpを kpの代数閉包の完備化 k̂p
とする.

標数 pにおける複素数体の類似は定義 2.22にならって次のように構
成される.

定義 2.24. C∞を k∞の代数閉包の完備化 k̂∞とする.

[C ∶ R] = 2である一方で標数 pでは [C∞ ∶ k∞] =∞ が成り立つ,

定義 2.25. (1) C∞⟨τ⟩をC∞上 τ で生成され, 関係式
(2.1) τf = f qτ
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で定められる (非可換)環とする. また C∞⟨⟨τ⟩⟩を C∞ 上 τ で
生成され, (2.1)を関係式として持つ非可換形式的ベキ級数環と
する.

(2) C∞⟨τ⟩のC∞への作用を, a, f ∈ C∞に対し,
f ⋅ a ∶= fa

τ i ⋅ a = a(i) ∶= aqi(2.2)

で定める.

注意 2.26. 以下では k∞とC∞のみ考える. kp, Cpにおいても 4章と 5
節で扱う多重ゼータ値が考えられており p進多重ゼータ値と呼ばれて
いる (cf. [8]). p進多重ゼータ値 (cf. [12])の標数 p類似とされており, p
進多重ゼータ値については本講究録中の [10]においてより詳しく扱わ
れている.

2.6. 標数 pにおける符号およびNの類似物. この節の最後として符号
および正の数という概念を標数 pにおいても導入する.

定義 2.27. 補題 2.13の分解

x = (1
θ
)
−∣x∣∞
⋅ ζ ⋅ u

によって次の二つの写像 sgn ∶ k∞ → Fq, u ∶ k×∞ → Ô∞を定める.
sgn(x) ∶ k∞ → Fq

x↦ {ζ (x ∈ k×∞).
0 (x = 0).

u ∶ k×∞ → Ô∞
x↦ u

定義 2.28. x ∈ k∞について sgn(x) = 1のとき (つまり xがモニックで
あるとき ), xが正であると定義される. すなわち, Aの元 xに対し, x
が正であるとは xがモニックであることを意味する.

A+ ∶= {a ∈ A ∣ a ∶正 } = {a ∈ A ∣ a ∶モニック }.
注意 2.29. A+はNの類似物である.

注意 2.30. 注意 2.4と注意 2.29よりAにおけるモニック既約多項式は
素数の類似物だと考えられる.

3. 標数 pの整数論における関数
この節では標数 pにおける特殊関数 (指数関数, 対数関数, 階乗, ゼー

タ関数)を紹介する.
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3.1. Carlitz階乗, Carlitz指数関数およびCarlitz対数関数. 階乗 ,
指数関数および対数関数の標数 p類似物を導入する.

定義 3.1. ([4])非負整数 nに対して,
(1) [n] ∶= θqn − θ ∈ A+,
(2) Dn ∶= [n][n − 1]q⋯[1]q

n−1 ∈ A+, D0 ∶= 1,
(3) Ln ∶= [n][n − 1]⋯[1] ∈ A+, L0 ∶= 1.

と定める.

補題 3.2. Ln, Dn, [n]は次のように特徴付けられる.
(1)

[n] = ∏
f : 既約 f∈A+

deg f ∣n

f.

(2)
Dn = ∏

f∈A+
deg f=n

f.

(3) Lnは次数 nのすべての多項式の最小公倍数である.

Proof. [n]の根の集合が代数拡大体 Fqnと一致することに注意する.
モニック多項式 f ∈ A+ を (deg f)∣nとなるようにとると, {f の根

} ⊂ Fqdeg f ⊂ Fqnなので f ∣[n].
[n]は分離多項式なので (1)が従う. (2), (3)は多項式の素元分解によ

り示される.
□

定義 3.3. ([5]) nを非負整数とする.このとき nのCarlitz 階乗 Π(n)を
nの q進展開

n =
d

∑
j=0
αjq

j (0 ≤ αj < q)

により, Carlitz階乗を

Π(n) ∶=
d

∏
j=0
D

αj

j ∈ A+

と定義する. Π(n)を Γn+1とも書く. Γn+1をCarlitzガンマ値と呼ぶ.

定義 3.4. ([4])
(1) C∞の元 zに対し, Carlitz指数関数を

expC(z) = eC(z) ∶=∑
i≥0

zq
i

Di

∈ C∞

と定義する. eC(z)の収束性は定理 3.8で論じる.
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(2) ∣z∣∞ < q
q

q−1 となるC∞の元 zに対し, Carlitz対数関数を

logC(z) ∶=∑
i≥0
(−1)i z

qi

Li

∈ C∞

と定める.

定義より eC , logCは和を保つ. 特にFq線型であることが見てとれる.

補題 3.5. i ∈ Nに対しA上の多項式 ei(z)を
ei(z) ∶= ∏

a∈A
deg a<i

(z − a)

で定めると, ei(θi) =Diとなり, さらに

(3.1) ei(z) =
i

∑
j=0
(−1)i−j Di

DjLi−j
qj
zq

j

と書ける.

Proof. ei(θi) = Di は補題 3.2 (2)より従う. 他方の式は ei が ei(z) =
eqi−1(z) −D

q−1
i−1 ei−1(z)と帰納的に計算できることから従う.

□
命題 3.6. 以下が成り立つことが知られている.

(1) C∞の任意の元 xに対し, eC(θx) = xeC(x)+ eC(x)q, θ logC(x) =
logC(θx) + logC(xq)が成り立つ.

(2) eCと logCは形式的ベキ級数とみなすと互いに逆関数である.つ
まり

eC(logC(z)) = logC(eC(z)).

Proof. (1)は次のように示される,

eC(θx) − eC(x) =
∞
∑
i=0

θq
i − θ
Di

xq
i =

∞
∑
i=0

[i]
Di

xq
i =

∞
∑
i=0

xq
i

Di−1
q = (

∞
∑
i=0

xq
i

Di

)
q

となる.ただし三つ目の等号でDi = [i]Dq
i−1を用いた.これはDiの定義

から従う. よって eC(θx) = eC(x) + eC(x)qが成り立つ.
x ∈ C∞とすると

logC(eC(θx)) = log(θeC(x) + eC(x)q) = θ log(eC(z))
となる. eC , logC は和を保つので, logC ○eC はC∞の適当な領域上の

恒等写像である.
次の等式がなりたつ.

l

∑
n=0

(−1)l−n

DnL
qn

l−n
= {0 (l > 0),

1 (l = 0).
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eC ○ logC が形式的ベキ級数として恒等写像と等しいことは

ei(θi) =Di =
i

∑
j=1
(−1)i−j Di

DjLi−j
qj
(θi)qj

の係数を比較すればわかる. □
さらに,

∏
a∈A

deg a=i

a = ∏
a∈A+
deg a=i

⎛
⎝
aq−1∏

b∈F×q
b
⎞
⎠
=
⎛
⎝∏b∈F×q

b
⎞
⎠

qi

Dq−1
i = −Dq−1

i

であることに注意して, (3.1)の両辺を∏deg a<i aで割ると,

z ∏
a∈A−0
deg a<i

(1 + z
a
) =

i

∑
j=0
(−1)j Li

DjLi−j
qj
zq

j = 1

ξi

i

∑
j=0
(−1)j z

qj

Dj

βjξ
qj

i−j.

を得る. ただし最後の等号では

ξj ∶=
[1]

qj−1
q−1

Lj

, βj ∶= Ljξj = [1]
qj−1
q−1 ,

を導入した. この ξjについて次のことが成り立つ.

補題 3.7. (1) j ≥ 1に対し,

ξj =
j−1

∏
k=1
(1 − [k]

[k + 1]
) .

(2) ∣ξj+1 − ξj ∣∞ = q−q
i(q−1).

(3) 数列 {ξj}は

ξ∗ ∶=
∞
∏
k=1
(1 − [k]

[k + 1]
) ,

に収束し, ∣ξ∞ − ξj ∣∞ = q−q
i(q−1).

Proof.
j−1

∏
k=1
(1 − [k]

[k + 1]
) =

j−1

∏
k=1

[k + 1] − [k]
[k + 1]

=
j−1

∏
k=1

[1]qk

[k + 1]
=

j−1

∏
k=1

[1]qk

[k + 1]
= [1]

∑j−1
m=0 q

m

Lj

= ξj.

より (1)が従う. ∣[1]
qj−1
q−1 ∣∞ = ∣Lj ∣∞ = q−

qj−1
q−1 であり, さらに (1)から

ξj+1 − ξj = −
[j]
[j + 1]

ξj
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なので, ∣ξj+1−ξj ∣∞ = ∣ [j][j+1] ∣∞ = q−q
i(q−1). (3)はk∞の付値が非Archimedes

であることと, (2)から従う. □

これを使って計算すると, 任意の z ∈ C∞に対して,

(3.2) z ∏
a∈A−0
deg a<i

(1 + z
a
) = 1

ξi

i

∑
j=0
(−1)j z

qj

Dj

βjξ
qj

i−j

は j →∞で収束し, その収束値は

1

ξ∗

i

∑
j=0
(−1)j z

qj

Dj

βjξ
qj

∗

の収束値と等しいことがわかる.
したがって次の結論を得る.

定理 3.8. 以下が成り立つ.
(1) (−[1])の q − 1乗根を一つ固定して,

π̃ ∶= (−[1])
1

q−1
∞
∏
i=0
(1 − i

[i + 1]
)

とおくと, 次のような無限積表示ができる.

(3.3)
1

π̃
eC(zπ̃) = z ∏

a∈A−{0}
(1 − z

a
) .

(2) eC(z)は任意の z ∈ C∞で収束する.

Proof.

z ∏
a∈A−{0}

(1 − z
a
) = 1

ξ∗

∞
∑
j=0
(−1)j z

qj

Dj

βjξ
qj

∗ =
1

π̃

∞
∑
j=0

(zπ̃)qj

Dj

(−1)j

(−[1])
qj

q−1

[1]
qj

q−1 = 1

π̃
eC(zπ̃).

と計算できるので, (1)が示された.
(3.2)が任意の z ∈ C∞に対して収束するので, eC(z)も任意の z ∈ C∞

で収束する. □

定義 3.9. 定理 3.8の π̃をCarlitz周期と呼ぶ.

注意 3.10. (3.3)より eC(π̃A) = 0である.これは e2πiZ = 1に対応する現
象である.また π̃は 2πiの類似であるとされている.

3.2. Carlitz-Gossゼータ関数. Riemannゼータ関数の類似であるCarlitz-
Goss ゼータ関数について, 特にその特殊値について論じる.
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3.2.1. 領域 S∞とゼータ関数の定義. 標数 0において, Riemannゼータ
関数 ζ(s)はC上の有理型関数で領域 {s ∈ C ∣ Re(s) > 1}では

ζ(s) =∑
n≥1

1

ns

と無限級数により表される.
この関数の標数 pにおける類似を考えたい. ”正の整数”に対応するも

のは”モニック多項式”であった.したがって”ns”の定め方が問題となる.
s = x + iy ∈ Cとすると,

ns = e(x+yi) logn = ex logneiy logn

とかけた.ポイントは ∣ex logn∣ = ∣ns∣, ∣eiy logn∣ = 1が成り立つことである.
この”絶対値と単位元にわける”というアイデアをつかう.

定義 3.11.
S∞ ∶= C×∞ ×Zp

とする. C×∞の積, Zpの和から定まる群演算を加法的に表す. つまり,
(x0.y0) + (x1, y1) ∶= (x0x1, y0 + y1)

あとで見るようにこのS∞がCarlitz-Gossゼータ関数の定義域になる.

定義 3.12. S∞の元 s = (x, y)と正の元 α ∈ kに対し,

αs ∶= xdegαu(α)y

と定める.

命題 3.13. (1) kの正の元 α,βと s0, s1に対して,

(αβ)s0 = αs0βs0 , αs0+s1 = αs0αs1 .

(2) 整数 iに対して,
α(θ

i,i) = αi.

Proof. s0 = (x0, y0), s1 = (x1, y1) とする. 補題 2.13 を使って, α =
(1/θ)−∣α∣1u, β = (1/θ)−∣β∣1vと分解する. すると αβ = (1θ)−∣α∣−∣β∣(uv).
(1)については次のように示される.

(αβ)s0 = xdegα+degβ0 (uv)y0 = αs0βs0 ,

αs0+s1 = αs0αs1uy1vy2 = αs0αs1 .

また, (2)については補題 2.13の分解をつかって次のように示される.
αi = (1/θ)−∣α∣iui = θidegαui = α(θi,i).

□

注意 3.14. i↦ (θi, i)によって Z ⊂ S∞とみなす.
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定義 3.15. ([4], [13]) S∞の元 sに対し,

ζC(s) ∶= ∑
a∈A+

1

as
∈ C∞

と定めCarlitz-Gossゼータ関数と呼ぶ.特に注意 3.14の意味で s ∈ Z
のとき ζC(s)をCarlitzゼータ値と呼ぶ.

自然数nに対し ζ(n) > 0が成り立つことは自明であるが, 標数 pの場
合に同様の結果を示すのは以下のように議論を要する.

命題 3.16. ([23]) sが自然数ならば, ζC(s) ≠ 0.

Proof. S∞の元 sと非負整数 d, kに対し,

Sd(k) ∶= ∑
a∈A+,
deg a=d

1

ak
∈ C∞,

とすると,次の補題により ∣ζC(k)∣∞ = ∣∑∞d=0 Sd(k)∣∞ ≠ 0. よって ζC(k) ≠
0 □

Lucasの定理と呼ばれる次の補題が必要になる.

補題 3.17. ([18]) 二つの自然数

N =
d

∑
i=0
Nip

i, M =
d

∑
i=0
Mip

i,

(ただし d, Ni, Mi,は自然数で 0 ≤ Ni, Mi < p)に対し, つぎの合同式が
成り立つ.

( N
M
) ≡ ( N0

M0
)⋯( Nd

Md
) (mod p).

補題 3.18. ([23], [11]) 非負整数 d, kに対し, ∣Sd(k)∣∞ < ∣Sd−1(k)∣∞.
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Proof. q = pの場合のみ簡単に論じる. 詳しい議論と一般の場合につい
ては [23]および [11]を参照せよ.

Sd(k) =
1

θdk
∑

f1, ..., fd∈Fq

(1 + f1
θ
+⋯ + fd

θd
)
−k

= 1

θdk
∑

f1, ..., fd∈Fq

∞
∑
y=0
( −k

y
)(f1

θ
+⋯ + fd

θd
)
y

= 1

θdk

∞
∑
y=0
( −k

y
) ∑

f1, ..., fd∈Fq

(f1
θ
+⋯ + fd

θd
)
y

= 1

θdk

∞
∑
y=0
( −k

y
) ∑

m1+⋅⋅⋅+md=y
( y
m1, . . . ,md

) ∑
f1, ..., fd∈Fq

(f1
θ
)
m1

⋯(fd
θd
)
md

= 1

θdk

∞
∑
y=0
( −k

y
) ∑

m1+⋅⋅⋅+md=y
(q−1)∣mi

( y
m1, . . . ,md

)(f1
θ
)
m1

⋯(fd
θd
)
md

と計算できる. ただし最後の等式で有限体における等式

(3.4) ∑
b∈Fq

bs−i = {−1 (q − 1)∣(s − i),
0 その他の場合,

を用いた. また母関数表示

(1 + x)α =∑
k≥0
( α
k
)xk

により, 二項係数の定義を拡張している.
後述する Lucasの定理を使うと

( y
m1, . . . ,md

) ≠ 0, ∣( −k
y
)∣ = ∣( k + y − 1

y
)∣ ≠ 0

を満たす y, m1, . . . , mdでm1 + 2m2 + ⋯ + dmdが最大になるものがた
だ一つ存在することがわかる (md から順番に選べばよい). このとき
∣Sd(k)∣ = q−(m1+2m2+⋯+dmd+dk).
n1, n2, . . . , nd+1を

ni ∶= {
0 i = 1,
mi−1 i > 1.

とすれば ( y
n1, . . . , nd+1

) ≠ 0 なので ∣Sd(k)∣∞ < ∣Sd−1(k)∣∞. □

命題 3.19. 以下が成り立つ.
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(1) ζC(s)は次のような無限積表示をもつ.

ζC(s) = ∏
v∈A+
v∶既約

(1 − v−s)−1.

(2) ζC(s)p = ζC(ps)

Proof. (1)Aが一意分解整域であるから, Riemannゼータ関数の Euler
積表示と同様に示せる.

(2)A+の元 aと S∞の元 sをとる. 無限和 ζC(s)の各項 (1/as)に対し,

( 1
as
)
p

= 1

(as)p
= 1

aps

が成り立つ. C∞上の自己準同型 x ↦ xpが連続準同型という事実から
題意が成り立つ. □

3.2.2. Euler-Carlitzの公式. この節ではCarlitzゼータ値を具体的に書
き下す方法を紹介する..
まずは標数 0の場合を考察する.

定義 3.20. Bernoulli数Bn ∈ Q (n ≥ 0)を次の母関数で定義する.

∑
n≥0

Bn
zn

n!
= z

ez − 1
.

定理 3.21. 正の自然数mに対して,

ζ(2m) = (−1)
−m22m−1π2m

2m!
B2m.

次にこの定理と類似した結果が標数 pでも成り立つことをみる.

定義 3.22. Bernoulli-Carlitz数BCn ∈ A (n ≥ 0)を次で定義する.

∑
n≥0

BCn
zn

Π(n)
= z

eC(z)
.

定理 3.23. m ∈ Nに対して, (q − 1)∣mならば,

ζC(m) = −BCm
π̃m

(q − 1)Π(m)
.

Proof. zについての恒等式

(3.5) ∑
m≥0

BCm
zm

Π(m)
= 1 − ∑

m≥1
(q−1)∣m

1

π̃m
ζC(m)zm
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を示せば, 係数比較によって定理が得られる.

∑
m≥0

BCm
zm

Π(m)
= z

eC(z)
= 1 − ∑

m≥1
∑

λ∈π̃A−{0}
(z
λ
)
m

= 1 − ∑
m≥1
∑
a∈A
( 1

π̃mam
) zm

= 1 − ∑
m≥1
∑
b∈A+
∑
c∈Fq

( cm

π̃mbm
) zm = 1 − ∑

m≥1, (q−1)∣m
( −1
π̃m
) ∑
b∈A+
( 1

bm
) zm

= 1 + ∑
m≥1
(q−1)∣m

1

π̃m
ζC(m)zm = 1 − ∑

m≥1
(q−1)∣m

q − 1
π̃m

ζC(m)zm.

ただし途中で (3.4)を用いた. □

注意 3.24. 定理 3.23から (q − 1)の倍数が偶数の類似と考えられる.

3.2.3. Riemann予想の標数 p類似. Carlitzゼータ関数の零点について
考察し, Riemann予想の標数 p類似について述べる.

定理 3.25. ([13]) 非負整数 sに対し,
(1) ζC(−s) ∈ A. また ζC(0) = 1,
(2) ζC(−s) = 0となる必要十分条件は (q − 1)∣s.

Proof. (1) A+の元 aをとる. deg a = i > 1とする. このとき deg f = i− 1
となる f ∈ A+と b ∈ Fqを適当にとり, a = θf + bと書ける.
すると,

ζC(−s) = ∑
a∈A+

as = 1 + ∑
f∈A+,
b∈Fq

(θf + b)s = 1 + ∑
f∈A+,
b∈Fq

s

∑
i=1
( s
i
)(θf)ibs−i

= 1 +
s

∑
i=0

⎛
⎝∑b∈Fq

bs−i
⎞
⎠
( s
i
) θi ∑

f∈A+
f i = 1 +

s−1
∑
i=0

(q−1)∣(s−i)

( s
i
) θiζC(−i)

となる. ただし最後の等式で (3.4) を用いた. したがって, ζC(0) = 1が
得られ, さらに sに関する帰納法により ζC(−s) ∈ Aが導かれる.

(2) s = (q − 1)m, (m ∈ N)とする. ζC((q − 1)m) = 0をmに関する帰
納法で示す.

ζC(−s) = ζC(−(q − 1)m) = 1 −
s

∑
i=0

(q−1)∣(s−i)

( (q − 1)m
i

) θiζ(−i) = 1 − ζ(0) = 0

最後の等式で帰納法の仮定を用いた.
逆に sが (q − 1)の倍数でないとすると,

ζC(−s) = 1 −
s−1
∑
i=0
( s
i
) θiζC(−i) = 1 −

s−1
∑
i=0
( s
i
) θiζC(−i)
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(1)より∑s−1
i=0 (

s
i
) θiζC(−i)がイデアルθAに属するのでζC(−s) ≠ 0. □

次の定理はRiemann予想の標数 pにおける類似である.

定理 3.26. ([21]) Zpの元 yを固定する. このとき ζC((x, y))を x ∈ C∞
についての関数とみると, 全ての零点は位数が 1であり, k∞に属する.

4. Carlitz加群とCarlitzゼータ値
この節の二つの目標をもつ. 一つはCarlitz加群を定義することであ

る. もう一つはCarlitzゼータ値を (拡張された) Carlitz加群, Carlitz対
数関数を用いて表示することである (定理 4.15). その系として, Carlitz
ゼータ値の超越性が得られることを紹介する.

4.1. Carlitz 加群. この小節ではCarlitz加群を扱う. Carlitz加群は乗
法群Gmの標数 p類似であり, Drinfeld 加群や t 加群といった標数 pの
整数論で重要な概念の例となっている.

命題 4.1. a ∈ Aに対し, Ca,j ∈ A (j = 1,2, . . . ,deg a)が存在して, すべ
ての x ∈ C∞について

(4.1) eC(ax) = aeC(x) +
deg a

∑
j=1

Ca,jeC(x)q
j

という関係式が成り立つ.

Proof. eC の Fq線型性から a = θnの場合に帰着される.
n = 1の場合は命題 3.6の (1)である. n ≥ 2のときは

eC(θnx) = eC(θθn−1x) = θeC(θn−1x) + eC(θn−1x)q

なので (4.1)をみたすCa,jを帰納的に与えられる. □

定義 4.2. 命題 4.1のCa,jを使って, Endk(C∞)の元Caを

Ca ∶= aτ 0 +
deg a

∑
j=1

Ca,jτ
j

で定める.ただし τ は定義 2.25で定めた写像である.

命題 4.3. a, xをそれぞれA,C∞の元とすると, 次の式が成り立つ.

eC(ax) = Ca(eC(x)).
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Proof. 命題 4.1と定義 4.2より以下が得られる.

Ca(eC(x)) = aeC(x) +
deg a

∑
j=1

Caτ
jeC(x)

= aeC(x) +
deg a

∑
j=1

CaeC(x)q
j = eC(ax).

□

定理 4.4. 次の写像

C ∶ A → Endk(C∞)
a ↦ Ca

は Fq代数の単射準同型である.

Proof. 写像 a ↦ Caの Fq線型性は eC の Fq線型性より示される. 単射
性は明らか. a, b ∈ Aに対し, 命題 4.3を使うと次がわかる.

Cab(eC(x)) = eC(abx) = Ca(eC(bx)) = Ca(Cb(eC(x)))

よってCab = Ca ○Cb □

定義 4.5. この Fq代数の準同型

C ∶ A → Endk(C∞)
a ↦ Ca

のことをCarlitz加群と呼ぶことにする.

注意 4.6. このCによってC∞に通常のスカラー倍によるものとは異な
るA加群の構造が次のように定められる, a ∈ A, z ∈ C∞に対し, a ⋅ z ∶=
Ca(z).

4.2. Carlitzゼータ値の対数関数による表示. Carlitz加群およびCarlitz
対数関数の概念を拡張する. その応用としてCarlitzゼータ値の超越性
を述べる.
環Rに対し, Mn,m(R)でR係数の n×m行列の環を表すことにする.

さらにMn(R)でMn,n(R)を表すことにする.

定義 4.7. 自然数 n ≥ 1に対し, A線型写像C⊗nを

C⊗n ∶ A→Mn(C∞⟨τ⟩)
θ ↦ C⊗nθ ∶= θIn +N +Eτ
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で定める. 各記号は以下のように定める.

N ∶=

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

0 1 0 0 . . . 0
0 0 1 0 . . . 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮
⋮ ⋮ ⋱ ⋱ ⋮
0 0 0 . . . 0 1
0 0 0 . . . 0 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

E ∶=
⎛
⎜⎜⎜
⎝

0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
1 0 . . . 0

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

定義 4.8. n ≥ 1に対し, logC⊗n ∶= ∑∞i=0Piτi ∈Mn(C∞⟨⟨τ⟩⟩)とする. ただ
し行列 Piは次のように定める.

P0 ∶= In, Pi+1 ∶= −
2n−2
∑
j=0

ad(N)j(PiE)
[j]j+1

.

ただし adはLieブラケット [X, Y ] ∶=XY −Y Xを用いて次の式で帰納
的に定義される.

ad(X)0(Y ) ∶= Y, ad(X)j+1(Y ) ∶= [X, ad(X)j(Y )].
命題 4.9. 行列Piの (n,n)成分は (−1)iLi

−n. 特に n = 1の時, logC⊗nは
定義 3.4で定義したCarlitz対数関数と一致する.

Proof. 帰納法で示す.

Nn−1Pi+1E = −Nn−1
2n−2
∑
j=0

ad(N)j(PiE)
[j]j+1

E

= − 1

[i]n
Nn−1PiE.

である. 行列Nn−1, Eをそれぞれ左, 右からかける操作は第 (n,n)成分
を変えないので命題が示された. □
注意 4.10. logC⊗n(0,⋯, 0, z)Trの第 n成分は

∞
∑
m=0
(−1)m z

m

Ln
m

となる. これはCarlitzポリログと呼ばれる.

定義 4.11. ([2]) t, x, θを独立な変数とする. Anderson-Thakur多項
式Hn(t) ∈ A[t]を次の xに関する母関数で定義する,

∞
∑
n=0

Hn(t)
Γn+1∣θ=t

xn ∶= (1 −
∞
∑
i=0

∏i
j=1(tq

j − θqj)
Di∣θ=t

xq
j)
−1

.
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この多項式を uni
∈ Aを使ってHn(t) = ∑mn

i=0 uni
tiと表すことにする.

例 4.12. Huei-Jeng Chen ([9], 定理 3.3)により, 特別な n ∈ Zについて
はHn(t)は以下のように明示的に表されることが知られている.

H0(t) = 1, Hq2−q−1(t) = Γq2−q ∣θ=t, Hq3−1(t) = Γq3 ∣θ=t,

Hq2−q(t) = Γq2−q+1∣θ=t
(t − θq)q−1

Lq−1
1 ∣θ=t

.

この多項式Hn(t)は次の補題が成り立つことから重要な多項式とさ
れている.

補題 4.13. ([2])

Ω ∶= (−θ)
−q
q−1

∞
∏
i=1
(1 − t

θqi
) ∈ C∞[[t]]

と定めると, s ≥ 1に対し次が成り立つ.

(Hs−1Ω
s)(d)∣

t=θ =
ΓsSd(s)
π̄s

.

注意 4.14. 定義よりΩ(θ) = 1/π̃が成り立つ.

定理 4.15. ([2]) Zn ∶= ∑mn
j=0C

⊗n
uni
(0,⋯, 0, θi)Trとすると, Carlitzゼータ

値が次のように書ける.
logC⊗n(Zn) = (∗, . . . ,∗,ΓnζC(n)).

この定義と次の結果を組み合わせるとCarlitzゼータ値の超越性がわ
かる.

定理 4.16. ([28]) v = (l1, l2,⋯, ln)を k̄n∞の元とし,さらにv ≠ (0, 0, . . . , 0)
であると仮定する. このとき vが像 logC⊗n(k̄n∞)に属しているならば,
ln ∉ k̄, つまり lnは k上超越的である.

5. 多重ゼータ値の標数 p類似
この節では, 前節で扱った内容の多重化を考える. 初めに多重ゼー

タ値を紹介し, その後多重ゼータ値の標数 p類似 (Carlitz-Thakur多重
ゼータ値とも呼ばれる)の性質を調べる. 最後に標数 p多重ゼータ値の
超越性に関する結果を述べる.

5.1. 多重ゼータ値. まずは標数 0の場合を考える. 多重ゼータ値を導入
し, その超越性に関する予想を述べる.

定義 5.1. 自然数の組 s = (s1, s2,⋯, sr) ∈ Nrをとる. ただし s1 > 1とす
る. 多重ゼータ値とは以下の級数で定義される実数である.

ζ(s) ∶= ∑
n1>n2>⋯nr>0

1

ns1
1 n

s2
2 ⋯n

sr
r
∈ R.



22 原田遼太郎

また, 各 s = (s1, s2,⋯, sr)に対し,

wt(s) ∶= s1 + s2 +⋯ + sr dep(s) ∶= r,
としそれぞれ sの重さ, 深さと呼ぶ. w ≥ 2に対し, Rの部分Q線形空
間Zwを次で定める.

Zw ∶= ⟨ζ(s) ∣ s = (s1, . . . , sr) ∈ Nr, s1 > 1, r ≥ 1,wt(s) = w⟩Q.
Z0 ∶= Q, Z1 ∶= {0}とする.

注意 5.2. (1) 条件 s1 > 1は多重ゼータ値を定義する無限和が収束
するための必要十分条件である.

(2) 自然数の組 s = (s1, s2,⋯, sr) ∈ Nr, s′ = (s′1, s′2,⋯, s′r′) ∈ Nr′ に対
し, ζ(s)ζ(s′) ∈ Zwt(s)+wt(s′) 例えば, 2以上の自然数m,nに対し,
ζ(n)ζ(m) = ζ(n,m) + ζ(m,n) + ζ(m + n). これらの式を調和積
関係式, あるいは sum-shuffle 関係式等と呼ぶ.

予想 5.3. 多重ゼータ値と 1がが生成するRの部分Q代数を Zと書く
ことにすると, 次が成り立つ.

Z =
∞
⊕
w=0

Zw.

5.2. 多重ゼータ値の標数 p類似. 前節で紹介した多重ゼータ値の標数
p類似をあらためて導入し, 予想 5.3の類似が成り立つことを証明する.
そのためにプレ tモチーフの概念も定義する.

定義 5.4. ([22]) s = (s1, s2,⋯, sr) ∈ Nrに対し,

ζC(s) ∶= ∑
ai∈A+,

deg a1>deg a2>⋯>deg ar≥0

1

a1s1a2s2⋯arsr
∈ C∞

と定義する. このようなC∞の元を標数 pの多重ゼータ値とよぶ. また
便宜上, 標数 pの多重ゼータ値 ζC(s)の重さといえば定義 5.1の意味で
sの重さを指すことにする.

注意 5.5. s1 > 1としなくてよい. なぜなら命題 2.14により s1 = 1の場
合も ζC(s)を定義する級数が収束するからである.

命題 5.6. 自然数の組 s = (s1, s2, . . . , sr) ∈ Nrに対し,

ζC(s) =
π̄wt(s)

Γs1⋯Γsr

∑
d1>⋯>dr≥0

(Hs1−1Ω
s1)(d1)∣t=θ⋯(Hsr−1Ω

sr)(dr)∣t=θ.

Proof.
ζC(s) = ∑

d1>⋯>dr≥0
Sd1(s1)⋯Sdr(sr)

であることに注意すると補題 4.13より従う. □
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命題 3.16と同様にして次のことが示される.

命題 5.7. ([23]) 任意の自然数の組 s ∈ Nrに対し, ζC(s) ≠ 0.

次に, 注意 5.2 (2)の類似である定理 5.9を (特別な場合について)示
す. まずは次の補題を示す.

補題 5.8. ([24]) d ∈ Z0, a, b ∈ Z>0 に対し, l ∈ Z>0, fi ∈ Fp, ai ∈ Z>0 (1 ≤
i ≤ l)が存在して,

(5.1) Sd(a)Sd(b) = Sd(a + b) +
l

∑
i=1
fiSd(a1, a + b − ai)

となる. (fiは a, bにのみ依存し dには依存しない)

Proof. d = 0の場合は明らか. d = 1の場合については [24]を参照せよ.
d ≥ 2とする. n, ∈ A+を次数 dの元とし, m ∈ A+を次元が dより小さ

い元とするとき,

Sn,m ∶= {(n + νm, n + µm) ∣ ν, µ ∈ Fq, ν ≠ µ} ∈ A ×A
S′n,m ∶= {(n + νm, m) ∣ ν ∈ Fq} ∈ A ×A

とおく. すると, n1, n2, . . . , nk, m1, m2, . . . ,mk,を選んで,

Snj ,mj
∩ Snj′ ,mj′ = ∅, S′nj ,mj

∩ S′nj′ ,mj′
= ∅,

k

⋃
j=1
Snj ,mj

= {f ∈ A+ ∣ deg f = d} × {f ∈ A+ ∣ deg f = d},

k

⋃
j=1
S′nj ,mj

= {f ∈ A+ ∣ deg f = d} × {f ∈ A+ ∣ deg f < d}.

とできる. d = 1の場合より各 1 ≤ j ≤ kに対して,

∑
(x1, x2)∈Snj,mj

1

x1ax2b
= ∑

ν≠µ∈Fq

1

(nj + νmj)a(nj + µmj)b

= 1

mj
a+b ∑

ν≠µ∈Fq

1

(θ + ν)a(θ + µ)b

= 1

mj
a+b

l

∑
i=1
fi ∑

ν∈Fq

1

(θ + ν)ai

=
l

∑
i=1

∑
(y1, y2)∈S′nj,mj

1

y1aiy2a+b−ai

が成り立つ. この等式を jについて足し上げればよい. □
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定理 5.9. ([24]) 自然数の組 s = (s1, . . . , sr) ∈ Nr, s′ = (s′1,⋯, s′r′) ∈ Nr′

に対し, Fpの元 fiと (ci1 ,⋯, cidi) ∈ N
diが存在して

ζC(s)ζC(s′) =∑ fiζC(ci1 ,⋯, cidi)

と書ける. ここで, wt(ci1 ,⋯, cidi) = wt(s) +wt(s
′)となる.

Proof. r = r′ = 1の場合のみ示す. (5.1)を dについて足し上げればよい.
確かに,

∞
∑
d=0
(

l

∑
i=1
fiSd(ai, a + b − ai)) =

l

∑
i=1
fi
∞
∑
d=0
Sd(ai, a + b − ai)

=
l

∑
i=1
fiζC(ai, a + b − ai),

∞
∑
d=0
Sd(a + b) = ζC(a + b),

となり, また,
∞
∑
d=0
Sd(a)Sd(b) = ζC(a)ζC(b) − ζC(a, b) − ζC(b, a)

となるので,

ζC(a)ζC(b) = ζC(a, b) + ζC(b, a) + ζC(a + b) +
l

∑
i=1
fiζC(ai, a + b − ai).

□

系 5.10. 標数pの多重ゼータ値で張られるFp線形空間はFp代数になる.

定義 5.11. k̄(t)上 τで生成され関係式 τf = f (1)τをもつ非可換Laurent
多項式環を k̄(t)⟨τ, τ−1⟩ と書く.

定義 5.12. ([19])プレ tモチーフとは左 k̄(t)⟨τ, τ−1⟩自由加群Mで k̄(t)
上有限生成であるものとする.

定義 5.13. 次を定める.

T ∶= {f(t) ∈ C∞[[t]] ∣ f(t)は ∣t∣∞ < 1で収束する }.
L ∶ Tの商体.

E ∶= {f(t) =∑
i≥0
ait

i ∈ C∞[[t]] ∣ C∞で収束し, [k∞(a1, a2, . . .) ∶ k∞] <∞} ,

注意 5.14. Ω ∈ Eである.
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定義 5.15. M をプレ tモチーフとし, dimk̄(t)M = r + 1とする. M の
k̄(t)上の基底mを一つ固定し, Φを τ のM への作用に関する表現行列
とする. つまり, τm = Φm.

GLr+1(L)の元Ψ = (ψij)でΨ(−1) = ΦΨであり ψij ∣t=θが収束するなら
ば, Ψ∣t=θ ∈Mn(C∞)を周期行列とよびΨ∣t=θの各成分を周期と呼ぶ.

定理 5.16. ([3]) 任意の組 s = (s1, s2,⋯, sr) ∈ Nrに対し, ζC(s)はプレ t
モチーフの周期である. またΦ = (Φij)は次のように取れる.

Φij =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(t − θ)si+si+1+⋯+sr (i = j ≤ r),
1 (i = j = r + 1),
H
(−1)
si−1 (t − θ)si+si+1+⋯+sr (i = j + 1),

0 (その他の場合 ).

Proof. Ψ = (ψij), ψij ∈ Eを次のような下三角行列とすればよい.

ψij ∶= {
Ωsi+si+1+⋯+srL(sj, sj+1, . . . , si−1) (i ≥ j),
0 (i < j).

ただし, i ≥ jのとき,

L(sj, sj+1, . . . , si−1) ∶= ∑
dj>dj+1>⋯>di−1>0

(Hsj−1Ω
sj)(dj)⋯(Hsi−1−1Ω

si−1)(di−1),

L(∅) ∶= 1.

このときΨ−1 = ΦΨが両辺の各成分を比較することにより示される.
ここではのちに必要になるψ1

(−1) = Φψ1(ただしψ1はΨの一列目)のみ
確かめておこう.

Ω(−1) =(t − θ)Ω,
L(s1, . . . , sj−1)(−1) =L(s1, . . . , sj−1)

+ (Ωsj−1Hsj−1−1)(−1)L(s1, . . . , sj−2) (j ≥ 2).

であるから, ベクトル ψ1
(−1)の第 i成分 (1 ≤ i ≤ r + 1)は,

{Ωsi−1+si+1+⋯+srL(s1, . . . , si−1)}(−1)

=(t − θ)si+si+1+⋯+srΩsi+si+1+⋯+sr

× {L(s1, . . . , si−1) + (Ωsi−1Hsi−1−1)(−1)L(s1, . . . , si−2)}
=(t − θ)si+si+1+⋯+srΩsi+si+1+⋯+sr

× {L(s1, . . . , si−1) + (t − θ)si−1Ωsi−1H
(−1)
si−1−1L(s1, . . . , si−2)}

=(t − θ)si−1+si+⋯+srH(−1)si−1−1L(s1, . . . , si−2)Ω
si−1+si+⋯+sr

+ (t − θ)si+si+1+⋯+srL(s1, . . . , si−1)Ωsi+si+1+⋯+sr



26 原田遼太郎

と計算でき, Φψ1の第 i成分と等しいことがわかる.
また命題 5.6より標数 pの多重ゼータ値が周期であることがわかる.

□
この表示と次の判定法を用いて, 直和予想を解決する.

定理 5.17. ([1]) Φ ∈Md(k̄[t])で, ある k̄×の元 cと非負整数 sで detΦ =
c(t − θ)sとなるものを固定する.
さらにψ(−1) = Φψとなるベクトルψ ∈Md,1(E)が存在すると仮定する.
このとき, ρψ(θ) = 0となるM1,d(k̄)の元 ρに対し, P (θ) = ρ, Pψ = 0

を満たすM1,d(k̄[t])の元 P が存在して, P ∣t=θ = ρとなる.

この判定法は例えば次のように用いる.

系 5.18. π̃ ∉ k̄. つまり π̃は k上超越的である2.

Proof. 背理法を用いる. π̃−1 = Ω(θ) ∈ k̄と仮定すると ρ0 +Ω(θ) = 0とな
る ρ0 ∈ k̄×が存在する事が従う.

Φ = (t − θ), ψ = Ωとおく. Ω ∈M1(E)であり, さらに ψ(−1) = Φψが次
のように示せる.

(Φψ)(1) = [(t − θ)(−θ)−
q

q−1
∞
∏
i=1
(1 − t

θqi
)]
(1)

=(t − θq)(−θq)
−q
q−1

∞
∏
i=2
(1 − t

θqi
)

=(t − θq)(−θq)
−q
q−1

θq

θq − t

∞
∏
i=1
(1 − t

θqi
) = ψ.

定理 5.17により, P0 +P1Ω = 0であり, さらにP0∣t=θ = ρ0, P1∣t=θ = 1とな
る k̄[t]の元 P0, P1が取れる.
Ω(θqi) = 0であるが, P0(θq

i) = ρ(i)0 ≠ 0. これは矛盾である. □

定義 5.19. 標数 pの多重ゼータ値の積 ζC(s1)⋯ζC(sr)に対し (rは自然
数), total weight をwt(s1) +⋯ +wt(sr)で定める.

定義 5.20. ([7]) 1以上の自然数wに対し, Zwを標数 pの多重ゼータ値
の積で total weightが wであるものにより張られる C∞の k線型部分
空間とする. 一方でZ0 ∶= kとする.

定理 5.21. ([7]) 互いに相異なる自然数w1, w2, . . . ,wlをとる. 各 i (1 ≤
i ≤ l)に対し Viを k線形独立な Zwi

の部分集合とすると, {1} ∪⋃l
i=1 Vi

は k̄上線型独立である.

次の系は予想 5.3の類似である.

2円周率 πが Q上超越的である結果 (Lindemann, 1882) の標数 p類似である.
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系 5.22. ([7]) 定理 5.9より標数 p多重ゼータ値と 1で生成される k̄線
型空間は C∞の部分 k̄代数をなすことが分かる. この k̄代数を Z とす
ると, 以下のように

Z =
∞
⊕
w=0

Zw

とZwの直和で表される.

定理 5.21の証明において, 標数 pの多重ゼータ値やその積が次で定
義されるMZ propertyを持つことが重要になる.

定義 5.23. ([7]) Y を k̄∞の可逆元とする. このとき, Y が重さをw ∈ Nと
して MZ property を持つとは,以下の条件を満たすΦ ∈Md(k̄∞[t]), ψ ∈
Md,1(E)が存在することであると定義する. (dは自然数)

(1) Φ, ψは定理 5.17の仮定をみたす.
(2) Φは次のような形である.

Φ =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

∗ . . . ∗ 0
⋮ ⋱ ⋮ ⋮
∗ . . . ∗ 0
∗ . . . ∗ 1

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

(3) kの可逆元 cにより

ψ(θ) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1/π̃w

∗
⋮
∗

cY /π̃w

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

,

と書け, また自然数N に対し,

ψ(θqN ) =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

0
⋮
0

(cY /π̃w)qN

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

となる.

命題 5.24. 標数 p多重ゼータ値 ζC(s)は重さをwt(s)としてMZ prop-
ertyを持つ.

Proof. Φを定理 5.16のように取り ψを定理 5.16の行列Ψの第一列目
とすればよい.

Ωの定義からΩ∣
t=θqN = 0なので, ψ∣

t=θqN は一番下の成分を除いて 0で
ある. また, 1以上の自然数 dにたいして

Ω(d) = Ω

(t − θq)⋯(t − θqd)
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であることから,

∑
d1>d2>⋯>dr>0

dr>N

(Hsj+1−1Ω
sj)(di+1)⋯(Hsi−1−1Ω

si−1)(di−1)∣
t=θqN = 0.

となる. したがって
L(s1, . . . , sr)∣t=θqN
= ∑

d1>⋯>dr>0
(Hs1−1Ω

s1)(d1)⋯(Hsi−1−1Ω
sr)(dr)∣

t=θqN

= ∑
d1>⋯>dr≥N

(Hs1−1Ω
s1)(d1)⋯(Hsi−1−1Ω

sr)(dr)∣
t=θqN

= ∑
d1>⋯>dr>0

(Hs1−1Ω
s1)(d1+N)⋯(Hsr−1Ω

sr)(dr+N)∣
t=θqN

={ ∑
d1>d2>⋯>dr>0

(Hs1−1Ω
s1)(d1)⋯(Hsr−1Ω

sr)(dr)∣t=θ}
qN

.

となり, 定義 5.23, (3)の後半が示される. ここで最後の等号について
は, 実際に各項 (Hs1−1Ω

s1)(d1+N)⋯(Hsr−1Ω
sr)(dr+N)∣

t=θqN を

(Hs1−1Ω
s1)(d1+N)⋯(Hsr−1Ω

sr)(dr+N)∣
t=θqN =

∞
∑
n=0

ant
n ∈ C∞[[t]]

と表した際に

(
∞
∑
n=0

ant
n)(N)∣

t=θqN =
∞
∑
n=0

an
qN θnq

N ={(
∞
∑
n=0

ant
n)∣t=θ}

qN

が成り立つことを用いて示される.
他の条件は定理 5.16と注意 4.14から従う. □
また次の命題から標数 p多重ゼータ値の積もMZ propertyを持つ事

が従う.

命題 5.25. Y1, Y2, . . . , Ynを k̄×∞の元でそれぞれ重さを w1, w2, . . . , wn

としてMZ property を満たすものとする. このとき, 積 Y1Y2⋯Ynは重
さをw1 +w2 +⋯ +wnとして MZ property を持つ.

Proof. n = 2としてよい. Φ = (ϕi,j)i, j ∈Md(k̄∞[t]), ψ ∈Md,1(E) および
Φ′ ∈ Md′(k̄∞[t]), ψ′ ∈ Md′,1(E)をそれぞれ Y1, Y2に対して定義 5.23の
条件を満たすようにとる.
積 Y1Y2に対してはKronecker積 ([20])を用いて

Φ̄ ∶= Φ⊗Φ′ ∶= (ϕi,jΦ
′) ∈Mdd′(k̄∞[t]),

ψ̄ ∶= ψ ⊗ ψ′ ∶= (ψ1(ψ′)Tr, . . . , , ψd(ψ′)Tr)Tr ∈Mdd′,1(E),

ととれば定義 5.23の条件が満たされる. □
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定理 5.21は次の定理に帰着される.

定理 5.26. ([7]) 異なる自然数 w1, w2, . . . ,wlをとる. 各 i (1 ≤ i ≤ l)に
対し, Viを重さをwiとして MZ propertyを満たす数の集合で k線形独
立なものとすると, {1} ∪⋃l

i=1 Viは k̄上線型独立である.

ここで証明のためにベクトルと行列の直和の表記を定めておく.
v = (v1, . . . , vd)Tr ∈Md,1と v′ = (v′1, . . . , v′d′)Tr ∈Md′,1に対し,

v ⊕ v′ ∶= (v1, . . . , vd, v′1, . . . , v′d′)Tr ∈Md,1 ⊕Md′,1 ≃Md+d′,1

とし, A ∈MdとB ∈Md′に対しては,

A⊕B ∶= ( A 0
0 B

) .

とする. 　
Proof. 背理法を用いる. {1}∪⋃l

i=1 Viが k̄上線型従属であると仮定する.
まずはこの仮定から V1が k̄線型従属であるという結論を導く.
w1 > w2 > ⋯ > wl, ⟨V1⟩k̄ ∩ ⟨{1} ∪⋃l

i=2 Vi⟩k̄ ≠ (0)としても一般性は失
われない.
i = 1, 2, . . . , lに対してVi = {Yi1, . . . , Yimi

}とする. 各YijはMZ prop-
ertyを持つので,定義5.23の条件を満たすdij ∈ N, Φij ∈Mdij(k̄∞[t]), ψij ∈
Mdij ,1(E)をとることができる. これらを用いて Φ̃, ψ̃を

Φ̃ ∶=
l

⊕
i=1
(

mi

⊕
j=1
(t − θ)w1−wjΦij) ∈MD(k̄∞[t]),

ψ̃ ∶=
l

⊕
i=1
(

mi

⊕
j=1

Ωw1−wjψij) ∈MD,1(E),

(D ∶=∑
i, j

dij)

と定める. すると

Φ̃ψ̃ =
l

⊕
i=1
(

mi

⊕
j=1
(t − θ)w1−wjΦijψij)

=
l

⊕
i=1
(

mi

⊕
j=1
(t − θ)w1−wjψ

(−1)
ij ) = ψ̃(−1)

が従う. ψ̃の取り方から kの可逆元 cijによって

ψ̃(θ) =
l

⊕
i=1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

mi

⊕
j=1

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1/π̃w1

∗
⋮
∗

cijYij/π̃w1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠
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となり, またN ∈ Nをとると

(5.2) ψ̃(θqN ) =
m1

⊕
j=1

⎛
⎜⎜⎜
⎝

0
⋮
0

(cY1j/π̃w1)qN

⎞
⎟⎟⎟
⎠

l

⊕
i=2

⎛
⎜
⎝

mi

⊕
j=1

⎛
⎜
⎝

0
⋮
0

⎞
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠

⟨V1⟩k̄ ∩ ⟨{1} ∪⋃l
i=2 Vi⟩k̄ ≠ (0)と仮定していたのでベクトル

ρ = (v11, v12, . . . , v1m1 , v21, . . . , vlml
), (vij ∈M1,dij(k̄))

で次の条件を満たすものが存在する.
● ρψ̄(θ) = 0,
● ある 1 ≤ s ≤m1で v1sの第 d1s成分が 0でない,
● vijは dij成分以外 0である.

定理 5.17により ψ̃(θ)の成分が満たす k̄線型関係式 ρψ̄(θ) = 0は ψ̃の
成分がみたす k̄(t)線型関係式に持ち上がる. つまり

F ∶= (f11, . . . , f1m1 , f21, . . . , fl1, . . . , flml
), (fij ∈M1,dij(k̄(t)))

で Fψ̃ = 0, F (θ) = ρを満たすものが存在する.
v1sの第d1s成分が0でないので f1sの第d1s成分f1sも0でない. よって

十分に大きなNで f1s(θq
N ) ≠ 0. Fψ̃ = 0を t = θqNで考えると, (5.2)より

Y qN

11 , Y
qN

12 , . . . , Y
qN

1m1
が満たす非自明な k̄線型関係式が得られる. k̄∞ →

k̄∞, x ↦ xq
N が単射なので, qN 乗根をとることで Y11, Y12, . . . , Y1m1 が

非自明な k̄線型関係式を満たすことが導かれた. よって V1は k̄線形従
属な集合である.
後はこの k̄線型関係式を使って Y11, Y12, . . . , Y1m1が非自明な k線型

関係式を満たすという結論を導けば証明が完成するが, ここではその議
論の概略を述べるにとどめる3.
{Y12, Y13, . . . Y1m1}が k̄線形独立で Y11 ∈ ⟨Y12, Y13, . . . Y1m1⟩k̄である

と仮定してよい. ここで

Φ ∶=
m1

⊕
j=1

Φ1j, ψ ∶=
m1

⊕
j=1
ψ1j

とおいて, 定理 5.17を用いると,

G ∶= (g1, . . . , gm1
), g1j ∶= (gj1, . . . , gjdj) ∈M1,dj(k̄(t))

が存在してGψ = 0, g1d1 ∣t=θ = 1, gjh∣t=θ = 0 (1 ≤ j ≤ m1, 1 ≤ h < dj) とな
ることがわかる. Gを (1/g1d1)Gで取り換えることにより g1d1 = 1とし
てもよい.
Gψ = 0から直ちに ψの成分の線型関係式
3詳しくは [7]を参照せよ
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(5.3) (G −G(−1)Φ)ψ = 0

が得られる.
(G − G(−1)Φ) ≠ 0, つまり, (5.3)が非自明な線型関係式であると仮

定すると, 十分を大きい自然数 N をとり t = θqN を代入することで,
Y qN

12 , Y
qN

13 , . . . , Y
qN

1m1
がみたす非自明な k̄線型関係式が得られる. これは

Y12, Y13, . . . , Y1m1 が k̄線型独立であるという仮定に反する. したがっ
てG −G(−1)Φ = 0.
成分を比較して

(5.4) gjdj = gjdj (−1), (j = 2, 3, . . . ,m1),

つまり j = 2, 3, . . . ,m1に対して gjdj ∈ Fq(t)であることがわかる. し
たがって gjdj(θ) ∈ Fq(θ) = k となり, Gψ = 0 に t = θ を代入して
{Y11, Y12, . . . Y1m1} の非自明な k 線型関係式が得られる. よって V1
は k線形従属な集合である. これは V1についての仮定に反するので,
{1} ∪⋃l

i=1 Viは k̄上線型独立であることが従う. □

5.3. 交代多重ゼータ値とその標数 p類似. 最後に [15]で導入された標
数 p交代多重ゼータ値 (定義 5.28)を紹介する. まずは標数 0の場合を
考える.

定義 5.27. 自然数の組 s = (s1, s2, . . . , sr) ∈ Nrと組 ϵ = (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵr) ∈
{−1, 1}rを取る. (s1, ϵ1) ≠ (1, 1)のとき,

ζ(s ; ϵ) ∶= ∑
n1>n2>⋯>nr>0

ϵ1n1ϵ2n2⋯ϵrnr

ns1
1 n

s2
2 ⋯n

sr
r
∈ R

と定める. これらの実数を交代多重ゼータ値4と呼ぶ.

ζ(s; 1, . . . , 1) = ζ(s)なので, 交代多重ゼータ値は多重ゼータ値の一
般化である. これの標数 p類似を以下のように定義する.

定義 5.28. ([15])自然数の組s = (s1, s2, . . . , sr) ∈ Nrと組ϵ = (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵr) ∈
(A×)rに対し,

ζC(s ; ϵ) ∶= ∑
ai∈A+,

deg a1>deg a2>⋯>deg ar≥0

ϵ1deg a1ϵ2deg a2⋯ϵrdeg ar
ns1
1 n

s2
2 ⋯n

sr
r

∈ C∞

と定める. これを標数 p交代多重ゼータ値と呼ぶ.

4Euler和とも呼ばれる.
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{−1, 1} = Z×であることに注意すれば標数 p交代多重ゼータ値が交代
多重ゼータ値の類似であることに納得できるだろう. 通常の標数 p多
重ゼータ値の場合 (命題 5.7, 定理 5.9, 系 5.22)と同様に次のような定理
が成り立つ.

定理 5.29. ([15]) 任意の自然数の組 s = (s1, s2,⋯, sr) ∈ Nr と組 ϵ =
(ϵ1, ϵ2, . . . , ϵr) ∈ (A×)rに対し, ζ(s ; ϵ) ≠ 0

Proof. ϵ ∈ A×と d, k ∈ Nに対し, Sd(k ; ϵ) ∶= ∑deg a=d ϵ
d/as = ϵdSd(k)と置

くと,

(5.5) ζC(s ;ϵ) = ∑
d1>d2>⋯>dr≥0

Sd1(s1 ; ϵ1)⋯Sdr(sr ; ϵr)

と書ける. ∣Sd(k ; ϵ)∣∞ = ∣Sd(k)∣∞ < ∣Sd−1(k)∣∞ = ∣Sd−1(k ; ϵ′)∣∞であるか
ら, 通常の標数 p多重ゼータ値の場合と同様に示せる. □

標数 p交代多重ゼータ値の積 ζC(s1 ; ϵ1)⋯ζC(sr ; ϵr)に対し (rは自然
数), total weight をwt(s1) +⋯ +wt(sr)で定める.

1以上の自然数wに対し, AZwを標数 p交代多重ゼータ値の積で total
weightが wであるものにより張られる C∞ の k̄線型部分空間とする.
AZ0 ∶= k̄とする. さらに, AZを標数 p交代多重ゼータ値と 1で生成さ
れるC∞の k̄線形部分空間とする.

定理 5.30. ([15])次が成り立つ.
(1) AZw ⋅AZw′ ⊂ AZw+w′ . 特にAZはC∞の部分 k̄代数である.
(2) AZ =⊕∞w=0AZw.

(2)を示すために, 標数 p交代多重ゼータ値がプレ tモチーフの周期
であり, MZ propertyを適切に修正した条件 (定義 5.32)を満たすこと
を確認する.

定理 5.31. ([15])任意の組s = (s1, s2,⋯, sr) ∈ Nrと組ϵ = (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵr) ∈
(A×)rに対し, ζC(s ;ϵ)はプレ tモチーフの周期である.

Proof. Φal = (Φal
ij)は次のように取り, Ψal = (ψal

ij ), ψal
ij ∈ Eを次のような

下三角行列とすればよい.

Φal
ij ∶=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(t − θ)si+si+1+⋯+sr (i = j ≤ r),
1 (i = j = r + 1),
γi(−1)H

(−1)
si−1 (t − θ)si+si+1+⋯+sr (i = j + 1),

0 (otherwise).

ψal
ij ∶= {

γj⋯γi−1Ωsi+si+1+⋯+srLal(sj, . . . , si−1 ; ϵj, . . . , ϵi−1) (i ≥ j),
0 (i < j).
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ただし γiは ϵiの (q − 1)乗根で, i ≥ jのとき,

Lal(sj, , . . . , si−1 ; ϵj, . . . , ϵi−1)
∶= ∑

dj>dj+1>⋯di−1>0
ϵj

dj(Hsj−1Ω
sj)(dj)⋯ϵi−1di−1(Hsi−1−1Ω

si−1)(di−1),

Lal(∅) ∶=1.

このとき, γi(−1) = ϵ−1i γi (1 ≤ i ≤ r)に注意すると, 定理 5.16と同様に
Ψal(−1) = ΦalΨalが成り立つ事が示せる. (5.5)より ζC(s, ϵ)は周期であ
る. □
次のような MZ property の変種を定義する.

定義 5.32. ([15]) Y を k̄∞ の可逆元とする. このとき, Y が重さを
w ∈ Nとして AMZ property を持つとは, 以下の条件を満たす Φ ∈
Md(k̄∞[t]), ψ ∈ Md,1(E)が存在することであると定義する. (dは自
然数)

(1) Φ, ψは定理 5.17の仮定をみたす.
(2) Φは次のような形である.

Φ =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

∗ . . . ∗ 0
⋮ ⋱ ⋮ ⋮
∗ . . . ∗ 0
∗ . . . ∗ 1

⎞
⎟⎟⎟
⎠
.

(3) Fqの加逆元 aと kの可逆元 bにより

ψ(θ) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜
⎝

1/π̃w

∗
⋮
∗

abY /π̃w

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟
⎠

と書ける.
(4) さらに, 正の整数N に対し, Fqの加逆元 cが存在して

ψ(θqN ) =
⎛
⎜⎜⎜
⎝

0
⋮
0

acN(bY /π̃w)qN

⎞
⎟⎟⎟
⎠

となる.

定理 5.33. 標数 pの交代多重ゼータ値はAMZ property を持つ.

定義 5.23のΦ, ψとしてΦal, ψal
1 (ただし ψal

1 はΨalの一列目)をとり,
定理 5.24と同様に計算すればよい. 詳しくは [15]を参照せよ.
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