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1 概要

　表題にある「組合せ論的ゼータ」という用語は, グラフや離散力学系などの離散構造に

付随するゼータ函数に対して与えている「総称」である. しかし, 単なる「総称」にとど

まらず, ある共通の性質を有する点をその本質とする. それは, 離散構造がもつ組合せ量

を用いて定義された形式的べき級数が,

「三種の表示」

と現在ひとまとめによんでいる表示式をすべて揃えて持つ場合にいう. 「三種の表示」の

具体名を挙げると,

「指数表示」・「オイラー表示」1・「橋本表示」2

となる. 「オイラー表示」は通常「オイラー積表示」とよばれるところだが, ここでは呼

称のバランスと簡便さをとり, このようによぶことにする. 指数表示は, 対象としている

離散構造がもつ組合せ量を数え挙げる表式であり, オイラー表示はその離散構造の「素」

なるものを記述する. また, 橋本表示は離散構造がもつ「サイクル（循環）」を記述する行

列式表示である. 詳細は後ほど述べるには, それなりに準備が必要なので, それは後にゆ

ずることにする.

グラフ・ゼータにせよ, 力学系ゼータにせよ, 離散構造に対して定義されるゼータは,

現在知られている限りすべてこれら三種の表示をもつ. あるものはオイラー表示で定義

され, またあるものは指数表示で定義される. さらには橋本表示で定義する場合もあるが,

いずれの場合も結局は文脈中に三種の表示がすべて登場することを常としており, これら

の表示はあたかも同値であるかのように扱われていた. その現状を追認すれば, いずれの

表式で定義してもかまわない, ということになるのだろうが, しかしそれも精神的に据わ

1レオンハルト・オイラー
2橋本喜一郎
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りが悪い. どの表式で定義すべきか決着をつけたい衝動に駆られる. ただし, この欲求は

容易に解消される. 実際, これら三種の表示には「強弱関係」があることが知られている.

結論を述べると, 橋本表示が最強であり, 指数表示が最弱である. すなわち, 橋本表示は無

条件でオイラー表示き書き換えることができ, またオイラー表示はこれも無条件で指数表

示に書き換えることができる. よってこの種のゼータを扱う際には, 指数表示で定義する

のがスジということになる. すると問題となるのは逆の含意, すなわち指数表示からオイ

ラー表示, そしてオイラー表示から橋本表示へ書き換えるために必要な条件である. 実際,

これら三種の表示は同値ではなく, 指数表示をオイラー表示に書き換えるには, 本稿でい

うところの「オイラー条件」が必要であり, 更に加えて「橋本条件」が整えば, オイラー

表示を橋本表示に書き換えることができる. そしてこれらの表示や条件を定式化する際の

適切な場が「擬有限力学系」であり, その上に与えられた適切な性質を満たす荷重をもつ

ルエル・ゼータ3[20] (c.f.,[1]) は, オイラー条件と橋本条件を結果満たすことになり, よっ

て三種の表示の鼎立をみることになる. こうして構成されるゼータを組合せ論的ゼータと

よんでいる. 組合せ論的ゼータは, この種の既存のゼータをすべて4 その枠組みに収める

ことが知られている [19].

組合せ論的ゼータには, 橋本表示の他にもう一種類の行列式表示が存在する場合があ

る. その名を

「伊原表示」

という. すなわち, 組合せ論的ゼータには二種類の行列式表示を考えうるが, 最初に見いだ

された行列式表示は伊原表示であった. 組合せ論的ゼータの原型は, 「伊原ゼータ」とよ

ばれるものである. これは, 数論的文脈のなかで伊原 [11]により 1966 年に導入されたが,

その後, セール [23], 砂田 [25], 橋本 [8]を経て, グラフに対して考えるべき対象として理解

されるようになる. グラフゼータの伊原表示と現在よばれている行列式表示は, すでに原

典 [11]においてその姿を明確に表しており, それを謳う定理は「バス5-伊原の定理」[2, 11]

とよばれる6. 様々な観点もあろうが, 伊原表示と橋本表示は一長一短の様相をもつ. 伊原

表示も橋本表示も共に行列式表示であるので, グラフから定まる行列を用いて記述される.

まず, 伊原表示に用いられる行列のほうが, 橋本表示に用いられる行列より, 一般には次

数が小さくなる. これが伊原表示の利点の一つであろう. 具体的な問題設定にも寄ろうが,

組合せ論的には扱いやすくなる可能性が高い. 一方, 橋本表示は代数的な取り扱いがしや

すくなる. まず, 形の上で橋本表示の分母は, 行列の反転特性多項式であることが目をひ

3デビッド・ルエル
4 まだ見ぬものもあるかもしれないので, 「概ね」というほうが正確かもしれない.
5ハイマン・バス
6 橋本表示は橋本 [8] において導入される.
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く. それに加えて, 行列式の中身が, 伊原表示の場合は行列係数の２次の多項式であるの

に対し, 橋本表示の場合は１次の多項式である点も, 代数的に扱いやすくなり得る点であ

ろう. 現在, 伊原表示の構成は, 橋本表示の変形を基本的な手筋としている [27]. いうなれ

ば, 三種の表示の鼎立状況 [19]を確認することが, 伊原表示の構成の基盤を与えている.

伊原表示にしても橋本表示にしても, それ自体が研究対象として価値があるとされて

きたようである [2, 3, 4, 8, 16, 24]. ゼータとよぶべき対象の行列式表示であるから当然な

のであろう. ただ近年になり, これら両者の関連について, それまで意識されていなかっ

た方面から意味が与えられることになった. この意味をもたらした定理を, その方面では

「今野7-佐藤8の定理」

とよんでいる. 今野-佐藤の定理は, 有限グラフ上の量子ウォークに関する定理である. 量

子ウォークに関する基本事項の解説は今野 [13]にある. また, 今野-井手9編 [14] には, 量子

ウォークとそれにまつわる話題について, 最近の展開を含めた諸々のトピックがまとめら

れている. 以下, 今野-佐藤の定理について簡単ではあるがふれておきたい. 量子ウォーク

とは一種の確率過程であり, その挙動は時間発展行列とよばれるユニタリ行列10 によって

記述される. その固有値は, 量子ウォークに特有の性質11を記述する重要な量として認識

されている [13, 14]. したがって, 時間発展行列の固有値を決定したり, その性質を詳述す

ることは, 量子ウォークの研究において重要な段階の一つとして認識されている. ここで

話題に取り上げたいのは, 有限グラフ上で定義される量子ウォークである. 特に,「グロー

バー・ウォーク」というモデル (c.f.,[13]) を考えることにしよう. グローバー・ウォークの

挙動は, 与えられた有限グラフの組合せ論的情報から定義される時間発展行列によって規

定される. 今後, その時間発展行列を「グローバー行列」とよぶ. ことの発端はエムズ他

[5]である. ここで彼らは, グローバー行列のスペクトラム12が, 有限グラフ13の同型類の不

変量になっているであろうことを主張し, 実際にそのスペクトラムを決定している. この

予想自体は後に反例 [7]が示されることになったが, それでもスペクトラムの完全な記述

が得られたことは, 量子ウォークの観点からも大きな注目を集めることになる. ただそこ

での議論は, いうなればグローバー行列の代数的・組合せ論的性質を用いて, 固有ベクト

ルを数え挙げるとでもいうべきもので, 特性多項式を因数分解するという基本的な手立て

によるものではない.

7今野紀雄
8佐藤巖
9井手勇介

10このユニタリ性は本質的である. 今野 [13] 参照.
11「局在化」・「線形的な広がり」
12固有値全体のなす重複集合のこと
13実際には有限強正則グラフ
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そこで気になるのはグローバ行列の特性多項式およびその因数分解であるが, 今野-佐

藤の定理はまさにこの部分をグラフゼータを用いて記述している. 彼らの着眼点を具現化

した発想の根源は, グローバー行列がグラフゼータの一種である佐藤ゼータ [21]の「辺行

列」14の一例となっていることに着目した点にある. すると, 対応する佐藤ゼータの橋本表

示の分母は, すでにグローバー行列の反転特性多項式となっており, ほとんど特性多項式

のようなものである. そしてそれを伊原表示に書き換える過程 (c.f.,[27])が, 特性多項式の

因数分解に相当する段となっている. エムズ等 [5]は, グローバー行列の固有値 ±1 の重複

度と, それ以外の固有値をすべて記述したが, 今野-佐藤 [15]は伊原表示がそれらを明快に

表示することを主張している.

それにとどまらず, 今野-佐藤の定理やそれを支える着眼点は, 新たな問題群を惹起す

る. 彼らの着想の根本は, グローバー行列が佐藤ゼータの辺行列の一例であることに着目

した点であることはすでに述べた. しかしまたその一方で, グローバー行列は佐藤ゼータ

の辺行列の一例でしかないこと, さらに佐藤ゼータは組合せ論的ゼータの一例であること,

ゆえにグローバー行列以外の辺行列に対しても

「今野-佐藤型定理」

を考えうる余地があること, すなわち「一般の辺行列」に対してそのユニタリ性を論じる

ことに価値があること, に目を向けることになるのは自然なことであろう. 後に触れるよ

うに, 佐藤ゼータは組合せ論的なので, 橋本表示をもつ. まず, この点が佐藤ゼータが組合

せ論的であることの, ここでの意義となる. 組合せ論的であるがゆえに橋本表示をもち, し

たがって伊原表示を構成する基盤が整う. しかしこれはなにも佐藤ゼータに限ったことで

はなく, 一般の組合せ論的ゼータに対してもいえることである. そうすれば, 橋本表示を

持つグラフゼータに対して, その辺行列がユニタリであれば, それを時間発展行列とする

グラフ上の量子ウォークが存在することになる. よってグローバー・ウォークの場合と同

様に, このようにして得られる新たな量子ウォークモデルの族に対して, 今野-佐藤型の定

理を考えることができるであろう15.

本講演では, 以上の内容に関して組合せ論的ゼータの設定から, 量子ウォークに向けた

展望までの概説を行う. なお, 本講演は井出勇介（金沢工大）, 石川彩香（横浜国大）, 佐

藤巖（小山高専）, 瀬川悦男（横浜国大）との共同研究 [10]に基づく.

14橋本表示を記述する際に用いられる行列
15すでに石川 [12] により, 一部結果が得られている

4



2 組合せ論的ゼータ

　本稿冒頭でも述べたが, 結論からいうと三種の表示のなかでは橋本表示が最強で指数表

示が最弱である. すなわち, 橋本表示は無条件でオイラー表示に書き換えることができる

し, オイラー表示も無条件に指数表示に書き換えることができる. 相変わらず詳細を語ら

ずに恐縮であるが, ここではまず最弱の指数表示から話を始め, それぞれの表式の形を紹

介しつつ, それがオイラー表示, そして橋本表示に書き換えることができるための条件を

眺めてみたい. そのあとで, 逆の含意が自明であることを紹介する. そこでまずは, 指数表

示が定式化できる必要最小限の設定から話を始めることにする.

2.1 有限集合族のゼータ

　有限集合のなす族 F = {Xm}m≥1 があるとする. 可換 Q-代数 R に対し, 写像 χm :

Xm → R が各 m ≥ 1 に対して与えられているとする. 記号 χ は x ∈ Xm に対して

χm(x) ∈ R を与える記号と定める. したがって,　一般に χ : X → R : x 7→ χ(x) は写像で

はないが, 便利なのでうまく機能するように用いていく. たとえば, Nm(χ) =
∑

x∈Xm
χ(x)

などは, 矛盾なく意味が定まることに注意する. 以下, この対応 χ を荷重とよぶことにす
る. 不定元 t に対して以下で定義される形式的ベキ級数を ZF(t;χ) であらわし, 荷重 χ を

もつ有限集合族 F のゼータ函数という：

exp

(∑
m≥1

Nm(χ)

m
tm

)
.

後に現れる諸々の表示との兼ね合いも考慮し, この定義式を ZF(t;χ) の指数表示とよぶこ
とにする. 以上の設定は, 指数表示が定式化できる最小限の設定であることがご理解いた

だけると思う16 . したがって, この段階ではオイラー表示や橋本表示の存在は, なんら保

証されていないことに注意する.

和集合 X = ∪m≥1Xm とその元 x ∈ X に対して, 正整数 m が x ∈ Xm を満たすとき,

m を x の周期17 とよぶことにする. また, x ∈ X の周期の最小値を ϖ(x) であらわし, こ

れを x の素周期とよぶ. このとき自明に x ∈ Xϖ(x) であるが, x ∈ X を Xϖ(x) の元とみ

たものを x の素節とよび π(x) であらわす. 正整数 m を x ∈ X の周期とする. このとき,

正整数 k に対して km も x の周期のとき, すなわち x ∈ Xkm のとき, Xkm の元とみた x

を x の k-乗とよび, xk であらわす.

16よりゆるい設定も可能だが, ここでは既存の組合せ論的ゼータを考慮した若干の制約を設けている.
17周期は x ∈ X に対し一意的にはさだまらない.
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有限集合族 F = {Xm}と和集合X = ∪mXmの上の同値関係∼,および対応 χ : X → R

に関する以下の４つの条件 (E1), (E2), (E3), (E4) を, 合わせて (E) であらわしオイラー
条件とよぶことにする. オイラー条件 (E) が満たされるとは, (E1) から (E4) のすべての

条件がみたされることをいう. (E1) における (m,n) は最大公約数をあらわす：

(E1) Xm ∩Xn = X(m,n),

(E2) χ(xk) = χ(x)k if ∃xk,

(E3) χ(x) = χ(y) and ϖ(x) = ϖ(y) if x ∼ y,

(E4) ϖ(x) = ♯{y ∈ Xm | x ∼ y} for x ∈ Xm.

同値関係 ∼ に対し, x ∈ X を代表元とする同値類を [x] であらわすことにする. オイ

ラー条件 (E) が成立すれば, t を不定元とする形式的ベキ級数∏
[x]∈X

1

1− χ(π(x))tϖ(x)

は矛盾なく定義される. この形式的ベキ級数を EF(t;χ) で表す. 以下の等式が成立する.

この表式 EF(t;χ) を有限集合族のゼータ ZF(t;χ) のオイラー表示とよぶ.

定理 1 ([19]) オイラー条件 (E) が成立すれば, 次の等式が成立する：ZF(t;χ) = EF(t;χ).

橋本表示の構成にはさらに条件が必要である. 以下, (F , χ,∼) に対してオイラー条件

を仮定する. オイラー条件に加えてさらに以下の条件を仮定する. 有限全順序集合 A に対

し, Aを文字集合とする語全体のなす集合を A∗ で表す (c.f.,[18]). 語 w = a1a2 · · · am ∈ A∗

に対して, 非負整数 m 18 を w の長さとよび, 記号 |w| であらわす. A に添字付けられた

R-成分の行列 M = (maa′)a,a′∈A に対し, 語 w = a1a2 · · · am ∈ A∗ に沿った循環積

ma1a2ma2a3 · · ·mam−1ammama1

を circM(w) であらわすことにする. 写像 ω : X/ ∼→ Lyn(A) を考える. ただし, Lyn(A)

はA を文字集合とする「リンドン語」の集合を表す. 語 w = a1a2 · · · am がリンドン語で
あるとは, A の全順序から定まる辞書式順序に関して, w の m 個の巡回置換のなかで, w

が最小である場合にいう. リンドン語の詳細については [18]を参照してもらいたい. 以下

に挙げる４つの条件 (H1), (H2), (H3), (H4) を, 合わせて (H) であらわし橋本条件とよぶ
ことにする. 橋本条件 (H) が満たされるとは, (H1) から (H4) のすべての条件がみたされ

ることをいう：
18A∗ の元に空語 ∅ を考える場合には, その長さは 0 とする.
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(H1) ω は単射,

(H2) circM(l) ̸= 0 ⇒ l ∈ Imω for l ∈ Lyn(A)

(H3) circM(ω(x)) = χ(π(x)) for ∀[x] ∈ X/ ∼,

(H4) |ω(x)| = ϖ(x) for ∀[x] ∈ X/ ∼.

以上の設定のもと, 形式的ベキ級数

1

det(I − tM)

を HF(t;χ) であらわすことにする. オイラー条件 (E) と橋本条件 (H) が成立すれば, 以

下の等式が成立する. この表式 HF(t;χ) を有限集合族のゼータ ZF(t;χ) の橋本表示とよ
ぶ19 .

定理 2 ([19]) オイラー条件 (E) と橋本条件 (H) が成立すれば, 次の等式が成立する：

ZF(t;χ) = HF(t;χ).

以上, 指数表示をオイラー表示や橋本表示に書き換えるために必要な条件を眺めてき

た. 逆に, 橋本表示は無条件でオイラー表示, そして指数表示に書き換えることができる.

まずは次のフォアタ＝ザイルベルガーによる結果を紹介する20 ：

命題 3 ([6]) 有限全順序集合 A で添字付けられた可換成分の行列M = (aaa′)a,a′∈A に対

し, 次の等式が成立する：

1

det(I −M)
=

∏
l∈Lyn(A)

1

1− circM(l)
.

この等式により,橋本表示HF(t;χ)が無条件でオイラー表示 EF(t;χ)に書き換えること

ができることは明らかであろう. また,オイラー表示EF(t;χ) =
∏

[x]∈X (1−χ(π(x))tϖ(x))−1

が与えられたとき, Nm =
∑

[x]∈X/∼
ϖ(x)|m

ϖ(x)χ(π(x))m/ϖ(x) とおくことにより, オイラー表示

EF(t;χ) はいつでも指数表示 EF(t;χ) = exp(
∑

m≥1Nmt
m/m) に書き換えることができ

る. また, Nm = trMm とおくことにより, 橋本表示を指数表示に直接書き換えることも

できる.

19オイラー条件より Z は E に書き換えられ, さらに橋本条件により E が H に書き換えられる.
20「リンドンの分解定理」(c.f.,[18]) により, 右辺はオイラー積とみなせる.
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2.2 組合せ論的ゼータ

　有限全順序集合 A, および A に成分をもつ両側無限列全体のなす集合AZ を考える. 集

合 AZ の左シフトを φ であらわす：φ : AZ → AZ : (ai)i∈Z 7→ (ai+1)i∈Z. いま, AZ の部分

集合 Ξ で φ-不変なもの, すなわち φ(Ξ) ⊂ Ξ をみたすものが与えられたとする21 . 以下,

制限 φ|Ξ を λ であらわす. また, λ に関する m-周期点全体のなす集合を Xm であらわ

せば22 , 和集合 X = ∪m≥1Xm は周期点全体の集合をあらわすことになる. このとき, 対

(X,λ) を力学系とみなせば, X 自身は一般に無限集合であるが, 各周期点の集合 Xm は有

限集合になっている23 . このような力学系を擬有限力学系とよぶことにする. 写像

θ : A× A → R

が与えられたとき, x = (ai) ∈ Xm に対して 循環積 θ(a1, a2)θ(a2, a3) · · · θ(am, a1) を
circθ(x) であらわす24 . ２つの周期点 x, y ∈ X が同値 x ∼ y であることを, x と y

が力学系 (X,λ) において同じ軌道に属する, すなわち ∃k ∈ Z s.t., y = λk(x) の場合にい

う. 以上で, 有限集合族 F = {Xm}m≥1, 荷重 χ = circθ, 和集合 X = ∪mXm 上の同値関係

∼ が出揃った. そこでゼータを考える. 特に, 上記の設定に対して定義した有限集合族の

ゼータを ZF(t;χ) を,

ZΞ(t; θ)

であらわすことにする. これに応じてオイラー表示 EF(t;χ),橋本表示 HF(t;χ)も,それぞ

れ EΞ(t; θ), HΞ(t; θ) であわそう. ただし, 橋本表示に用いる辺行列はM = (θ(a, a′))a,a′∈A

で与えられる. すると, 対 (F , χ,∼) はオイラー条件と橋本条件を満たすことが示され, 三

種の表示の鼎立を得る25 .

定理 4 ([19]) ZΞ(t; θ) = EΞ(t; θ) = HΞ(t; θ).

以上の設定のもと, かくの如く構成されるゼータ ZΞ(t; θ) を組合せ論的ゼータとよぶ. し

たがって, 組合せ論的ゼータは三種の表示をもつ.

既存のグラフゼータはすべて組合せ論的である. 有限有向グラフ ∆ が与えられたと

き, 上記設定における A は ∆ の有向辺集合にとる. 頂点 u から頂点 v にむかう有向辺

a = (u, v) に対して, u を a の尾, v を頭とよび, それぞれ t(a), h(a) であらわすことにす

る. 更に, Ξ としては有向辺の両側無限列 AZ のうち, 「両側無限路」全体 Π∆ , あるいは

21これは議論に柔軟性をもたせるための設定である.
22Xm = {x ∈ Ξ | λm(x) = x}
23|Xm| ≤ |A|m である.
24本来任意の k に対して, θ(ak, ak+1)θ(ak+1, ak+2) · · · θ(ak+m, ak) で定義する. x ∈ Xm なのでこれで矛盾なく定義される.
25正確には Ξ に対する θ の「路条件」が必要 [19] だが, 形式的な条件なので省略する.
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「両側被約無限路」Π♭
∆ になっているもの等を考えればよい. 両側無限列 (ai) ∈ AZ が路で

あるとは, すべての i に対して h(a)i = t(ai+1) となっている場合にいう26 . また, 被約で
あるとは, すべての i に対して ai+1 ̸= ai となっている場合にいう. いずれにしても, Π∆,

Π♭
∆ ともに λ-不変であることは容易に理解できるであろう. Ξ = Π

(♭)
∆ の m-周期点のなす

集合 Xm は, ∆ における長さ m の（被約）閉路全体の集合 C
(♭)
m と同一視することができ

る27 . また, 写像 θ としては, 以下にあげる形のものを考える. ただし, τ, υ は A から R

への写像である：

A× A → R : (a, a′) 7→ τ(a′)δh(a)t(a′) − υ(a′)δa−1a′ .

ここで, δ はクロネッカーのデルタをあらわす. 以下, この θ を θGS であらわし, 組合せ

論的ゼータ ZΞ(t; θ
GS) を一般佐藤ゼータ28 とよぶ29 . 既存のグラフゼータはすべて一般

佐藤ゼータである. 以下, 有向グラフ ∆ は, 有限グラフ Γ の「対称有向グラフ」(c.f.,[22])

とする. ここで τ = υ = 1 とすると伊原ゼータ [11]となるし, υ = 1 の場合は佐藤ゼータ
[21], またパラメータ q に対して τ = 1, υ = 1− q とおくとバーソルディ・ゼータ30 [3]が

得られる. その他の場合も, τ , υ を適切に設定することにより得ることができる. これら

のゼータはかようにして組合せ論的であるから一括して三種の表示, とくに橋本表示をも

つ. そして伊原表示の構成が次の問題となるが, 一般佐藤ゼータに対してその伊原表示を

構成することができれば, 既存のゼータに対して伊原表示を構成する議論を, すべて包括

的に扱うことが可能になる. そして, 本稿の主結果はこれを有限グラフの対称有向グラフ

に対して行う.

3 主結果

3.1 伊原表示

ここでは結果のみを眺めておきたい. 詳細は井手他 [10]を参照してほしい. Γ は有限単

純グラフとし, その対称有向グラフを ∆ = ∆(Γ) であらわす. ∆ の頂点集合を V , 有向

辺集合を A であらわす. 頂点 u, v ∈ V に対して, Auv = {a ∈ A | t(a) = u, h(a) = v},
A(u, v) = Auv ⊔ Avu とおく31 . また, θ = θGS, ΦΓ = {(u, v) | A(u, v) ̸= ∅} とおく.

各 (u, v) ∈ ΦΓ に対して次の行列を考える：Jθ(u, v) = (υ(a′)δa−1a′)a,a′∈A(u,v), K
θ(u, v) =

26頂点 u から頂点 v にむかう有向辺 a = (u, v) に対して, u を a の尾, v を頭とよぶ.
27長さ m の閉路を両側無限に反復複写していけばよい.
28あるいは一般荷重ゼータとよぶ.
29一般の写像 θ : A× A → R に対する組合せ論ゼータを, 普遍グラフゼータとよんでいる.
30佐藤巖の命名による.
31 頂点集合 V に全順序 < をあらかじめ設定しておき, A(u, v) と書いたらつねに u < v であると規約しておく.
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(δh(a)q)a∈A(u,v),q∈V , L
θ(u, v) = (τ(a′)δpt(a′))p∈V,a′∈A(u,v). ここで ∆ は有限単純グラフの対称

有向グラフであることを思い出す. すなわち A(u, v) は空でなければその元の個数は 2 で

あるので, Jθ(u, v) の型は 2 × 2 であることに注意する. さらに (u, v) ∈ ΦΓ に対して, 2

次の正方行列 T θ(u, v) = I2 + tJθ(u, v) を考え, その行列式を ∆θ(u, v) とおく32 .

これらを用いてさらに次の行列を定義する：

Aθ
Γ = (1− t2)−1

∑
(u,v)∈ΦΓ

∆θ(u, v)−1Lθ(u, v)Kθ(u, v),

Dθ
Γ = (1− t2)−1

∑
(u,v)∈ΦΓ

∆θ(u, v)−1Lθ(u, v)Jθ(u, v)Kθ(u, v).

前者を有限グラフ Γ の荷重隣接行列, 後者を荷重次数行列とよぶ. 以下が本稿の主定理で

ある. Ξ = Π∆, ∆ = ∆(Γ) の場合には, 組合せ論的ゼータ ZΞ(t; θ) を ZΓ(t; θ) であらわす

ことにする. また, ∆θ =
∏

(u,v)∈ΦΓ
∆θ(u, v) とおく.

定理 5 ([10]) 有限単純グラフ Γ に対し, 次の等式が成立する：

ZΓ(t; θ) =
1

∆θ det(I − tAθ
Γ + t2Dθ

Γ)
,

ただし θ は θGS をあらわす.

この等式の右辺を ZΓ(t; θ) の伊原表示という. これは既存のグラフゼータの伊原表示

に関する結果を統括する. たとえば, 伊原ゼータの場合, すなわち θGS において τ = υ = 1

の場合, 定理 5 の等式は, 伊原ゼータの伊原表示 [2, 11]に一致する. 簡単に触れておこう.

有限単純グラフ Γ = (V,E) 33 の通常の隣接行列と次数行列を, それぞれ AΓ, DΓ であら

わすことにすると, 次が成り立つ：

命題 6 θ = θGS に対し, Aθ
Γ|τ=υ=1 = (1− t2)−1AΓ, D

θ
Γ|τ=υ=1 = (1− t2)−1DΓ.

伊原ゼータは θI,♭ := θGS|τ=υ=1 に対する組合せ論的ゼータ ZΓ(t; θ
I,♭) であるので, これ

基づき定理 5 の等式右辺に少し計算を施せば

ZΓ(t; θ
I,♭) =

1

(1− t2)|E|−|V | det(I − tAΓ + t2DΓ)

を得る. これは伊原ゼータの伊原表示としてよく知られた式である.

32 Auv の元を auv であらわすと, ∆θ(u, v) = 1− υ(auv)υ(avu)t2 となる. ちなみに, avu = a−1
uv (逆アーク) である.

33 V は頂点集合, E は辺集合.
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3.2 展望～量子ウォークの視点から

　本稿のおわりに, 近年になり今野-佐藤 [15]によって指摘された, グラフゼータと量子

ウォークの関連と, そこから得られる展望について触れておきたい. 主題は「グローバー・

ウォーク」である. グローバー・ウォークとは有限単純グラフ Γ = (V,E) 上定義される

離散時間量子ウォークで, その時間発展はグローバー行列により記述される. グローバー

行列を定義しよう. 有向グラフ ∆ = (V,A) は Γ の対称有向グラフ ∆ = ∆(Γ) とする. こ

のとき, 各 a, a′ ∈ A に対して

uaa′ =


2

deg t(a′)
− δa−1a′ , if h(a) = t(a′),

0, otherwise.

とおく. ただし, deg v は頂点 v ∈ V の次数34 を表す. このとき,正方行列 UΓ = (uaa′)a,a′∈A

を Γ のグローバー行列とよび, UΓ により時間発展が記述される Γ 上の量子ウォークをグ
ローバー・ウォークという (c.f.,[13, 14]).

エムズ等 [5]は, グローバー行列 UΓ のスペクトラム Spec(UΓ) を決定した. 彼らの

結果はグラフの同型問題に動機を求めるものであるが, 本稿冒頭でも簡単に触れたよう

に, 時間発展行列のスペクトラムは量子ウォークの観点からも重要性が認識されており,

その面からも興味を喚起するものであった. エムズ等 [5]をうけ, 今野-佐藤 [15]は, 特

性多項式 det(tI − UΓ) の興味深い記述をあたえた. 行列 WΓ = (wuv)u,v∈V は, 成分が

wuv = δ({u, v} ∈ E)/ deg u であたえられる |V |-次正方行列とする35 .

命題 7 (今野-佐藤, 2011) det(tI − UΓ) = (t2 − 1)|E|−|V | det((t2 + 1)I − 2tWΓ).

この等式の右辺は, 本質的に佐藤ゼータ [21]の伊原表示である. 佐藤ゼータ ZΓ(t; θ
S)

は, 写像

θS : A× A → A : (a, a′) 7→ τ(a′)δh(a)t(a′) − δa−1a′

により定義される組合せ論的ゼータであり, その橋本表示 HΓ(t; θ
S) の辺行列は, MS

Γ =

(θS(a, a′))a,a′∈A であたえられる. よって, 写像 τ : A → R を τ(a′) = 2/ deg t(a′) にとれ

ば, 辺行列 MS
Γ はグローバー行列 UΓ に一致する. したがって, 橋本表示 HΓ(t; θ

S) の分

母は, グローバー行列の反転特性多項式 det(I − tUΓ) であり, 定理 5 を用いれば, これは

∆θ det(I − tAθ
Γ + t2Dθ

Γ) に書き換えることができる. ただし, ここでは θ = θS としている.

あとは, t を 1/t に置き換えて簡単な計算を施せば, 今野-佐藤の定理 (命題 7) を得る.

34 Γ において頂点 v からでている辺の本数のこと.
35 記号 δ({u, v} ∈ E) はクロネッカー・デルタ. {u, v} が Γ の辺であれば 1, そうでなければ 0 を与える.
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今野-佐藤の定理は,ある興味深い観点をあたえる. この定理に至る経緯を逆から眺めれ

ば, 「グラフゼータの（あるいは普遍グラフゼータ36)の辺行列は, グラフ上の量子ウォー

クの時間発展行列になりうる」と読むことができよう. すなわち, 写像 θ : A×A → C に
対し, 行列 M = (θ(a, a′))a,a′∈A がユニタリ行列となる条件をあたえればよい. 事実, すで

に石川 [12]により, その部分的な結果が得られており, そこではグローバー・ウォークを

含むグラフ上の量子ウォークの族が姿をあらわしている. 今後はそれらの挙動の解析が待

たれるところであろう.
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