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竹ヶ原　裕元

室蘭工業大学

　A を群とする. 任意の自然数 d について, A における指数 d の部分群の個数は有限
であるとし, A において指数が有限である部分群全体の集合をFA で表す. A から Sn

への準同型の個数を hn(A) で表し, n = 0 のとき h0(A) = 1 とする. 数列 {hn(A)
∞
n=0}

の指数型母関数に関して, 次の式が知られている (cf. [11]).

EA(X) :=
∞∑
n=0

hn(A)

n!
Xn = exp

(∑
B∈FA

1

|A : B|
X |A:B|

)
(1)

　 p を素数, u を正の整数とする. 位数 pu の巡回群を Cpu で表す. (1) より数列
{hn(Cpu)

∞
n=0} の指数型母関数に関して, 次の式が得られる.

ECpu
(X) =

∞∑
n=0

hn(Cpu)

n!
Xn = exp

(
u∑

k=0

1

pk
Xpk

)
(2)

　 0 でない整数 a に対して ordp(a) で a を割り切る最大の p のべき数を表し, 実数 x

に対して [x] で x を超えない最大の整数を表す. (2) を利用して, 不等式

ordp(hn(Cpu)) ≥
u∑

j=1

[
n

pj

]
− u

[
n

pu+1

]
(3)

および, pu+1 が n を割り切るときにこの式の等号が成り立つことが示される (cf. [4]).

特に p = 2, u = 1 の場合には ord2(hn(C2)) は次で与えられる (cf. [7]).

ord2(hn(C2)) =


[
n

2

]
−
[
n

4

]
+ 1 n ≡ 3 (mod 4) のとき,[

n

2

]
−
[
n

4

]
n ̸≡ 3 (mod 4) のとき.

　 Qp で p 進数のなす体, Zp で p 進整数のなす環を表す. a =
∑∞

i=−n0
aip

i ∈ Qp,

0 ≤ ai ≤ p− 1, ただし n0 は非負整数, に対して ai ̸= 0 である最小の i を ordp(a) で
表す. Qp における非アルキメデス的絶対値 | |p を, x ∈ Qp に対して,

|x|p :=

{
p−ordp(x) x ̸= 0 のとき,

0 x = 0 のとき
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と定め,

Zp⟨X⟩ :=

{
∞∑
n=0

anX
n ∈ Zp[[X]]

∣∣∣∣∣ |an|p → 0 (n → ∞)

}
とおく. (3) に関連して, u = 1 の場合には, p2 − 1 次整数係数多項式 η(X) および
fr(X) ∈ Zp⟨X⟩, r = 0, 1, . . . , p2 − 1, が存在して, y = 0, 1, . . . に対して

hp2y+r(Cp) = p(p−1)yfr(y)

y∏
j=1

η(j) (4)

および ordp(hp2y+r(Cp)) = (p− 1)y + ordp(fr(y)) が成り立つ (cf. [3, 7]).

本報告では (3) および (4) を一般化する [9] および [10] で得られた, 有限アーベル
p 群 P に対する hn(P ) の p 進的性質を紹介する.

1 巡回 p 群の場合

A = Zp (加法群) のとき, EZp(X) は Artin-Hasse exponential と呼ばれ,

EZp(X) =
∞∑
n=0

hn(Zp)

n!
Xn = exp

(
∞∑
k=0

1

pk
Xpk

)
∈ 1 +XZp[[X]] (5)

が成り立つ. このことは, 次の Dieudonné [2] による結果から得られる.

命題 1.1
∑∞

n=0 cnX
n = exp(

∑∞
i=0 ℓiX

pi), ℓi ∈ Qp,とするとき, cn ∈ Zp, n = 1, 2, . . . ,

であるための必要十分条件は

ℓi −
ℓi−1

p
∈ Zp, i = 0, 1, 2, . . . , (ℓ−1 = 0)

が成り立つことである.

　 (5) は ordp(hn(Zp)) ≥ ordp(n!) を意味する. この結果と (2), (3), および (5) を関
係づける, 次のことが知られている (cf. [8, Lemma 25.5]).

補題 1.2 n = n0 + n1p+ n2p
2 + · · · ∈ N, 0 ≤ ni ≤ p− 1, とすると,

ordp(n!) =
∞∑
j=1

[
n

pj

]
=

n− n0 − n1 − n2 − · · ·
p− 1

である. 特に ordp(n!) ≤ (n− 1)/(p− 1) である.

例 1.3 p = 2 とすれば, Mathematica を用いて, 次を得る.
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n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

hn(Z2)/n! 1 1 1 2
3

2
3

7
15

16
45

67
315

88
315

617
2835

2626
14175

18176
155925

n 12 13 14 15 16 17

hn(Z2)/n!
6949
66825

423271
6081075

2172172
42567525

19151162
638512875

58438907
638512875

899510224
10854718875

　 (2) と (5) から次の式が成り立つ.

∞∑
n=0

hn(Cpu)

n!
Xn =

(
∞∑
n=0

hn(Zp)

n!
Xn

)
exp

(
−

∞∑
i=0

1

pu+i+1
Xpu+i+1

)
　さらに r を 0 ≤ r < pu+1 を満たす整数として,

∞∑
y=0

hpu+1y+r(Cpu)

(pu+1y + r)!
Xpu+1y =

(
∞∑
j=0

hpu+1j+r(Zp)

(pu+1j + r)!
Xpu+1j

)
exp

(
−

∞∑
i=0

1

pu+i+1
Xpu+i+1

)

となる. ここで Xpu+1
を −pu+1X で置き換えて,

∞∑
y=0

hpu+1y+r(Cpu)

(pu+1y + r)!
(−pu+1X)y = exp(X)

(
∞∑
j=0

hpu+1j+r(Zp)

(pu+1j + r)!
(−pu+1X)j

)

× exp

(
(−1)p+1p

(u+1)p

pu+2
Xp

)
exp

(
−

∞∑
i=2

1

pu+i+1
(−pu+1X)p

i

) (6)

を得る (cf. [1]). 以下, この式に関する考察を進める. (5) から
∞∑
j=0

hpu+1j+r(Zp)

(pu+1j + r)!
(−pu+1X)j ∈ hr(Zp)

r!
−

hpu+1+r(Zp)

(pu+1 + r)!
pu+1X + p2(u+1)XZp⟨X⟩

が成り立つ. i ∈ Z≥2 とすれば, pi = (1 + p− 1)i ≥ i(p− 1) + p ≥ i+ 2 ≥ 4 より

ordp

(
p(u+1)pi

pu+i+1

)
≥ (u+ 1)pi − (u+ i+ 1)

≥ piu+ pi − (u+ i+ 1)

≥ 4u+ i+ 2− (u+ i+ 1)

≥ 3u+ 1

である. ここで, 次の補題を用いる.

補題 1.4 k を正の整数とし, a を ordp(a) = k を満たす p 進整数とする. p = 2 かつ
k = 1 の場合を除けば, 次のことが成り立つ.

exp(aX) ∈ 1 + aX +
a2

2
X2 +

a3

6
X3 + p2k+1X4Zp⟨X⟩
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この補題から

exp

(
−

∞∑
i=2

1

pu+i+1
(−pu+1X)p

i

)
∈ 1 + p2u+1XZp⟨X⟩

がわかる. また p > 2 のとき

exp

(
pp(u+1)

pu+2
Xp

)
∈ 1 + p2u+1XZp⟨X⟩

であり, p = 2 かつ u > 1 のとき

exp(−2uX2) ∈ 1− 2uX2 + 22u−1X4 + 22u+1X6Z2⟨X⟩

である. 以上から, p = 2 かつ u = 1 の場合を除いて,

∞∑
y=0

hpu+1y+r(Cpu)

(pu+1y + r)!
(−pu+1X)y = exp(X)

∞∑
n=0

d(r)n Xn

を満たし, p > 2 のとき

∞∑
n=0

d(r)n Xn ∈ hr(Zp)

r!
−

hpu+1+r(Zp)

(pu+1 + r)!
pu+1X + p2u+1XZp⟨X⟩

であり, p = 2 のとき

∞∑
n=0

d(r)n Xn ∈ hr(Z2)

r!
(1− 2uX2 + 22u−1X4)− h2u+1+r(Z2)

(2u+1 + r)!
2u+1X + 22u+1XZ2⟨X⟩

である数列 {d(r)n }∞n=0 が存在する. 次の補題を用いる (cf. [1], [8, Theorem 54.4]).

補題 1.5
∑ℓ

n=0mnX
n を Zp 係数の ℓ 次多項式とし,

∑∞
n=1 wnX

n ∈ pkXZp⟨X⟩, k は
非負整数とする. 数列 {dn}∞n=0 を d0 = m0, dn = mn + wn,

∀n ∈ N, により定める.

ここで mℓ+1 = mℓ+2 = · · · = 0 とする. このとき

∞∑
n=0

g(n)

n!
Xn = exp(X)

∞∑
n=0

dnX
n かつ g(X) ∈

ℓ∑
i=0

miX
i + pkXZp⟨X⟩

を満たす g(X) が存在する. ここで X i は次で定義される.

X i =

{
X(X − 1) · · · (X − i+ 1) if i ≥ 1,

1 if i = 0.
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　この補題から次のことがわかる (cf. [5]).

定理 1.6 p > 2 または u > 1 とし, r を 0 ≤ r < pu+1 を満たす整数とする. このとき

gr(y) =
hpu+1y+r(Cpu)

(pu+1y + r)!
(−pu+1)yy!, y = 0, 1, . . .

を満たし, p > 2 のとき

gr(X) ∈ hr(Zp)

r!
−

hpu+1+r(Zp)

(pu+1 + r)!
pu+1X + p2u+1XZp⟨X⟩

であり, p = 2 のとき

gr(X) ∈ hr(Z2)

r!
(1− 2uX 2 + 22u−1X 4 )− h2u+1+r(Z2)

(2u+1 + r)!
2u+1X + 22u+1XZ2⟨X⟩

である gr(X) が存在する.

　 p = 2 かつ u = 1 の場合, (6) において, X を −X で置き換えて,

∞∑
y=0

h4y+r(C2)

(4y + r)!
(4X)y = exp(X)

(
∞∑
j=0

h4j+r(Z2)

(4j + r)!
(4X)j

)

× exp
(
−2X − 2X2

)
exp

(
−

∞∑
i=2

22
i+1

2i+2
X2i

)

の形に変形できる. さらに

exp(−2X − 2X2) ∈ (1− 2X + 4X2)(1− 4X2 − 4X4) + 8XZ2⟨X⟩

であることが示される. このことと補題 1.5 から次のことがわかる (cf. [5]).

定理 1.7 (p = 2 かつ u = 1 の場合) r を 0 ≤ r < 4 を満たす整数とする. このとき

gr(y) =
h4y+r(C2)

(4y + r)!
4yy!, y = 0, 1, . . .

かつ

gr(X) ∈ hr(Z2)

r!
(1− 2X − 4X 4 ) +

4h4+r(Z2)

(4 + r)!
X + 8XZ2⟨X⟩

を満たす gr(X) が存在する.

　次の定理 1.6 と定理 1.7 の系は, 補題 1.2 から得られ, (3) を導く (cf. [4, 5]).
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系 1.8 r を 0 ≤ r < pu+1 を満たす整数とする. このとき, 次が成り立つ.

ordp (hpu+1y+r(Cpu)) ≥
u∑

j=1

[
pu+1y + r

pj

]
− uy

=

{
pu+1 − 1

p− 1
− (u+ 1)

}
y + ordp(r!), y = 0, 1, . . . .

　 gr(X) は定理 1.6 や定理 1.7で定義されるものとする. (4) を一般化するために

fr(X) := gr(X)
r∏

i=1

(pu+1X + i) ∈ Zp⟨X⟩,

ηu+1(X) :=
1

p
pu+1−1

p−1
−(u+1)

pu+1−1∏
i=1

(pu+1X − i)

とおく. 任意の非負整数 y に対して, 次が成り立つ.

p
pu+1−1

p−1
y

y∏
j=1

ηu+1(j) =

y∏
j=1

pu+1(pu+1j − 1)!

(pu+1(j − 1))!
=

1

y!

y∏
j=1

(pu+1j)!

(pu+1(j − 1))!
=

(pu+1y)!

y!
(7)

　 (4) は次の様に一般化される.

定理 1.9 r を 0 ≤ r < pu+1 を満たす整数とする. p > 2 または u > 1 のとき

hpu+1y+r(Cpu) = p

{
pu+1−1

p−1
−(u+1)

}
y
fr(y)

y∏
j=1

(−ηu+1(j)), y = 0, 1, . . .

であり, p = 2 かつ u = 1 のとき

h4y+r(C2) = 2yfr(y)

y∏
j=1

ηu+1(j), y = 0, 1, . . .

である. さらに ordp(fr(y)) ≥ ordp(r!), y = 0, 1, . . . かつ ηu+1(j) ̸≡ 0 (mod p),

y = 0, 1, . . . , j = 1, 2, . . . , y となっている.

2 一般の p 群の場合

P を位数 ps の有限アーベル p 群とし, その型が λ = (λ1, λ2, . . . ), ただし
∑

λi = s,

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · , であるとする. すなわち

P ≃ Cpλ1 × Cpλ2 × · · ·
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である. i = 0, 1, . . . , sに対して P における位数 pi の部分群の個数をαλ(i; p)で表す.

ai,j, i, j ∈ Zを pによらずにλおよび iのみにより定まる αλ(i; p) =
∑

j ai,jp
j を満たす

非負整数とする. iあるいは j が負の数であれば, ai,j = 0とする. αλ(i; p) = αλ(s−i; p)

が成り立つので ai,j = as−i,j である. αλ(0; p) = αλ(s; p) = 1 であり, λr ≥ 1 かつ
λr+1 = 0 ならば αλ(1; p) = αλ(s− 1; p) = 1 + p+ · · ·+ pr−1 である.

命題 2.1 λ = (u, v, 0, . . . ) ならば αλ(i; p) は次で与えられる.

αλ(i; p) =


1 + p+ · · ·+ pi 0 ≤ i < v のとき,

1 + p+ · · ·+ pv v ≤ i ≤ u のとき,

1 + p+ · · ·+ ps−i u < i ≤ s のとき.

　型 λ̂ = (λ2, λ3, . . . ) に対して, âi,j, i, j ∈ Z を p によらずに λ̂ および i のみにより
定まる αλ̂(i; p) =

∑
j âi,jp

j を満たす非負整数とする.

補題 2.2 ai,j − ai−1,j = âi,j−i − âs−i+1,j−s+i−1

　 u+ v = s を満たす, 非負整数 u および v を次のように定める.

u := max

{
λ1,

[
s+ 1

2

]}
, v := min

{
s− λ1,

[
s

2

]}
定義 2.3 非負整数の組 (ℓ,m) ∈ Z×Z,ただしm ≤ s,に対して, bℓ,m = aℓ,m−aℓ−1,m−1

とおき, さらに cℓ,m を次のように定める.

cℓ,m =


bℓ,m − bℓ−1,m 0 ≤ ℓ ≤ s−m かつ 0 ≤ m ≤ v のとき,

aℓ,m − aℓ−1,m 0 ≤ ℓ ≤ s−m かつ v < m ≤ s のとき,

am,ℓ ℓ > s−m のとき.

　次の定理は [9] で得られた.

定理 2.4 EP (X) は以下のように分解される.

EP (X) = Φλ(X)
s∏

m=0

∞∏
ℓ=s−m+1

exp(pℓ+m−sXps−m

)cℓ,m ,

Φλ(X) =
v∏

m=0

m∏
ℓ=0

EC
pu−ℓ×Cpv−m (X

pm)cℓ,m
s∏

m=v+1

s−m∏
ℓ=0

EC
ps−ℓ−m

(Xpm)cℓ,m

命題 2.5 cℓ,m は任意の非負整数 ℓ と m, ただし m ≤ s, に対して負でない. 特に
c0,0 = 1 であり, m ≥ 1 ならば c0,m = 0 である.

7



例 2.6 λ = (1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, . . . ) とする. このとき u = v = 3 であり, 0 でない ai,j,

i, j ∈ Z は次で与えられる.

i ai,0 ai,1 ai,2 ai,3 ai,4 ai,5 ai,6 ai,7 ai,8 ai,9

0 1

1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 2 2 3 2 2 1 1

3 1 1 2 3 3 3 3 2 1 1

4 1 1 2 2 3 2 2 1 1

5 1 1 1 1 1 1

6 1

0 ≤ m ≤ 6 かつ 0 ≤ ℓ ≤ 6−m ならば cℓ,m は次で与えられる.

cℓ,m =


1 (ℓ,m) = (0, 0), (1,m) ただし 2 ≤ m ≤ 5 のとき,

2 (ℓ,m) = (2, 4) のとき,

0 上記以外のとき.

さらに Φλ(X) は次のように分解される.

Φλ(X) = ECp3×Cp3
(X)ECp2×Cp(X

p2)ECp2
(Xp3)ECp(X

p4) exp(Xp4)2 exp(Xp5).

例 2.7 λ = (5, 1, 1, 1, 0, . . . ) とする. このとき u = 5 = λ1 かつ v = 3, であり, 0 でな
い ai,j, i, j ∈ Z は次で与えられる.

i ai,0 ai,1 ai,2 ai,3 ai,4

0 1

1 1 1 1 1

2 1 1 2 2 1

3 1 1 2 3 1

4 1 1 2 3 1

5 1 1 2 3 1

6 1 1 2 2 1

7 1 1 1 1

8 1

0 ≤ m ≤ 8 かつ 0 ≤ l ≤ 8−m ならば cℓ,m は次で与えられる.

cl,m =

{
1 (l,m) = (0, 0), (1, 2), (1, 3), (2, 4) のとき,

0 上記以外のとき.

さらに Φλ(X) は次のように分解される.

Φλ(X) = ECp5×Cp3
(X)ECp4×Cp(X

p2)ECp4
(Xp3)ECp2

(Xp4).
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　 P に対して (4) が, 以下のように拡張される.

κp(u, v) =


u+ 3 (p = 2, u = v ≥ 1 のとき)

u+ 2 (p = 2, u = v + 1 ≥ 2 または p = 3, u = v ≥ 1 のとき)

u+ 1 (p = 2, u = v = 0 または p = 3, u+ δv0 = v + 1 のとき)

u+ 1 (p > 3 または u+ δv0 > v + 1 のとき)

とおく. また, 非負整数 n に対して

τ (u,v)p (n) =



u∑
j=1

[
n

2j

]
+

[
n

2u+2

]
−
[

n

2u+3

]
(p = 2, u = v ≥ 1 のとき)

u∑
j=1

[
n

pj

]
− (u− v)

[
n

pu+1

]
(p > 2 または u+ δv0 ≥ v + 1 のとき)

とおく. このとき, 次の定理が成り立つ (cf. [10]). (最後の主張は [6, 9] で示された.)

定理 2.8 p = 2, u+δv0 = v+1 または p = 2, λ3 ≥ 1, u = v の場合を除き, pκp(u,v)−1

次整数係数多項式 η(X) および fr(X) ∈ Zp⟨X⟩, r = 0, 1, . . . , pκp(u,v)− 1 が存在して,

hpκp(u,v)y+r(P ) = pτ
(u,v)
p (pκp(u,v)y)fr(y)

y∏
j=1

η(j), y = 0, 1, . . .

および

ordp(hpκp(u,v)y+r(P )) = τ (u,v)p (pκp(u,v)y) + ordp(fr(y)), y = 0, 1, . . .

が成り立つ. また, すべての場合で ordp(hn(P )) ≥ τ
(u,v)
p (n), n = 0, 1, . . . , となる.

　次の定理は [6, 9] で得られた.

定理 2.9 (1) p = 2 かつ u = v ≥ 1 の場合を除いて, n ≡ 0 (mod pu+1) を満たす
任意の非負整数 n に対して ordp(hn(P )) = τ

(u,v)
p (n) となる.

(2) p = 2 かつ u = v ≥ 1 とする.

(a) λ3 = 0 ならば, n ≡ 0, 2u+1, あるいは 2u+2 (mod 2u+3) を満たす任意の非
負整数 n に対して ord2(hn(P )) = τ

(u,v)
2 (n) となる.

(b) λ3 ≥ 1 ならば, n ≡ 0, 2u+1, あるいは 2u+1 + 2u+2 (mod 2u+3) を満たす任
意の非負整数 n に対して ord2(hn(P )) = τ

(u,v)
2 (n) となる.
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　上記の２つの定理には, 定理 2.4 における Φλ(X) の因子中に現れる ECpu×Cpv
(X)

の性質が大きく影響している. P = Cpu × Cpv の場合には, 以下のような方法を用い
て, 結果を導く. 整数 k に対して, 記号 [k]p を

[k]p =


k−1∑
j=0

pj k ≥ 1 のとき,

0 上記以外のとき

と定める. Eq.(1) より 次の式を得る.

∞∑
n=0

hn(P )

n!
Xn

= exp

(
v−1∑
k=0

[k + 1]p
pk

Xpk +
u∑

k=v

[v + 1]p
pk

Xpk +
u+v∑

k=u+1

[u+ v − k + 1]p
pk

Xpk

)

形式的べき級数
∑∞

n=0 c
(v)
n Xn を次で定義する.

∞∑
n=0

c(v)n Xn = exp

(
v−1∑
k=0

[k + 1]p
pk

Xpk +
∞∑
k=v

[v + 1]p
pk

Xpk

)

命題 1.1 より
∑∞

n=1 c
(v)
n Xn ∈ XZp[[X]] が成り立つ. また

∞∑
n=0

hn(P )

n!
Xn =

(
∞∑
n=0

c(v)n Xn

)
exp

(
−

∞∑
i=0

[v + 1]p − [v − i]p
pu+i+1

Xpu+i+1

)
.

であることがわかる. さらに r を 0 ≤ r < pu+1 を満たす整数とすれば,

∞∑
y=0

hpu+1y+r(P )

(pu+1y + r)!
Xpu+1y =

(
∞∑
j=0

c
(v)

pu+1j+rX
pu+1j

)

× exp

(
−

∞∑
i=0

[v + 1]p − [v − i]p
pu+i+1

Xpu+i+1

)
を得る. P = Cpu × Cpv の場合, 定理 2.8, 2.9 はこの式を利用して証明される.

最後に, Ep(X) の p 進的性質を, 定理 2.8 および定理 2.9 の系として記す (cf. [9]).

系 2.10 p 進べき級数 EP (X) の収束域は |x|p < pa, ただし

a =


− 7

2u+3
p = 2 かつ u = v ≥ 1 のとき,

− 1

pu(p− 1)
− u− v

pu+1
上記以外のとき

である.
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