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極小モデルプログラム (ＭＭＰ)は，曲面の極小モデル理論の高次元化とし
て定式化された ([13], [16]参照)．３次元で森氏がフリップの存在を示してＭ
ＭＰを完成させて以来 ([18])，３次元代数多様体の明示的研究が期待されるよ
うになってきた．本稿では，明示的研究の方向を概説したのち，その流れに
沿ってなされた私の３次元因子収縮写像の明示的研究の成果を解説する．原
論文は [8], [9], [10], [11]である．なお，基礎体は複素数体とする．
ＭＭＰは，マイルドな特異点しか持たない代数多様体に対して，それと双

有理で調べやすい代数多様体を与える．因子収縮写像およびフリップから構
成される有限列を経て，最終的に極小モデルまたは森ファイバー空間を出力
するのである．出力がどちらになるかは，入力された代数多様体の双有理同
値類で決定されるが，ＭＭＰの過程は自由度があるため，得られる多様体は
一意ではない．従って，双有理な極小モデル同士，或いは森ファイバー空間
同士の関係の研究は基本的である．
３次元では，双有理な二つの極小モデルはフロップの有限列で結ばれる

([12])．さらに，３次元フロップは解析的な意味で特異点を保つ ([14])．よっ
て双有理な３次元極小モデル同士は本質的に類似関係にある．ところが森ファ
イバー空間については話が単純ではない．最も簡単な例として３次元射影空
間 P3を挙げる．これは写像 P3 → {pt}と見て森ファイバー空間となる．ここ
で P3上の一点 P を中心とするブローアップ BlP P3を取ると，P からの射影
に対応して写像 BlP P3 → P2が定まる．これは森ファイバー空間となる．
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こうした二つの３次元森ファイバー空間の間の双有理写像は，Sarkisovプ
ログラムによってリンクの有限列に分解される ([2])．例えば Q-Fano多様体
X から出発するリンクは以下の通りである．まず因子収縮写像 Y → X で Y
へ引き上げる．次いでログフリップの有限列が続く．最終的に森ファイバー
空間X ′ → S′が高々因子収縮写像 Y ′ → X ′を経て得られる．
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Corti氏は，森ファイバー空間X/Sに対して自己双有理同型の数を測る集
合 pliability Pl(X/S)を定義した．すなわち，

Pl(X/S) := {X ′/S′ 森ファイバー空間, X ′ 双有理∼ X}/square同値.



ここで全空間が双有理な二つの森ファイバー空間X/S，X ′/S′が square同値
であるとは，次の可換図式を引き起こす底空間の双有理写像があって，

X //

��

X ′
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底空間の一般点上のファイバーの同型Xη
∼= X ′

η′を引き起こすときを言う．特
に集合 Pl(X/S)が一点から成るとき X/S は rigidであると言い，森ファイ
バー空間の圏では有理多様体と対極に位置する興味深い対象である ([3], [4]参
照)．P4内の滑らかな４次超曲面は，rigidな多様体の例である ([4], [7])．
ここまでに概説した３次元代数多様体の明示的研究の立場では，因子収縮

写像およびフリップの明示的理解が基礎となる．３次元フリップについては森
氏の存在証明の過程で，また引き続いてなされたKollár氏との共同研究 [15]
である程度明示的に研究された．一方因子収縮写像については，その明示的
研究がＭＭＰの完成に不要であったため，満足いく結果が得られていなかっ
た．ところが近年，例えば SarkisovプログラムにおいてQ-Fano多様体から
のリンクが因子収縮写像から出発することから認識される通り，因子収縮写
像の明示的理解が不可欠となった．こうして３次元因子収縮写像の明示的研
究は基礎的となった．
因子収縮写像を正確に定義する．f : Y → X を高々端末特異点しか持たな

い代数多様体間の固有射とする．このとき f が因子収縮写像であるとは，Y
上の f の例外集合が素因子であって，−KY が f -豊富であることを言う．３
次元では例外因子の収縮先は曲線または点であるが，収縮先が曲線の場合は
[15]の結果が適用でき，また例外因子が付値として収縮先の曲線から一意に
定まる．収縮先が点の場合が本質的である．今後

f : (Y ⊃ E) → (X 3 P )

は３次元因子収縮写像で例外因子 E を点 P に収縮させる写像とし，f は芽
P ∈ X の上で考えることとする．また f から定まる基本的な二つの値を導入
しておく．一つは P ∈ X の指数 nで，nKX が Cartierとなる最小の正整数
である．もう一つは食い違い係数 a/nで，関係式KY = f∗KX + (a/n)E で
定義される．
以下，３次元因子収縮写像 f の私の明示的研究の成果を解説する．研究は

三段階から構成される．初めに Y の特異点を数値的な意味で分類する．次い
でReid氏の general elephant予想を f に対して証明する．最後にそれらを用
いて f の明示的記述を与える．

−Eはf -豊富であるから，Y = ProjX
⊕

i≥0 f∗OY (−iE)と表示される．従っ
てX 上のイデアル層 f∗OY (iE)は基本的な対象である．X が Gorensteinの
とき，すなわち n = 1のときは f∗OY (iE)を調べれば十分であるが，一般の
場合はEとKY の結合Di,j := iKY + jEを考え，因子層OX(iKX)の部分層
f∗OY (Di,j)を調べる必要がある．これは次のように説明される．Y 上の任意
の点Qは３次元端末特異点であるから，芽Q ∈ Y 上の因子類群の捩れ部分は
標準因子KY を生成元に持つ巡回群となる ([12])．ところがX がGorenstein
のときは，KY の情報は関係式KY ∼ aEによって E の情報に含まれ，E も
また上巡回群の生成元となるのである．
部分層 f∗OY (Di,j)の差の次元 d(i, j) := dim f∗OY (Di,j)/f∗OY (Di,j − E)

は，数値的研究上の基本量である．川又–Viehweg消滅定理 ([13])を用いれば，
d(i, j)は条件 ia/n+j ≤ a/nの下でEuler–Poincaré指標χの差χ(OY (Di,j))−
χ(OY (Di,j −E)) として記述できる．もちろんχを考えるにはXおよび Y を



コンパクト化する必要がある．さらに d(i, j)は特異点版Riemann–Roch公式
([22])を用いて明示的に計算され，ここに Y 上の特異点の貢献による項が現
れる．こうして次元 d(i, j)の解析が Y 上の特異点の数値的情報を引き出す．
分類結果 ([17], [20])によれば，３次元端末特異点は小変形によっていく

つかの端末商特異点に分解するため，Y 上の特異点からこの手続きを経て
得られた端末商特異点の集合 {Q, 1

rQ
(1,−1, bQ)型 }が考えられる．ここで

1
rQ

(1,−1, bQ)型とは，各座標の重みを (1,−1, bQ)として C3 を Z/(rQ)の作
用で割って得られる商特異点を意味する．ともすると集合 {(rQ, bQ)}の情報
が d(i, j)の解析から引き出されると考えられるが，実際はもう少し粗い情報
しか得られない．各点Qの近傍で E ∼ eQKY と書き eQbQを rQで割った剰
余を vQとしたときの，集合 {(rQ, vQ)}の情報が得られるのみである．これは
問題の局所性に起因する．芽 P ∈ X上の問題のため，Euler–Poincaré指標 χ
の値は例外因子Eに沿った差を取って初めて意味を持つ．従って例えばその
点でEがCartierとなる特異点Qについては，特異点版Riemann–Roch公式
に寄与する特異点Qの貢献項が差を取ることで打ち消し合い，ここからはQ
の情報は全く得られないのである．
こうして集合 {(rQ, vQ)}の分類結果が得られる．これに基づき f は，Y 上

本質的な商特異点を一つまたは二つ持つ一般型とおよそ十五種類から成る例
外型に大別される．十五種類を多く感じるかもしれないが，初等的な数値的
議論から例外型の著しい性質が得られる．すなわち，f が例外型のときは aと
nが互いに素ならば，a = 1 (n ≥ 2)，a = 1, 2, 3, 4 (n = 1)となる．つまり
食い違い係数 a/nが非常に小さくなる．特にXが non-Gorensteinの場合，f
の食い違い係数は最小値 1/nとなる．食い違い係数が１以下の例外因子は付
値として有限個しかなく，特にそれが最小値となる付値は早川氏によって詳
細に調べられている ([5], [6])．よって例外型の因子収縮写像 f の研究の焦点
は，aと nが互いに素であるかを判定することとなる．
互いに素かどうかの解析方法は至って簡明である．aとnが共通因子gを持つ

として，a = ga′，n = gn′と書く．鍵となるのが因子Dn′,−a′ = n′KY −a′E =
n′f∗KX である．これは数値的に自明だが線型的に非自明な因子である．こ
の因子の存在は a と n が共通因子を持つことの本質であって，問題を難し
くする反面，逆手に取れば共通因子を持つ場合の解析の突破口ともなる．芽
P ∈ X の指数 g被覆 P ′ ∈ X ′ = SpecX

⊕g−1
i=0 OX(in′KX) を取る．重要なの

は，得られた写像 αX : X ′ → X が Y 上の被覆に持ち上がることである．因
子Dn′,−a′ = n′f∗KX に伴う g重被覆 αY : Y ′ → Y によって次の可換図式を
得る．

(Y ⊃ E)
f ��

(Y ′ ⊃ E′ := α∗
Y E)

αYoo

f ′
��

(X 3 P ) (X ′ 3 P ′)
αXoo

ここで写像 f ′は，E′が可約かもしれない点を除けば因子収縮写像の定義を全
て満たす．そこで fから集合 {(rQ, vQ)}を構成したように f ′から {(rQ′ , vQ′)}
を構成すれば，分類結果が {(rQ′ , vQ′)}に対しても適用できる．あとは二つの
集合 {(rQ, vQ)}, {(rQ′ , vQ′)}の対応を考え，aと nが共通因子を持つ可能性が
完全に決定される．結論として次を得る．

定理. f は例外型とする．このとき次を除いて aと nは互いに素で，従って
a = 1 (n ≥ 2)，a = 1, 2, 3, 4 (n = 1)となる．

(i) P は cD/2型で a/n = 2/2, 4/2．
(ii) P は cE/2型で a/n = 2/2．



記号の説明であるが，例えば cD/2型とは一般超平面切断がD型のDu Val
特異点となる３次元超曲面特異点を Z/(2)の作用で割って得られる端末特異
点を意味する．なお除外した全ての場合とも f の例は存在し，さらに f の明
示的記述を与える方法も存在する．しかしこれらを含む例外は種類が煩雑で
食い違い係数も非常に小さく，最初に述べた３次元代数多様体の大域的側面
の明示的研究への応用の中で，その都度我々の方法で記述すればよい．
さて一般型の fの解析で本質となるのが general elephant予想である．gen-

eral elephantとは単に反標準因子の線型系 |−K|の一般元のことで，定義は
Reid氏による ([22])．彼は，反標準因子が豊富となる３次元の適当な状況下
では general elephantは高々Du Val特異点しか持たないと予想し，これは
general elephant予想として知られている．分類結果に基づく，３次元端末特
異点の芽についての主張の観察から，上予想は立てられた．
私の着眼の根拠は，森氏による３次元フリップの存在定理がこの予想の証

明を通してフロップの存在に帰着させて得られることである．そもそもXの
一般超平面切断の Y 上の双有理変換と例外因子Eのスキーム論的共通部分C
は，消滅定理からH1(OC) = 0が従う点で，３次元フリッピング収縮射と状
況が等しい．例えばP が滑らかな点の場合の f の記述は Y 上の特異点の数値
的分類結果から得られたが，一般の f を統一的に解析，記述するには数値的
分類結果のみでは不十分で，general elephant予想と組み合わせて初めて成功
することが分かった．こうして general elephant予想を目指し，証明したの
である．３次元フリッピング収縮射，および例外因子を曲線に収縮させる３
次元因子収縮写像の結果 [15], [18], [19]と併せて，最終的に次の結果を得る．

定理. f : Y → X 3 P を３次元双有理基本収縮写像 (フリッピング収縮射ま
たは因子収縮写像) の解析的な芽とする．このとき |−KY |の一般元は高々Du
Val特異点しか持たない．

ちなみに general elephant予想の大域的な例では，３次元 Q-Fano多様体
について肯定的な結果 [21], [23], [24]がある一方，h0(−K)が非常に小さいと
きには反例がある ([1])．
我々の f については general elephant予想はさらに強い形で示される．Y

の general elephantを S，そのX 上の双有理変換を SX として写像 S → SX

を構成すれば，general elephant予想からこれはDu Val特異点 P ∈ SX のク
レパント部分解消となる．この写像は例外因子の相対グラフの言葉で記述さ
れ，次の結果を得る．

定理. f は一般型で，食い違い係数 a/nは最小値 1/nでないとする．このと
き次の一方が成立する．

(i) P は cA/n型．
(ii) P は cD/n型で n = 1, 2．

なお私の論文 [10]では，XがGorensteinのときの定理の (ii)の場合が脱落
している．訂正は論文 [11]に附記されている．
この定理を用いて f の明示的記述が得られる．

定理. f を上定理の因子収縮写像とする．

(i) P が cA/n型のとき，芽 P ∈ X を４次元商特異点 C4/ 1
n(1,−1, b, 0)に

適当に埋め込んだのち，f は重み付きブローアップとなる．
(ii) P が cD/n型のとき，芽 P ∈ X を５次元商特異点 C5/ 1

n(1, 1, 1, 0, 1)に
適当に埋め込んだのち，f は重み付きブローアップとなる．



面白いのは (ii)の場合，P ∈ X を５次元商特異点に埋め込んで初めて f が
重み付きブローアップとして記述される点である．この現象は P が cD/2型
で食い違い係数が最小値 1/2のときにも早川氏によって確認されている ([6])．
最後にこのときの例を挙げる．

例. 芽 P ∈ X を

o ∈
(

x2
1 + x2x5 + xr+2

4 = 0
x2x4 + x

(r+2)/a
3 + x5 = 0

)
⊂ C5/

1
2
(1, 1, 1, 0, 1),

で与える．但し (r + 2)/aは奇整数とする．a 6= r + 2ならば P は cD/2型の
端末特異点である．重み ((r + 2)/2, r/2, a/2, 1, (r + 4)/2)による重み付きブ
ローアップ f は因子収縮写像となる．
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