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連続Euler変換の一般化と数値積分への応用
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1 はじめに
著者は，Euler変換の連続拡張として連続Euler変換を提案し，収束の遅い Fourier積分
の収束を加速させることに成功している [3]．本稿は，その連続Euler変換の一般化を行い，
Fourier積分だけではなく，べきのオーダーで単調に減少する積分の収束も同時に加速させ
ることができる新しい変換を提案し，さらに，この一般化された連続 Euler変換を用いる
ことで，今まで直接計算が困難だった複雑な振動項を持つ積分が容易に計算可能となるこ
とを数値例を用いて実証するものである．

2 級数に対する変換
数列の加速法は古くから研究されていて，級数

S =
∞∑

n=0

an (1)

に対する線形の変換は，一般に

S̄n =
n∑

k=0

μnkSk, Sn =
n∑

k=0

ak (2)

であらわされる．ここで，μnkは線形変換の重みであり，変換に応じて具体的に定まる [4]．
例として，よく知られた Euler変換の重みは

μnk =
1

2n

(
n

k

)
(3)

であり，条件
∑n

k=0 μnk(−1 + ε)k = (ε/2)n を満たす．したがって，もし変換前の級数が交
代級数でかつ，ある定数 0 < ε < 2/3, cに対して Sn − S = c(−1 + ε)n のように収束するな
らば，変換後は S̄n − S = c(ε/2)n となり，もとの級数よりも収束が速くなる．
また，Salzer変換の重み [4]は

μnk = (−1)n+k (k + α)n

n!

(
n

k

)
, α > 0 (4)

である．この Salzerの重みは，条件
∑n

k=0 μnk(k + α)−r = δ0r, 0 ≤ r ≤ n を満たすように
選ばれている．したがって，もし級数が Sn = S + c/(n + α)r のように収束するならば，変
換後は正確に S̄n = S, n ≥ r となる．この例より，Salzer変換はべきのオーダーで収束す
る級数に対して利用可能であることが推測でき，また実際に応用されている．
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3 積分に対する変換
積分に対する加速法は一般にはあまり研究されておらず，ここでは積分

I =
∫ ∞

0
f(x)dx (5)

に対する線形の変換を，

Ī(L) =
∫ L

0
φ(L, x)I(x)dx, I(L) =

∫ L

0
f(x)dx (6)

と定義する．ここで，φ(L, x)は重み関数である．また，変換 (6)は

Ī(L) =
∫ L

0
w(L, x)f(x)dx, w(L, x) =

∫ L

x
φ(L, t)dt (7)

と書き換えられる．後者の変換はw(L, x)を前もって計算しておくことが可能となるので，
数値計算上効率的になる．
まず最初の例として，Euler変換の連続拡張を考える．連続 Euler変換 [3]の重み関数は

φ(L, x) =
2√

2πσ2L
e−(2x−L)2/(2σ2L) (σ > 0) (8)

であり，(3)式を二項分布の確率とみなして n → ∞での極限をとったものに相当する．こ
の重み関数は，条件∫ L

0
φ(L, x)eiωxdx = eiωL/2e−σ2ω2L/8 + O(L−1/2e−L/(2σ2))

を満たすことで，それを用いた変換は収束の遅いFourier積分を加速させることができると
考えられる．実際，ある弱い条件のもとにおいて，連続Euler変換は，Fourier積分 I(L) =∫ L
0 f(x)eixdx を指数関数的に収束する積分 |I − Ī(L)| = o(exp(−CL)), C > 0 に変換する
ことは，すでに証明されている [3]．
次に，Salzer変換の連続拡張を考える．まず (4)式は，選点直交多項式 [2]

Pn,m(x) =
n∑

r=0

(−1)r

(
n

r

)(
n + r

r

)
x(x − 1) · · · (x − r + 1)

m(m − 1) · · · (m − r + 1)
, m ≥ n > 0

を用いて

μnk = (−1)n (k + α)n

n!
Pn,n(k) (9)

と書き直すことができることに注目する．その場合，選点直交多項式の直交性
m∑

k=0

Pn,m(k)Pl,m(k) =
(n + m + 1)!(m − n)!

(2n + 1)(m!)2
δnl

から，重みの満たす条件として
∑n

k=0 μnk(k + α)−r = δ0r, 0 ≤ r ≤ n が導かれると考える
ことができる．このことを踏まえると，重み関数として

φ(L, x) =
(2N + 1)!(x + α)N

(N !)2LN+1
PN(2x/L − 1) (10)
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を導入することで，Salzer変換の連続拡張が可能となることが予想できる．ここで，N は
ある整数で，Pn(x)はLegendre多項式である．Legendre多項式の直交性から，この重み関
数は条件 ∫ L

0
φ(L, x)(x + α)−rdx = δ0r, 0 ≤ r ≤ N

を満たすものである．次の定理は，この連続Salzer変換がある条件下において，べきのオー
ダーで収束する積分を加速させることを示すものである．

定理 1 定数 β ≥ 0, br, cr, p > 1, q > 1が存在して

I(L) = I +

⎧⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎩

∞∑
r=0

br(L − β/2)r, 0 ≤ L ≤ β

∞∑
r=1

cr

(L + α)r
, L ≥ β

(11)

かつ
∞∑

r=0

|br|(pβ/2)r = Bp < +∞,
∞∑

r=1

|cr|
((α + β)/q)r

= Cq < +∞ (12)

を満たすならば，L ≥ βに対して

|Ī(L) − I| ≤ (2N + 1)

⎛
⎝Bp

(
8α + 4(p + 1)β

(p − 1)L

)N

+
Cq

q

(
4(α + β)

(q − 1)L

)N
⎞
⎠ (13)

が成り立つ．
証明 I(L) = I + g(L)と置く．(6)式と (10)式から，変換は

Ī(L) = I +
(2N + 1)!

(N !)2LN+1

∫ L

0
g(x)(x + α)NPN(2x/L − 1)dx (14)

となる．ここで，2nn!Pn(x) = (d/dx)n(x2 − 1)n であるので，部分積分より

Ī(L) = I +
(2N + 1)!

4N(N !)3L

∫ L

0

dN

dxN

(
g(x)(x + α)N

) (
1 − (2x/L − 1)2

)N
dx (15)

となり，さらに
(2N)!

4N(N !)2
=

1 · 2 · 3 · 4 · · · 2N
2 · 2 · 4 · 4 · · · 2N ≤ 1

から，
|Ī(L) − I| ≤ (2N + 1)(U + V ), (16)

U =
1

N !
max
0≤x≤β

∣∣∣∣∣ dN

dxN

( ∞∑
r=0

br(x − β/2)r(x + α)N

)∣∣∣∣∣ (4x/L)N , (17)

V =
1

N !
max

β≤x≤L

∣∣∣∣∣ dN

dxN

( ∞∑
r=1

cN+r

(x + α)N+r
(x + α)N

)∣∣∣∣∣ (4x/L)N (18)

と評価できる．
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U の一つの項に注目すると

ur :=
1

N !
max
0≤x≤β

∣∣∣∣∣ dN

dxN

(
(x − β/2)r(x + α)N

)∣∣∣∣∣
=

1

N !
max
0≤x≤β

∣∣∣∣∣ dN

dxN

N∑
k=0

(
N

k

)
(α + β/2)N−k(x − β/2)r+k

∣∣∣∣∣
≤

N∑
k=max(0,N−r)

(
N

k

)
(α + β/2)N−k

(
r + k

N

)
(β/2)r+k−N

となり，ここで (
r + k

N

)
(p − 1)N ≤ (1 + (p − 1))r+k = pr+k

を用いると

ur ≤
N∑

k=0

(
N

k

)
(α + β/2)N−k(pβ/2)r+k((p − 1)β/2)−N

=

(
α + (p + 1)β/2

(p − 1)β/2

)N

(pβ/2)r

と評価できる．したがって，

U ≤
∞∑

r=0

|br|ur(4β/L)N ≤ Bp

(
8α + 4(p + 1)β

(p − 1)L

)N

(19)

が得られる．
V の項も同様に

vr :=
1

N !
max

β≤x≤L

∣∣∣∣∣ dN

dxN

(
(x + α)−N−r(x + α)N

)∣∣∣∣∣ (4x/L)N

= max
β≤x≤L

(
N + r − 1

N

)
(x + α)−N−r(4x/L)N

となり，ここで (
N + r − 1

N

)
(q − 1)N ≤ (1 + (q − 1))N+r−1 = qN+r−1,

(x + α)−N−rxN ≤ (x + α)−r

を用いると，

vr ≤ 1

q

(
4(α + β)

(q − 1)L

)N
1

((α + β)/q)N+r

と評価でき，

V ≤
∞∑

r=1

|cN+r|vr ≤ Cq

q

(
4(α + β)

(q − 1)L

)N

(20)

が得られる． �

4



4 連続Euler変換の一般化
ここでは，連続Euler変換に連続 Salzer変換の性質を持たせることを考える．これは，重
み関数

φ(L, x) =
2N+1(x + α)N

√
2πN !(σ2L)(N+1)/2

hN((2x − L)/(σL1/2)), hn(x) = Hn(x)e−x2/2 (21)

を導入することでなされる．ここで，Hn(x)はHn(x) = (−1)nex2/2(d/dx)ne−x2/2 で定義さ
れるHermite多項式である．Hermite多項式の直交性により，この重みは条件∫ L

0
φ(L, x)(x + α)−rdx = δ0r + O(e−L/(2σ2)), 0 ≤ r ≤ N

を満たすものである．また，この重み (21)は連続Euler変換の重み (8)の一般化でもあり，
条件 ∫ L

0
φ(L, x)eiωxdx =

1

N !
e−iωα dN

dωN

(
ωNeiω(L/2+α)e−σ2ω2L/8

)
+ O(e−L/(2σ2))

も満たす．したがって，この変換により，べきのオーダーで減少する積分とFourier積分の
両方の収束の加速に成功することが期待できる．この一般化連続 Euler変換の厳密な加速
の評価は複雑になると考えられるので別の機会にし，ここでは次節でいくつかの数値例を
示すことにする．

5 計算例
まず簡単な例として積分

I1 =
∫ ∞

0

x sin x

1 + x2
dx =

π

2
e−1

I2 =
∫ ∞

0

1

1 + x2
dx =

π

2

I3 =
∫ ∞

0

sin2 x

x2
dx =

π

2

に対する計算の結果を表 1 に示す．I1は収束の遅い Fourier積分で，I2はべきで収束する
積分である．さらに，I3は I3(L) =

∫ L
ε 1/(2x2)dx − ∫ L

ε cos(2x)/(2x2)dxであり，I1と I2の
両方の性質を持つ積分である．計算方法は (7)式を用い，重み関数 (21)の積分は

w(L, x) =
∫ ∞

x
φ(L, t)dt −

∫ ∞

L
φ(L, t)dt, (22)

∫ ∞

x
φ(L, t)dt =

N∑
n=0

2n(x + α)n

√
2πn!(σ2L)n/2

hn−1((2x − L)/(σL1/2)) (23)

により計算した．ここで，h−1(x)を

h−1(x) :=
∫ ∞

x
e−t2/2dt =

√
π

2
erfc(x/

√
2)
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と定義して計算する．パラメーターは σ2 = 2, α = 1.0と選び，積分の計算には 160 点の
Legendre-Gauss則を用いた．表 1 より，連続Euler変換は I1，連続 Salzer変換は I2にしか
効果がないのに対して，一般化連続Euler変換はすべての積分に効果があることがわかる．

表 1: 積分 I1, I2, I3の加速例 (σ2 = 2, α = 1.0)

変換 L N I1の誤差 I2の誤差 I3の誤差
I(L) (重みなし) 50 - 1.9 × 10−2 2.0 × 10−2 9.9 × 10−3

Ī(L) (連続 Euler変換) 50 - 3.4 × 10−7 4.2 × 10−2 2.1 × 10−2

I(L) (重みなし) 12 - 6.5 × 10−2 8.3 × 10−2 4.0 × 10−2

Ī(L) (連続 Salzer変換) 12 12 450 8.9 × 10−9 180

I(L) (重みなし) 150 - 4.6 × 10−3 6.7 × 10−3 3.3 × 10−3

Ī(L) (一般化連続 Euler変換) 150 5 8.2 × 10−10 2.3 × 10−9 2.3 × 10−9

次に，より複雑な積分

I4 =
∫ ∞

0

1

x2 + cos2 x
dx = 1.8934377747 · · ·

I5 =
∫ ∞

0
log(1 + sin2 x) log

cos2 x + x2

1 + x2
dx = −0.4080063674 · · ·

I6 =
∫ ∞

0

exp(sin x) − 1

x(x + cos x)
dx = 1.8131877148 · · ·

に対する計算の結果を表 2 に示す．これらの積分はいずれも漸近的に Fourier核 einxを含
む項と単調にべき乗で収束する項をあわせもつ積分であり，一般の振動積分に対する計算
ルーチンが適用困難な例である．パラメーターはN = 5, σ2 = 2, α = 1.0と選び，積分の計
算には 800 点のLegendre-Gauss則を用いた．表 2 より，従来の連続Euler変換はこの場合
まったく効果がないのに対して，今回提案した一般化連続 Euler変換は加速効果が現れて
いるのがわかる．

表 2: 積分 I4, I5, I6の加速例 (N = 5, σ2 = 2, α = 1.0)

変換 L I4の誤差 I5の誤差 I6の誤差
I(L) (重みなし) 150 6.7 × 10−3 1.8 × 10−3 1.8 × 10−3

Ī(L) (連続 Euler変換) 150 1.4 × 10−2 3.7 × 10−3 3.6 × 10−3

Ī(L) (一般化連続 Euler変換) 150 2.8 × 10−9 8.1 × 10−10 2.7 × 10−9

さらに応用例として，レーザーの高調波発生の物理モデル [1]で現れる積分の一つ

I7 =
∫ ∞

0

(
1

a + ix

)3/2

exp

(
−ib

4 sin2(x/2)

x
− icx

)
Jν

(
b

(
sin x − 4 sin2(x/2)

x

))
dx

a = 1/15, b = 16, c = 0, ν = 16

を計算し，従来の方法と実行時間を比較した結果を表 3に示す．計算環境は CPUが Intel

Xeon 2.4GHz でコンパイラが Intel Fortran Compiler 6.0 for Linux である．この積分は，
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減衰の項がO(x−3/2)なので，計算に用いた重み関数は，べきを 1/2だけずらしてφ(L, x) =

dN(x + α)N−1/2hN((2x − L)/(σL1/2)) とした．ここで，dN は正規化定数でw(L, 0) = 1と
なるように定めている．この積分では台形則にとって高精度を与える条件がそろっている
ため，刻み幅 0.05の台形則を用いて計算した．比較のために，本方法に加えて，従来の重
みを用いない方法と，積分区間を [2mπ, 2m+1π] づつ分割して ε加速を行う方法 (この方法
は c = 0のときのみ可能)でそれぞれ計算させた．比較の結果，一般化連続Euler変換を用
いる方法は従来の方法と比べて，非常に高速で効率の良いものであることがわかる．

表 3: I7の計算例 (N = 8, σ2 = 2.5, α = 1.0)

変換 L 相対誤差 CPU時間
重みなし (従来) 3 × 108 2.9 × 10−4 4.2時間
積分分割+ε加速 2.6 × 104 7.5 × 10−10 1.3秒

一般化連続 Euler変換 300 6.6 × 10−10 0.015秒

6 まとめ
本稿では，Salzer変換の連続拡張として連続 Salzer変換を導き，それをもとにして連続

Euler変換の一般化を行った．そして，この一般化連続 Euler変換は，Fourier積分だけで
なく，べきのオーダーで単調に減少する積分の収束も同時に加速させることができる変換
であることを示した．さらに，この変換は，よく知られた基本的な積分則と組み合わせる
だけで，複雑な振動項を持つ積分を高速かつ高精度に計算させることが可能であることを
も実証した．
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