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連続Euler変換と
Fourier積分の収束の加速

大浦拓哉

京都大学数理解析研究所

1 はじめに

通常の Euler変換は，交代級数の収束を加速するための方法の一つである．一方，交代級数

S =
∞∑

n=0

(−1)nf(n) =
∞∑

n=0

eiπnf(n) (1.1)

は，Fourier積分
I =

∫ ∞

0
eiπxf(x) dx (1.2)

を刻み幅 1で離散化したものである．したがって，Euler変換を連続化すればFourier積分の収束が加
速されるものと期待できる．本稿ではまず，Fourier積分の収束を速くするための方法の一つとして連
続 Euler変換を導く．この連続 Euler変換とは，ある種の重みを被積分関数に掛ける変換であり，ど
んなに収束の遅い Fourier積分でも短い有限区間の積分に近似的に変換できることを示す．また，加
速を速くするような連続 Euler変換の重み関数の選び方についても調べる．
次に，連続 Euler変換を Fourier積分の計算に応用することを考える．一般に，収束の遅い Fourier
積分の計算は，通常の数値積分公式が直接利用できず，普通の積分と比較して計算が複雑で計算量が
多くなるという傾向がある [5], [6]．しかし，連続 Euler変換を用いることで，本来は Fourier積分に
は使えないさまざまな有限区間の数値積分公式が容易に利用可能になり，従来の方法よりも効率よく
計算できるようになることを示す．

2 Euler変換の重みの連続化

交代級数

S =
∞∑

n=0

(−1)nan (2.1)

を考える．一般に，この級数の Euler変換は，

SEuler =
1
2

∞∑
n=0

(−1
2
Δ)na0 , (Δan ≡ an+1 − an) (2.2)

で表される．また，Euler変換された級数を N 項で打ち切った和は，次のように表すこともできる [3]．

S
(N)
Euler =

1
2

N−1∑
n=0

(−1
2
Δ)na0

=
N−1∑
m=0

w(N)
m (−1)mam (2.3)
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w
(N)
m は Euler変換の重みで，

w(N)
m =

N∑
n=m+1

1
2N

(
N

n

)
(2.4)

である．
ここで，N → ∞での w

(N)
m の振舞いを調べる．w

(N)
m は二項分布の上側確率と考えられるので，中

心極限定理より，

w(N)
m ∼

∫ ∞

m+1

1√
2π · N/4

e−(x−N/2)2/(2·N/4) dx , N → ∞

∼ 1√
π

∫ ∞

m/
√

N/2−
√

N/2
e−t2 dt (2.5)

となる．したがって N → ∞のときの w
(N)
m の振舞いは次のようになることがわかる．

w(N)
m ∼ 1

2
erfc(m/

√
N/2 −

√
N/2) , N → ∞ (2.6)

erfc(x) ≡ 2√
π

∫ ∞

x
e−t2 dt

そこで，p, qを N に依存する正の数として，連続な重み関数

w(x; p, q) =
1
2
erfc(x/p − q) (2.7)

を導入する．
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図 1: 離散的な重み w
(N)
m と連続な重み w(x; p, q) ( N = 16，p = q = (N/2)1/2)

次に，Euler変換の離散的な重み w
(N)
m の代わりに，この連続な重み関数 w(x; p, q)を用いても，交

代級数の加速ができることを示す．まず，

S(N) =
N−1∑
n=0

(−1)nf(n) (2.8)

S(N)
w =

N−1∑
n=0

w(n; p, q)(−1)nf(n) (2.9)

とおく．
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定理 1 w(x; p, q) = 1
2erfc(x/p − q) ( p, qはある正の数)とし，f(z)が領域 | arg(z + 1/2)| ≤ δ ( δは

ある正の数で δ < π/2と仮定する)で正則で，その領域で |f(z)| ≤ M かつ

lim
R→∞

max
|θ|≤δ

|f(R − 1/2 + iR tan θ)| = 0

を満たすとする．このとき，任意の α ≤ tan δ, 0 < α < 1に対して，

|S(∞) − S(∞)
w | <

M
√

1 + α2

1 − e−πα/2

( √
πp√

1 − α2
e(q′−παp/2)2/(1−α2) +

2
πα

e(q′−παp)q′
)

e−q′2 (2.10)

が成り立つ．ただし，q′ = q + 1/(2p)である．
証明
誤差 S(N) − S

(N)
w は留数定理より，

S(N) − S(N)
w =

1
2πi

∫
C

π

sinπz
(1 − w(z; p, q))f(z) dz (2.11)

と書ける．ただし，積分路 C は図 2 に示すものである．
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図 2: 積分路 C

よって，この誤差は不等式

|S(N) − S(N)
w | ≤ 1

2π

∫
C

∣∣∣∣ π

sinπz

∣∣∣∣ · |1 − w(z; p, q)| · |f(z)| · |dz| (2.12)

で抑えられ，この式の右辺を評価することで求める結果が得られる．
そこで，まず複素平面上での誤差関数の振舞いを調べておく．誤差関数の定義より，

1 − 1
2
erfc(z) = 1 − 1√

π

∫ ∞

0
e−(t+z)2 dt

=
1√
π

∫ 0

−∞
e−(t+z)2 dt (2.13)

であるので，絶対値をとって評価することにより，

∣∣∣∣1 − 1
2
erfc(z)

∣∣∣∣ ≤
⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

1 +
1√
π

∫ ∞

0
|e−t2−z2 | dt = 1 +

1
2
|e−z2 | , Re z ≥ 0

1√
π

∫ 0

−∞
|e−t2−z2 | dt =

1
2
|e−z2 | , Re z < 0

(2.14)
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を得る．
この結果を用いて，(2.12)式の CN からの寄与を評価すると，次のようになる．

1
2π

∫
CN

∣∣∣∣ π

sinπz

∣∣∣∣ · |1 − w(z; p, q)| · |f(z)| · |dz|

<
1
2π

∫ ∞

−∞
π

cosh πy
dy ·

(
1 +

1
2
e−((N−1/2)/p−q)2+(Nα/p)2

)
·max
|y|≤α

|f(N − 1/2 + iNy)|
→ 0 , N → ∞ (2.15)

次に，(2.12)式の C+上 ( z = t − 1/2 + iαt)からの寄与を評価する．まず |π/ sinπz|については，∣∣∣∣ π

sin πz

∣∣∣∣ =
2π

|1 − e2πiz| |e
πiz|

≤ 2π

1 + e−2παt cos 2πt
e−παt

<
2π

1 − e−πα/2
e−παt (2.16)

となり，次に |1 − w(z; p, q)|については，

|1 − w(z; p, q)| =
∣∣∣∣1 − 1

2
erfc((t − 1/2)/p − q + iαt/p)

∣∣∣∣
≤

⎧⎪⎨
⎪⎩

1 +
1
2
e−(t/p−q′)2+(αt/p)2 , t ≥ pq′

1
2
e−(t/p−q′)2+(αt/p)2 , t < pq′

(2.17)

となる．ここで，q′ = q + 1/(2p)である．したがって，C+からの寄与は次のようになる．

1
2π

∫
C+

∣∣∣∣ π

sinπz

∣∣∣∣ · |1 − w(z; p, q)| · |f(z)| · |dz|

<
1
2π

2π

1 − e−πα/2

(∫ ∞

0
e−παt 1

2
e−(t/p−q′)2+(αt/p)2M

√
1 + α2 dt

+
∫ ∞

pq′
e−παtM

√
1 + α2 dt

)

<
M

√
1 + α2

1 − e−πα/2

( √
πp

2
√

1 − α2
e(q′−παp/2)2/(1−α2) +

1
πα

e(q′−παp)q′
)

e−q′2 (2.18)

(2.12)式の C−からの寄与は C+からの寄与とまったく同じになることがわかる．したがって，

|S(∞) − S(∞)
w | = lim

N→∞
|S(N) − S(N)

w |

<
M

√
1 + α2

1 − e−πα/2

( √
πp√

1 − α2
e(q′−παp/2)2/(1−α2) +

2
πα

e(q′−παp)q′
)

e−q′2 (2.19)

が得られる． [証明終り]

定理 1より，p, qおよび αを

q′ = q +
1
2p

=
πα

2
p (2.20)
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となるように選んだときの S
(∞)
w の誤差は，

|S(∞) − S(∞)
w | <

M
√

1 + α2

1 − e−πα/2

( √
πp√

1 − α2
+

2
πα

)
e−q2

(2.21)

と評価される．したがって，条件 (2.20)のもとで αを固定して qを大きくすれば，S
(∞)
w の誤差は急

激に小さくなることがわかる．
次に，級数 S

(∞)
w を N 項で打ち切った和 S

(N)
w の誤差について考える．w(n; p, q)の振舞いは nの

大きいところで w(n; p, q) ≤ 1
2 exp(−(n/p − q)2)となるので，この打ち切り誤差を十分小さくするに

は，打ち切る項数 N は，

N = 	2pq + 1
 = 	 4
πα

q′2
 (2.22)

とすればよい．

系 1 (連続な重みでの交代級数の加速の速さ)
(2.20)式，(2.22)式のもとでの S

(N)
w の全誤差は，

|S(∞) − S(N)
w | ≤ |S(∞) − S(∞)

w | +
∞∑

n=N

|w(n; p, q)(−1)nf(n)|

≤ |S(∞) − S(∞)
w | + M

2

∞∑
n=N

exp(−(n/p − q)2)

= O(α−2(1 − α)−1/2qe−q2
)

= O(α−3/2(1 − α)−1/2
√

Ne−παN/4) , N → ∞ (2.23)

となる．

要するに，もとの級数の収束がどんなに遅くても定理 1の条件を満足すれば，連続な重みの Euler
変換 S

(N)
w は，計算項数 N の関数として指数関数的に極限値に収束させることができるのである．

次に，交代級数の加速例として，

S =
∞∑

n=0

(−1)n

n + 1
= log 2 (2.24)

を

1. 通常の Euler変換

S
(N)
Euler =

1
2

N−1∑
n=0

(−1
2
Δ)na0

2. 連続な重みの Euler変換

S(N)
w =

N−1∑
n=0

w(n; p, q)(−1)nan

によって計算した結果を表 2 に示す．
ここで p, qは，定理 1の誤差評価より N = 2pq, q = πp/2となるように選んである．この計算例
より，連続な重みの Euler変換は通常の Euler変換に近い加速効果が得られることがわかる．
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方法 N 絶対誤差
直接の和 21 2.3 × 10−2

1. 通常の Euler変換 21 2.1 × 10−8

2. 連続な重みの Euler変換 21 1.6 × 10−9

3 Fourier積分に対する連続Euler変換

Fourier積分
I =

∫ ∞

0
f(x)eiωx dx (3.1)

( ω > 0と仮定)に対する連続 Euler変換を

I(L)
w =

∫ L

0
w(x; p, q)f(x)eiωx dx (3.2)

で定義する．ただし，重み関数 w(x; p, q)は，∫ ∞

−∞
φ(t) dt = 1 , lim

t→±∞φ(t) = 0 (3.3)

を満たす関数 φ(t)により

w(x; p, q) =
∫ ∞

x/p−q
φ(t) dt (3.4)

と一般化し，p, qは積分を打ち切る区間 Lおよび ωに依存する正の数とする．
次に，被積分関数 f(x)の減衰がきわめて遅くても，連続Euler変換 I

(L)
w は，区間の長さ Lに対し

て指数関数的に積分値 Iに収束させることができることを示す．ここでは簡単のため，具体的な関数
φ(t)として，Euler変換の連続化で得られる正規分布関数を用いたときの加速効果を調べる．

定理 2 w(x; p, q) = 1
2erfc(x/p − q) ( p, q はある正の数) とし，関数 f(z), E(z; ω) が領域 0 ≤

arg(z − r) ≤ δ ( rはある実数，ω, δはある正の数で δ < π/2と仮定する)で正則で，その領域で
|f(z)| ≤ M1, |E(z; ω)| ≤ M2|eiωz|かつ

lim
R→∞

max
0≤θ≤δ

|f(R + r + iR tan θ)| = 0

を満たすならば，任意の α ≤ tan δ, 0 < α < 1に対して，∣∣∣∣
∫ ∞

r
f(x)E(x; ω) dx −

∫ ∞

r
w(x; p, q)f(x)E(x; ω) dx

∣∣∣∣
≤ M1M2

√
1 + α2

( √
πp

2
√

1 − α2
e(q′−ωαp/2)2/(1−α2) +

1
ωα

e(q′−ωαp)q′
)

e−q′2 (3.5)

が成り立つ．ただし，q′ = q − r/pである．
証明
積分

ΔI(R)
w =

∫ r+R

r
f(x)E(x; ω) dx −

∫ r+R

r
w(x; p, q)f(x)E(x; ω) dx

=
∫ r+R

r
(1 − w(x; p, q))f(x)E(x; ω) dx (3.6)

において，積分路 (r, r + R) を正則な領域の範囲で，図 3 のような C+, CRに変形する．
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図 3: 積分路 C+ + CR

このとき，

|ΔI(R)
w | =

∣∣∣∣∣
∫

C++CR

(1 − w(z; p, q))f(z)E(z; ω) dz

∣∣∣∣∣
≤

∫
C++CR

|1 − w(z; p, q)| · |f(z)| · |E(z; ω)| · |dz| (3.7)

が成り立ち，定理 1と全く同じ考え方でこの積分を評価することにより，求める結果が得られる．[証
明終り]

この定理で r = 0, E(z; ω) = exp(iωz)とおけば，Fourier積分 (3.1)に対して w(x; p, q)を乗じた
積分

Iw =
∫ ∞

0
w(x; p, q)f(x)eiωx dx (3.8)

の誤差が得られる．とくに，p, qおよび αを

q =
ωα

2
p (3.9)

となるように選べば，

|I − Iw| < M1

√
1 + α2

( √
πp

2
√

1 − α2
+

1
ωα

)
e−q2

(3.10)

のように評価される．要するにこれは，被積分関数に単に w(x; p, q)を乗ずるだけの操作で，積分値
を近似的に保ったままで，収束のきわめて遅い積分 I から収束のきわめて速い積分 Iwに変換できる
ことを意味する．
次に，連続Euler変換 (3.2)の誤差を調べる．そのためには，積分 (3.8)を Lで打ち切った誤差を調
べなければならない．積分の打ち切りを

L = 2pq =
4

ωα
q2 (3.11)

と選べば，この打ち切りの誤差は，

|Iw − I(L)
w | ≤

∫ ∞

L
|w(x; p, q)f(x)eiωx| dx

≤ M1

2

∫ ∞

2pq
exp(−(x/p − q)2) dx

≤
√

πM1p

4
e−q2

(3.12)
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となり，(3.10)式の右辺と同じオーダーにすることができる．

系 2 (連続Euler変換の加速の速さ)
(3.9)式，(3.11)式のもとで，重み関数を w(x; p, q) = 1

2erfc(x/p − q)と選んだ連続 Euler変換の全
誤差は，

|I − I(L)
w | ≤ |I − Iw| + |Iw − I(L)

w |

< M1

(√
π
√

1 + α2p

2
√

1 − α2
+

√
πp

4
+

√
1 + α2

ωα

)
e−q2

= O((ωα)−1/2(1 − α)−1/2
√

Le−ωαL/4) , L → ∞ (3.13)

となる．

p, qの具体的な定め方は，まず e−q2
が許容誤差より十分小さくなるように qを定め，次に pを適

当に定める．このとき，pを αの範囲と ωに依存するように定めると，計算する積分区間 Lは小さ
くできる．
また，定理 2の E(z; ω)を Hankel関数などに選ぶことで，この方法は Fourier変換だけでなく，

Bessel関数のように漸近的に eiωz のように振舞う振動項を持つ関数の積分に対しても有効であるこ
とがわかる．

4 連続Euler変換の重みの拡張

連続 Euler変換の誤差を小さくするためには，その重み関数は任意には選べず，さらにある条件が
必要になる．ここでは，Fourier変換に対する一般の重み関数による連続 Euler変換の誤差を考える．
まず，f(x)の Fourier変換

F (ω) =
1
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−iωx dx (4.1)

を，重み関数

ŵ(x; p, q) =
∫ x/p+q

x/p−q
φ(t) dt (4.2)

を用いて

Fŵ(ω) =
1
2π

∫ ∞

−∞
ŵ(x; p, q)f(x)e−iωx dx (4.3)

で近似したときの誤差を考える．ただし，φ(t)は，(3.3)式を満たす関数である．
ここで，(4.3)式は畳み込み

Fŵ(ω) =
∫ ∞

−∞
Ŵ (ω − ω′)F (ω′) dω′ (4.4)

と等価であることに注意する．ただし，Ŵ (ω)は ŵ(x; p, q)の Fourier変換で，

Ŵ (ω) =
1
2π

∫ ∞

−∞
ŵ(x; p, q)e−iωx dx

=
sin(pqω)

πω
2πΦ(pω) (4.5)

Φ(ω) =
1
2π

∫ ∞

−∞
φ(x)e−iωx dx (4.6)
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である．この結果を畳み込みの式 (4.4)に代入して

Fŵ(ω) =
∫ ∞

−∞
F (ω′)

sin(pq(ω − ω′))
π(ω − ω′)

2πΦ(p(ω − ω′)) dω′ (4.7)

を得る．これは sinc近似の連続版である．もし，F (ω), Φ(ω)が解析的で滑らかな関数ならば，sinc
近似の典型的な誤差の振舞いは qに対して O(exp(−Cq))と指数関数で減少することがわかっている．
しかし，一般に O(|x|−m)の減衰をする関数のFourier変換は，ωに関する m− 1階微分が不連続に
なり，とくに f(z)，f(−z)の z平面上での振舞いが定理 2の条件を満たすとき，F (ω)は Re ω = ±0
の境界で解析的ではなくなり，通常の sinc近似の誤差評価は利用できない．具体的な (4.7)式の誤差
評価は次の定理を用いて F (ω)および Φ(ω)の性質に応じて個別に行わなければならない．

定理 3 関数 F (ζ)，F (−ζ)，Φ(p(ω − ζ))，Φ(p(ω + ζ))が領域 | arg(ζ)| < γ，(γ > 0，ω �= 0で実数)
で正則で

lim
R→±∞

∫ γ

−γ
|F (Reiθ)Φ(p(ω − Reiθ))| exp(−pq|Im Reiθ|) dθ = 0

lim
ε→±0

∫ γ

−γ
|F (εeiθ)Φ(p(ω − εeiθ))|ε dθ = 0

を満たすならば，任意の 0 < θ < γに対して，

|F (ω) − Fŵ(ω)| ≤
∫

Cθ++Cθ−
|F (ζ)|exp(−pq|Im ζ|)

|ω − ζ| |Φ(p(ω − ζ))| · |dζ| (4.8)

を満たす．ただし，積分路 Cθ+， Cθ−は図 4 に示すものである．

�

�

Im ζ

Re ζ
θ
θ

��������������������������������������

Cθ+

Cθ+

������������������	

�������������������

Cθ−

Cθ−

図 4: 積分路 Cθ+， Cθ−

証明
まず，

sin(pqω)
πω

=
exp(+ipqω) − 1

2πiω
− exp(−ipqω) − 1

2πiω

=
exp(+ipq(ω + i0)) − 1

2πi(ω + i0)
− exp(−ipq(ω − i0)) − 1

2πi(ω − i0)

=
exp(+ipq(ω + i0))

2πi(ω + i0)
− exp(−ipq(ω − i0))

2πi(ω − i0)
+ δ(ω) (4.9)
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を (4.7)式に代入し，次に積分路を実軸から Cθ+，Cθ−に変形することで結果が得られる．[証明終り]

定理 3の評価から，もし |ω′|が大きいところで |Φ(ω′)|がゼロまたは非常に小さくなるという条件
があれば，p → ∞で |Φ(p(ω − ζ))|からの実軸近傍の誤差の寄与は小さくできることがわかる．した
がって，φ(t)はこの条件を満たすように決めるべきである．一方，exp(−pq|Im ζ|)は通常の sinc近似
による誤差の項であり，p, qはこの二つの誤差がうまくつりあうようにに決めるべきである．
さらに連続 Euler変換は，積分 Fŵ(ω)を区間 L±で打ち切ったものであり，その打ち切り誤差も
同時に小さくなければならない．もし， f(±z)，ŵ(±z; p, q)に定理 2の仮定の解析性があり，φ(t)に
t′が大きいところで

∫∞
t′ φ(±t)dtが非常に小さいという条件があればこの誤差は小さくなることが示

せる．
したがって，条件

1. |ω′|が大きいところで |Φ(ω′)|がゼロまたは非常に小さい．

2. t′が大きいところで
∫∞
t′ φ(±t)dtが非常に小さい．

が同時に成り立てば，連続 Euler変換の全誤差は小さくなると期待できる．
このような条件を満たす重み関数の一例として，I0-sinh窓

Φ(ω) =
I0(β

√
1 − ω2)

2πI0(β)
, |ω| ≤ 1 (4.10)

Φ(ω) = 0 , |ω| > 1 (4.11)

が知られている [2]．これは，あるノルムで上の条件を最適化する関数である．このとき

w(x; p, q) =
1

πI0(β)

∫ ∞

x/p−q

sinh
√

β2 − t2√
β2 − t2

dt (4.12)

となる．これ以外にも同様な性質の重み関数はいくつか挙げることができる．また，これらの重み関
数による連続 Euler変換の詳しい誤差解析は，具体的な関数 f(x)が定まれば容易に行える．

5 Fourier積分の計算例

収束の遅い Fourier積分に対して連続 Euler変換を適用した後に，既存の有限区間の積分公式で計
算した具体例をいくつか示す．
まず，Fourier積分

I1 =
∫ ∞

0

cos x√
1 + x2

dx = K0(1) (5.1)

に対して連続Euler変換を適用して有限区間の積分に変換した後，Legendre-Gauss則を用いて計算し
た結果を表 1 に示す．参考のため，従来から用いられている古典的な計算方法による結果も示す．こ
の従来の計算方法は，(5.1)式を，

I1 =
∞∑

j=0

I1(j) , I1(j) =
∫ π(j+1)

πj

cos x√
1 + x2

dx (5.2)

と考え，いくつかの I1(j)の値を既存の積分公式で計算しておき，それをもとにして交代級数の加速
を行い I1を求める方法である [5]．
計算に用いたパラメータは，
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1. 連続 Euler変換 : 連続 Euler変換 (φ(t) = π−1/2e−t2，q = p/2 = 4，L = 2pq)＋ 60点Gauss則

2. 従来の方法 : 通常の Euler変換 (24点)＋ 12点Gauss則

であり，理論的誤差が 10−7程度になるように選んである．

表 1: 積分 I1に対する計算例
方法 関数評価回数 絶対誤差

連続 Euler変換 60 2.1 × 10−9

従来の方法 288 4.1 × 10−9

この結果より，連続 Euler変換による方法は従来の方法に対して 1/5程度の計算量で済むことがわ
かる．
次に，さまざまな積分公式との比較例として，I1と

I2 =
∫ ∞

0

sinx

1 + x2
dx = 0.646761122779 · · · (5.3)

に対して，いくつかの積分公式を用いて計算したときの結果を表 2 に示す．連続 Euler変換は φ(t) =
π−1/2e−t2， q = p/2 = 4，L = 2pqとし，用いた積分公式は

1. 台形則

2. Legendre-Gauss則

3. Clenshaw-Curtis則 (Chebyshev級数展開による積分公式)

である．

表 2: 積分 I1，I2に対する連続 Euler変換による計算例
I1 I2

積分則 標本数 誤差 標本数 誤差
台形則 201 5.0 × 10−9 - -

Legendre-Gauss則 60 2.1 × 10−9 60 7.0 × 10−9

Clenshaw-Curtis則 65 7.6 × 10−9 65 2.0 × 10−8

この結果より，Clenshaw-Curtis則は Legendre-Gauss則とほぼ同程度の計算効率になることがわか
る．一方，台形則の計算効率は他の 2つよりも悪くなる．これは，台形則が他の 2つの公式と比較し
て，被積分関数の複素平面上での特異点 x = ±iからの影響を受けやすいためだと考えられる．また，
台形則が高精度となる場合は，解析関数の全無限区間あるいは偶関数の半無限区間の積分であり，こ
の場合 I1に対してのみ有効である [1], [4]．
次に，等間隔でない振動積分の計算例として，Bessel関数を含む積分

I3 =
∫ ∞

0

xJ0(x)
1 + x2

dx = K0(1) (5.4)

I4 =
∫ ∞

0

J0(x)√
1 + x2

dx = I0(1/2)K0(1/2) (5.5)

に対して，Fourier積分の場合と同様に連続 Euler変換 ( φ(t) = π−1/2e−t2q = p/2 = 4，L = 2pq)を
行った後に，
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1. Legendre-Gauss則

2. Clenshaw-Curtis則

で計算した結果を表 3 に示す．

表 3: Bessel関数を含む振動積分 I3，I4に対する計算例
I3 I4

積分則 標本数 誤差 標本数 誤差
Legendre-Gauss則 60 1.1 × 10−9 60 8.9 × 10−9

Clenshaw-Curtis則 65 1.3 × 10−8 65 1.7 × 10−8

この結果より，Bessel関数を含む無限区間積分に対しても，連続 Euler変換は有効であることがわ
かる．
最後に，連続 Euler変換の重み関数に対する比較例を示す．積分 I1，I2に対して，

1. 連続 Euler変換 1 (正規分布窓)

w(x; p, q) =
1
2
erfc(x/p − q) (5.6)

q = p/2 = 4

2. 連続 Euler変換 2 (I0-sinh窓)

w(x; p, q) =
1

πI0(β)

∫ ∞

x/p−q

sinh
√

β2 − t2√
β2 − t2

dt (5.7)

p = 1/ω = 1，β = q = 20

を行った後に，Legendre-Gauss 則で計算した結果を表 4 に示す．

表 4: いろいろな重み関数に対する計算結果
I1 I2

重み関数 標本数 誤差 標本数 誤差
1.正規分布 60 2.1 × 10−9 60 7.0 × 10−9

2.I0-sinh 40 3.8 × 10−9 40 4.4 × 10−8

この結果より，I0-sinh窓による重み関数の連続 Euler変換は，正規分布窓のに対して，計算する積
分区間が短くなり計算量は 2/3程度で済むことがわかる．

6 減衰の遅い関数のFourier変換の計算例

f(x)の Fourier変換 (すなわちいろいろな ωに対する積分)

F (ω) =
1
2π

∫ ∞

−∞
f(x)e−iωx dx (6.1)

を高速に計算することを考える．ただし，f(x)は |x| → ∞で非常に減衰の遅い関数である．まず，こ
の積分に対して，連続 Euler変換を適用して，

F (L)
w (ω) =

1
2π

∫ L+

−L−
w(|x|; p, q)f(x)e−iωx dx (6.2)
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とする．次に，F
(L)
w (ω)の積分を単純に等間隔 hで離散化し，

F (N,h)
w (ω) =

h

2π

N+∑
n=−N−

w(|nh|; p, q)f(nh)e−iωnh (6.3)

( N± = 	L±/h
)として計算することを考える．連続 Euler変換の誤差を小さくするためには p, qを
L±と ωに対応して決めなければならない．しかしここでは，多少の誤差は犠牲にして p, qを固定し
て L+ = N/2 − 1, L− = N/2と定め，ω = 2πk/(Nh)と離散化して計算することにする．

F (N,h)
w (

2π

Nh
k) =

h

2π

N/2−1∑
n=−N/2

w(|nh|; p, q)f(nh)e−2πink/N (6.4)

このように離散化することで FFTを用いて高速に計算できるようになる．
まず，正規分布窓による重み関数 w(x; p, q) = 1

2erfc(x/p− q)を用いたときの (6.4)式での計算例を
図 5, 図 6 に示す．Fourier変換する関数は，

f1(x) =
1√

1 + x2
, (F1(ω) =

1
π

K0(|ω|))

f2(x) =
x3

4 + x4
, (F2(ω) = i

sgn ω

2
e−|ω| cos ω)

である．

–200 0 200

10–10

100

k

Fw
(N,h)

–200 0 200

10–10

100

k

|Fw
(N,h)|

(a) f(x) = f1(x) (b) f(x) = f2(x)

図 5: Fourier変換の近似結果 : F
(N,h)
w ( 2π

Nhk), N = 512, h = 0.125

標本数，刻み幅は N = 512, h = 0.125と選び，仮数部が 53ビットの倍精度 (有効桁数は約 16桁)
で計算を行った．連続 Euler変換の打ち切り誤差は 10−12程度に設定し，p, qを exp(−q2) = 10−12,
L = Nh/2 = 2pqとなるように選んである．比較のために，w(x; p, q)を用いずに直接計算を行ったと
きの誤差も図 6 に示してある．
図の横軸 kは，ω = 2π

Nhkという関係で結ばれている．したがって，計算した最大の |ω|は ωmax =
2π
Nh

N
2 = 8πである．結果の図より，誤差の振舞いは |ω|が小さいところで精度が悪くなり，一方，|ω|

が大きいところで誤差が大きくなり，|ω| = 8πで相対精度として意味を持たなくなる．
理論的な誤差の評価は，定理 2の連続Euler変換の誤差の評価式に関しては |ω|が ω = 2q/p = 3.45

( k = 35.1)以下で評価が急激に大きくなる．また，等間隔 hでの離散化に関しては，標本化定理より
|ω| < π/h = 8πの範囲で離散化が有効となることがわかる．したがって，計算結果は理論的な誤差評
価とほぼ一致することがわかる．
次に，I0-sinh窓による重み関数

w(x; p, q) =
1

πI0(β)

∫ ∞

x/p−q

sinh
√

β2 − t2√
β2 − t2

dt (6.5)
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(a) f(x) = f1(x) (b) f(x) = f2(x)

図 6: Fourier変換の近似誤差 : F
(N,h)
w ( 2π

Nhk), N = 512, h = 0.125

を用いたときの (6.4)式での計算誤差を図 7 に示す．

–200 0 200

10–10

100

k

|F–Fw
(N,h)|

–200 0 200

10–10

100

k

|F–Fw
(N,h)|

(a) f(x) = f1(x) (b) f(x) = f2(x)

図 7: Fourier変換の近似誤差 - I0-sinh窓 : F
(N,h)
w ( 2π

Nhk), N = 512, h = 0.125

標本数，刻み幅は N = 512, h = 0.125と選び，連続 Euler変換の打ち切り誤差は 10−15程度に設
定し，p, q, β を β = q = − log(10−15), L = Nh/2 = 2pqとなるように選んである．比較のために，
w(x; p, q)を用いずに直接計算を行ったときの誤差も図 7 に示してある．
結果の図より，誤差の振舞いは |k| < 21のところで精度が悪くなっている．理論的にはω = 1/p = 2.16

( k = 22.0)以下で評価が急激に大きくなることがわかっていて，実際の結果はこれとほぼ一致する．
また，正規分布窓による連続 Euler変換と比較すると，精度の悪くなる |ω|の範囲は 2/3以下に減少
し，計算できる ωの範囲が広くなっていることがわかる．
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7 まとめ

本稿では，Fourier積分の収束を加速する方法の一つとして連続Euler変換を導き，近似的に積分値
を保ったまま積分の収束を速くすることができることを示した．この連続 Euler変換により，広く用
いられている有限区間の積分公式で収束の遅い Fourier積分の計算が可能になり，従来の方法よりも
効率よく計算できるようになる．さらに，減衰の遅い関数の Fourier変換に対して，FFTを用いて効
率よく計算できることを具体的に示した．また，連続 Euler変換は，Bessel関数を含むような振動積
分に対しても直接適用できるという利点がある．
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