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Le but de cette théorie est d’assigner a un ensemble simplicial X un nouveau type de
formes différentielles dites “tressées” et définies sur un anneau de base arbitraire (pas
seulementR ouC). Leur premier intérét est de fournir de nombreux exemples de
représentations du groupe des tresses. Elles permettent aussi de définir une algebre

différentielle graduée tressd#*(X) qui est quasi-isomorphe a I'algebre des cochaines. On

conjecture que ce tressaged&(X) déetermine (sous certaines conditions de finitude) le
type d’homotopie de X. De nombreux résultats déja obtenus rendent plausible une telle
conjecture. En particulier on montre que les opérations de Steenrod et les groupes
d’homotopie de X peuvent se déduire de cette structure algébrique. Notre travail poursuit
ainsi celui de D. Quillen [24] et D. Sullivan [28] en homotopie rationnelle, ou les algebres
différentielles graduéemmutatives jouent un rble essentiel. Il est aussi intimement lié a
celui de M.A. Mandell sur le type d’homotopie p-adique [19] [20].

Les formes différentielles tressées enrichissent considérablement la théorie classique des

cochaines. De maniere précise, on se donne pour tout couple d’espaces X et Y, un tressage
naturef
RXY DADx(X) @ LO*(Y) —— Lx(Y) @ LH*(X)

et un morphisme de modules différentiels gradués (cup-produit)
My y : 49%(X) @ J8%(Y) —— L*(XxY),
tels que le diagramme suivant commute :

L*(X) @ J9%(Y) —— X X Y)
Rl ol

L*(Y) @ 5*(X) —— (Y x X)

Dans ce diagramme est simplement induit par I'échange des facteurs ¥-xXX x Y.

1 Les produits tensoriels sont pris sur un anneau commutatif de base k fixé une fois pour toutes.



Ces données satisfont a des axiomes simples (en particulier 'axiome de Yang-Baxter, bien
connu en théorie des groupes quantiques).

Nous allons maintenant esquisser les idées essentielles de ce travail, notamment notre
substitut “tressé” pour I'algébre des cochaines.

Comme dans la théorie de Quillen et Sullivan, il nous faut trouver I'analogue algébrique de
I'intervalle [0, 1]. Celui-ci est donné par I’algébﬁo(x) des fonctions

f:Z—— k

gui sont constantes quand la variable x tend versu-<o (deux limites indépendantes).
Le “module des différentiellest 1(x) de telles fonctions peut s’écrire comme le sous-
module deﬂo(x) formé des combinaisons linéaires finies de fonctions de Dirac (donc 0 a

I'infini). Si on posef(x) = f(x + 1), la structure de moduéedroite deﬂl(x) est définie
par la formule suivante

avec fe JE:IO(X) etwe JEJl(x).

On définit la différentielle d JEJO(X)—> JEll(x) par la formule d(f)(x) = f(x + 1) - f(x)
(calcul aux différences), ce qui permet d’introduire de maniere évidente l'algebre

différentielle graduédy*(x) = JEJO(X) O JEJl(x). Celle-ci a une cohomologie concentrée en
degré 0 et est isomorphe a k (lemme de Poincaré). Elle peut étre munie d’'un tressage que
nous détaillons dans [14]. Avec les notations précédentes, nous avons par exemple

Rw@ f)=f @& .

Dans cette interprétation de l'intervalle [0, 1}, joue le r6le de 0 etot-celui de 1, ce qui

se manifeste par I'existence de deux augmentations naturellds*@@ vers k. En
poursuivant cette analogie, il est naturel de définir 'analogue algébrique du (r+1)-cube
comme le produit tensoriel gradué

(X ey X) = () B 95(x ) B .. @ (X ),

c’est-a-dire avec des “formes différentielles” en des variablesl&pendantes. De méme,
|
le r-simplexeA, est “défini” par I'équation (>)<+ ... + X = +0 (C'est-a-dire avec une des
r

variables ¥ égale a ¢ , en convenant que t +¢+) = +oo pour tout t. De maniere plus
précise,2*(A ) est I'égalisateur des deux fleches obtenues en rendant égades a +
r

certaines variables



[ ﬂ*(xo,..Qi,..,xr) — ] ﬂ*(xo,..Qi,.,Qj, )

I i<j

Les opérations face su#*(A ) sont obtenues en posagtx-c (comparer avec [4]).
r

On peut montrer que la correspondance»[d]ifl*(Ar) définit une ADG simplicialéressée.
Si X = X, est un ensemble simplicial, TADG des formes différentielles tressées sur X est

alors définie par la formule suivante :

4%(X) = Mor(Xy,, £3%(Ay))

ou Mor(X;, Y,) désigne en genéral 'ensemble des morphismes simpliciaux de X vers Y

(cf. [3] ou de telles “theories cohomologiques” sont décrites, en relation avec des travaux
non publiés d’Alexander Grothendieck). Afin d’écrire de maniére plus commode le produit

tensoriel de copies dé& *(X) si X est infini, on remplacg®*(X) par I'algebre quasi-

isomorpheda*(X), qui est égale au “produit réduitlh*(X) = Ct*(X) @Aop L2%(Ay) (cf.

A.-K. Bousfield et D. Kard.

Si X est un complexe simplicial fini, les deux définitions coincidght(X) = 48*(X) est
simplement 'algébre obtenue en égalisant les deux morphismes canoniques

[1 &%) —= |_| 9*(o n 1)
o 0,1
o ett parcourant I'ensemble des simplexes de X (isomorpha§,ér =0,1..):la

description intuitive dd2*(X) qui en résulte est tres proche de celle introduite a I'origine
par D. Sullivan dans le cas rationnel.

La cohomologie des complexd8*(X) et L2*(X) est naturellement isomorphe a la
cohomologie simpliciale usuelle a coefficients dans k (avec sa structure multiplicative). La

structure tressée déi*(x) s'étend en une structure tressée “bisimplicidlelir les
L9*(A) : on a ainsi un morphisme
r

D) ® JEJ*(AS)L BHA)® H¥A)

2 A.-K.Bousfield and D.-M. Kan. Homotopy limits, completions and localizations, Springer Lecture Notes
in Mathematics 304 (1972).

3 En fait, le tressage est compatible avec les opérations face seulement ; mais ceci est suffisant pour nos
besoins.



vérifiant des conditions de compatibilité évidentes avec les opérations face. Par
fonctorialité, ce tressage induit le morphisme

Ry, P 49%(X) ® H%(Y) —— B¥(Y) ® B¥(X)

annoncé au début.

Les applications de cette théorie sont les suivantes. Tout d’abord, le passage du groupe des
tresses au groupe symétrique permet de définir de maniére élégante les opérations de
Steenrod en évitant la machinerie simpliciale (comparer avec [10] et [11]). De maniere plus
originale, on montre comment itérer la “bar-construction” dans le contexte des cochaines
tressées, ce qui permet de définir simplement un complexe “calculant” les groupes de
cohomologie d’espaces de lacets itérés [11]. Enfin, on montre aussi comment associer a

cette théorie des cochaines urfe-&gébre (dans le sens des opérades) et utiliser ainsi
toute la machinerie de [19] et [20] pour décrire le type d’homotopie.

Remerciements.Je remercie tout particulierement M.-A. Mandell pour m’avoir
communiqué ses résultats récents [19] [20] qui sont utilisés pour décrire le type
d’homotopie a partir du tressage. M. Zisman a fait des remarques pertinentes qui ont
conduit & de nombreuses améliorations dans la présentation (notamment l'usage plus

systématique du produit rédai).

Articles de l'auteur liés a celui-ci(ou d’autres présentations ont été données dans
des contextes voisins) : cf. [11], [12] et [13].
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