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Stéphane Grognet
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Résumé. Des courbes de faible courbure géodésique sur une variété riemannienne
à courbure strictement négative pincée peuvent être faiblement convexes. Il en
découle que sur des surfaces à courbure négative 1/4-pincée les médiateurs ainsi
que les domaines de Dirichlet de goupes discrets d’isométries ayant un nombre fini
de faces sont faiblement convexes.

Abstract. Some curves with low geodesic curvature on a connected, simply con-
nected riemannian manifold with pinched negative curvature happen to be weakly
convex. It results that on a surface with 1/4-pinched negative curvature, the bi-
sectors and Dirichlet domains of discrete groups of isometries with a finite number
of faces are weakly convex.

1. Introduction

La convexité des ensembles dans les variétés riemanniennes a fait l’objet de nombreuse études
parmi lesquelles on ne citera que [13, 14], la deuxième comportant une importante notice
bibliographique. Pour ce même sujet dans les espaces vectoriels de dimension infinie, voir [7].
On se place sur une variété riemannienne complète connexe simplement connexe M de

classe C∞, munie d’une métrique riemannienne à courbure strictement négative pincée: −k20 ≤
K ≤ −k21 < 0. Étant donné une partie fermée G de M , on dit que la projection est unique
quand la distance de tout point du complémentaire GC à G est réalisée par un unique point
de G. La projection de GC dans ∂G qui à un point x associe l’unique point y tel que
d(x, y) = d(x,G) est notée π.
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Définition 1.1. [6] Une partie G de M est dite faiblement convexe si la projection est
unique, et si pour tout point x du complémentaire GC, l’horoboule ouverte associée au rayon
géodésique [π(x), x) n’intersecte pas le fermé G : la demi-géodésique [π(x), x) se projette sur
le point π(x).

Le théorème de Motzkin en courbure négative bornée −k2 ≤ K ≤ 0 [6] assure pour une
partie fermée G de la variété M , l’équivalence des trois propriétés : la différentiabilité de la
distance à G (sur le complémentaire), l’unicité de la projection, et la faible convexité de G.
De plus, si l’une de ces conditions est vérifiée, l’application distance à G est de classe C1 et
la projection π est localement lipschitzienne. Des parties qui ne sont pas géodésiquement
convexes, comme les horosphères par exemple, peuvent être faiblement convexes.
Le médiateur de deux points a et b de M est défini comme l’ensemble des points situés à

égale distance de a et b [8]. Le médiateur de deux points à l’infini a et b passant par x ∈M
est défini comme l’ensemble des points y ∈M tels que Bx(a, y) = Bx(b, y) où Bx(a, .) désigne
une fonction de Busemann [10]. Étant donné un groupe discret Γ d’isométries de M , son
domaine de Dirichlet DΓ(x) autour du point x ∈ M est un fermé étoilé par rapport à x et
bordé par des médiateurs :

DΓ(x) = {y ∈M | d(y, x) ≤ d(y,Γx)}.

Un tel ensemble est géodésiquement convexe quand M est un espace hyperbolique. Dans
ce cas la finitude géométrique correspond à celle du nombre de faces [1]. La question de la
faible convexité de ces parties deM en courbure variable [6] est aussi valable pour les courbes
dont la courbure géodésique est strictement inférieure à k1 (ce sont des quasi-géodésiques si
la norme uniforme de la courbure géodésique est strictement inférieure à k1 [5]). La réponse
au dernier cas est oui (théorème 2.1), ce qui règle le sort des médiateurs et des domaines de
Dirichlet ayant un nombre fini de faces en dimension deux quand la courbure est 1/4-pincée
(théorème 2.2).

2. Convexes faibles

Comme la courbure de la variété M est négative, le théorème de Cartan-Hadamard [2, 4]
assure que la variété est difféomorphe à l’espace Rn et que deux points distincts de M ∪ ∂M
sont joints par une unique géodésique, où ∂M est le bord hyperbolique (ensemble des points
à l’infini) de M [9]. Étant donnés deux points distincts x ∈ M et y ∈ M ∪ ∂M , on note
v(x, y) le vecteur unitaire tangent à M en x, qui dirige la géodésique joignant x à y.

Théorème 2.1. Soit M une variété riemannienne complète connexe simplement connexe à
courbure strictement négative pincée : −k20 ≤ K ≤ −k

2
1 < 0. Soit c une courbe de classe C

2

sur M , dont la courbure est en tout point strictement inférieure à k1 en valeur absolue. La
courbe c est faiblement convexe.

Démonstration. Soit x un point du complémentaire de c. Supposons qu’il existe deux points
distincts y et z de c vérifiant d(x, y) = d(x, z) = d(x, c). La sphère de centre x et de rayon
d(x, c) est tangente à la courbe c aux points y et z. Soit w le point de la courbe c situé entre
les points y et z à distance maximale de x. On peut supposer que la courbe c est située
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sur une hypersurface tangente intérieurement en w à l’hypersphère de centre x passant par
w. Les valeurs propres de la seconde forme fondamentale de l’hypersurface en question sont
minorées en valeur absolue par la plus petite valeur absolue des valeurs propres de la seconde
forme fondamentale de l’hypersphère. La minoration de cette dernière par k1 coth k1d(x,w)
est obtenue en suivant pas-à-pas le même cheminement que dans la première partie de la
démonstration de la proposition 2.1 avec la submersion H(p) = d(p, x) de M \ {x} dans
R. Le théorème de Meusnier énoncé pour les surfaces dans R3 dans [12] est encore valable
ici et assure que la valeur absolue de la courbure de c en w est nécessairement supérieure
(ou égale) à la plus petite valeur absolue du spectre de la seconde forme fondamentale de
l’hypersurface, donc à k1 coth k1d(x,w), ce qui contredit l’hypothèse ; donc la projection du
point x est unique. La courbe est donc faiblement convexe ([6], théorème 1.2). 2

Remarque. Une courbe dont la norme uniforme de la courbure est majorée (au sens
large) par k1 est encore faiblement convexe, grâce à cette démonstration ; mais ce n’est
plus forcément une quasi-géodésique, suivant l’exemple des horocycles du plan hyperbolique
([11], cas du flot ϕλt pour λ

2 = 1).

Théorème 2.2. Soit Σ une surface riemannienne complète connexe simplement connexe
à courbure strictement négative 1/4-pincée : −k20 ≤ K ≤ −k

2
1 < 0 avec k0 < 2k1. Les

médiateurs d’Im Hof, les médiateurs d’Otal et les domaines de Dirichlet de groupes discrets
d’isométries de Σ ayant un nombre fini de faces sont tous faiblement convexes.

Démonstration. La faible convexité des courbes lisses en question (les médiateurs) résulte
du théorème 2.1 et de la proposition 2.1. Ces courbes sont des quasi-géodésiques [8, 10].
Pour les polygones limités par un nombre fini de telles courbes, les demi-droites géodésiques
orthogonales extérieurement aux arêtes en chaque sommet partagent le complémentaire du
polygone en zones où la projection cöıncide avec la projection sur l’arête la plus proche ou
bien cöıncide avec la projection sur le sommet le plus proche. La projection sur le polygone
est donc unique. 2

Proposition 2.1. Soit M une variété riemannienne complète connexe simplement connexe
à courbure strictement négative 1/4-pincée : −k20 ≤ K ≤ −k

2
1 < 0, avec k0 < 2k1. Les

médiateurs d’Im Hof et les médiateurs d’Otal possèdent en tout point une seconde forme
fondamentale dont le spectre est strictement majoré en valeur absolue par k1.

Démonstration. Soient (a, b) deux points distincts de M ×M ou de ∂M × ∂M . Dans le
deuxième cas on choisit un point x sur la géodésique (a, b). On définit les submersions de M
ou M \ {a, b} sur R :

H(y) = d(y, a)− d(y, b) si (a, b) ∈M ×M
et

H(y) = Bx(a, y)−Bx(b, y) si (a, b) ∈ ∂M × ∂M.

Pour v ∈ T 1M on note ∏

v
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la projection orthogonale de l’espace tangent àM sur l’orthogonal de v. Le champ de gradient
de H au point y ∈M vaut

∇H(y) = v(y, b)− v(y, a).

En choisissant la normale unitaire n à l’hypersurface N d’équation H = 0, telle que

∇H = ‖∇H‖ · n,

la seconde forme fondamentale en tout point de N vaut, pour ξ ∈ n⊥ :

II(ξ) = −

〈
∏

n

Dξn, ξ

〉

= −
1

‖∇H‖

〈
∏

n

Dξ∇H, ξ

〉

.

Soit α l’angle entre v(y, b) et v(y, a). On a :

‖∇H‖ = 2 sin
α

2
, et 〈n, v(y, a)〉 = 〈n, v(y, b)〉 = sin

α

2
.

Les théorèmes de comparaison des champs de Jacobi [2] entrâınent, pour ξ ∈ v(y, a)⊥ (avec
la convention coth+∞ = 1) :

k1[coth k1d(y, a)]‖ξ‖
2 ≤ 〈−Dξv(y, a), ξ〉 ≤ k0[coth k0d(a, y)]‖ξ‖

2,

donc pour ξ ∈ n⊥, on a :

k1[coth k1d(y, a)] · ‖ξ‖
2 sin2

α

2
≤

〈
∏

n

−Dξv(y, a), ξ

〉

≤ k0[coth k0d(a, y)] · ‖ξ‖
2 sin2

α

2
;

il vient :
[k1 coth k1d(a, y)− k0 coth k0d(y, b)] · ‖ξ‖2 sin

2 α
2
≤ II(ξ)

≤ [k0 coth k0d(a, y)− k1 coth k1d(y, b)] · ‖ξ‖2 sin
2 α
2
.

Dans le cas (a, b) ∈ ∂M × ∂M , le spectre de la seconde forme fondamentale est majoré en
valeur absolue par k0 − k1 qui est strictement inférieur à k1. Pour avoir le même résultat
pour (a, b) ∈M ×M , il suffit de démontrer que pour p ∈]1, 2[, l’application continue :

A : [0,+∞[ → [0,+∞[
x > 0 7→ p coth px− cothx
0 7→ 0

est à valeurs dans [0, 1[. Pour x > 0 on a

A′(x) = p2 − 1− A(x)(p coth px+ coth x) ≤ p2 − 1− (p+ 1)A(x).

Le lemme de Gronwall [3] assure pour x > 0 :

A′(x) ≤ p2 − 1 +
∫ x

0
(p2 − 1)(−p− 1) exp

(∫ x

s
−(p+ 1)

)
ds,

d’où, pour x ≥ 0 :
A(x) ≤ (p− 1)

(
1− e−(p+1)x

)
< p− 1 < 1.

2
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