Complexité et facteurs spéciaux

Julien Cassaigne

Résumé
Dans I’ensemble des facteurs d’une suite infinie & valeurs dans un ensemble
fini, certains éléments jouent un réle particulier : les facteurs spéciauz et bi-
spéciaur. Nous montrons comment ils peuvent servir a calculer la complexité
de suites, c’est-a-dire le nombre de facteurs de longueur donnée, et a prouver
que certaines fonctions peuvent étre obtenues comme complexités de suites
alors que d’autres ne le peuvent pas.

Abstract

Among the factors of an infinite sequence on a finite alphabet, some ele-
ments have a particular importance: special and bispecial factors. We show
how they can be used to compute the complexity of sequences, i.e. the num-
ber of factors with a given length, and to prove that certain functions are
obtainable as sequence complexity whereas other functions are not.

1 Introduction

Pour apprécier la structure d’une suite u = (u,)nen de symboles d’un alphabet
fini X, et en particulier pour mesurer la diversité des motifs qui apparaissent dans
cette suite, on peut utiliser la fonction de complezité de la suite, qui est une fonction
de N dans N, habituellement notée p, ou simplement p, qui a tout entier n associe
le nombre de facteurs de longueur n de u, c’est-a-dire le nombre de mots w € X"
tels que w = ugUgy1 - . - Ukrn—1 poUr un certain entier k.

Ainsi, la suite la plus simple possible, la suite constante a“ avec a € ¥, a pour
complexité la fonction constante p(n) = 1, alors qu'une suite aléatoire a presque
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strement pour complexité p(n) = (#X)", ou #X désigne le cardinal de I’alphabet
Y. Entre ces deux extrémes, on trouve par exemple les suites ultimement périodiques,
dont la complexité est bornée, les suites sturmiennes, de complexité p(n) = n+1, les
suites automatiques, pour lesquelles p(n) = O (n), et les suites substitutives, dont
la complexité peut atteindre O (n?). Dans son survol [2], Allouche cite de nombreux
autres exemples de suites ou de familles de suites dont on connait la complexité.

Dans cet article, nous présentons un outil qui permet d’obtenir un certain nombre
de résultats intéressants sur la complexité des suites : les facteurs spéciauz, qui
sont les facteurs de la suite qui peuvent étre prolongés de plusieurs manieres, et
les facteurs bispéciaux qui sont spéciaux dans les deux directions a la fois. Il se
trouve que les nombres de facteurs spéciaux et bispéciaux sont reliés aux différences
premiere et seconde de la fonction de complexité. Dans le cas, qui est celui d’un grand
nombre de suites classiques, ou la complexité est suffisamment basse, le nombre de
facteurs bispéciaux est tres faible et il est souvent aisé de ’évaluer, et d’obtenir ainsi
la complexité beaucoup plus facilement qu’avec un calcul direct. Nous montrons
notamment comment cette technique s’applique aux suites substitutives définies par
un morphisme circulaire.

Nous envisageons également un autre point de vue sur la complexité des suites :
trouver quelles fonctions peuvent étre des fonctions de complexité. On se rend ra-
pidement compte en effet que ce n’est pas le cas de n’importe quelle fonction, et
que les quelques conditions nécessaires naturelles (p est une fonction croissante
et 1 < p(n) < (#X)", par exemple) sont loin d’étre suffisantes. En particulier,
un résultat classique [10] dit que les fonctions de complexité non bornées sont
supérieures a n + 1 : une fonction qui croit comme /n par exemple n’est donc cer-
tainement pas une fonction de complexité. Une autre zone interdite, moins connue,
se trouve a 'autre extrémité du spectre : si p(n) n’est pas (#X)" pour tout n, alors
p(n) = O(a™) avec a < #X, a cause de la relation p(m + n) < p(m)p(n), va-
lable quels que soient les entiers m et n. Une fonction telle que (#3)"/logn n’est
donc pas une fonction de complexité. L’utilisation des facteurs spéciaux nous permet
d’approcher des deux cotés la frontiere des fonctions de complexité : d’une part nous
construisons des familles de suites qui permettent de prouver que certaines fonctions
sont réalisées, et d’autre part nous donnons une condition nécessaire plus fine qui
limite les variations de p(n + 1) — p(n) quand p(n) croit lentement.

2 Suites et langages

2.1 Complexit é d'un langage factoriel

La complexité d'une suite est en fait un cas particulier de la complexité d’un
langage : étant donné un langage L C X*, la fonction de complexité de L est la
fonction py, définie par p(n) = #(L N X"). La complexité de la suite u n’est autre
que la complexité du langage F'(u) formé de tous les facteurs de u.

Il n’y a pas grand chose de général a dire sur les complexités de langages ar-
bitraires : n’'importe quelle fonction restant dans les bornes 0 < p(n) < (#X)"
peut étre obtenue. Il faut donc se restreindre a une classe donnée de langages, par
exemple les familles classiques : langages rationnels, langages algébriques, etc. Nous
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nous intéresserons ici exclusivement a la classe des langages factoriels, dont font
partie tous les langages de facteurs de suites F'(u) : un langage L est dit factoriel si
tout facteur d’un élément de L est également élément de L.

Toutefois, la plupart des langages factoriels ne sont pas de la forme F'(u), et leur
complexité n’est pas toujours la complexité d'une suite. En particulier, p; n’est pas
nécessairement une fonction croissante, alors que p, l'est toujours : ¢’est par exemple
le cas du langage des mots sans chevauchements sur ’alphabet {a, b} [5, 6]. La raison
de cette différence est assez simple : dans le langage des mots sans chevauchements,
il existe des mots non prolongeables a droite, par exemple abbabb qui ne peut étre
prolongé ni par a ni par b sans faire apparaitre un chevauchement (abbabba ou bbb).
Cela ne se produit jamais avec les facteurs d’une suite, qui peuvent toujours étre
prolongés d’une maniere au moins.

2.2 Le probl eéme des suites non r écurrentes

Un avantage des langages factoriels sur les suites est que les propriétés des pre-
miers sont indépendantes du sens de lecture des mots. Les suites par contre sont
dissymétriques (pour éviter cela il faudrait considérer des suites biinfinies, c¢’est-a-
dire indexées par Z), et en particulier la propriété de prolongeabilité a droite énoncée
ci-dessus n’est pas vraie a gauche : il peut exister des préfixes de u dont aucun pro-
longement n’est facteur de u. Les suites pour lesquelles cela ne se produit pas sont
dites récurrentes, et la plupart des suites classiques en font partie.

En pratique, nous travaillerons soit avec des langages factoriels dont tous les
éléments sont prolongeables a droite et a gauche (appelés langages factoriels prolon-
geables), soit avec des suites récurrentes, dont les langages de facteurs sont toujours
factoriels prolongeables. Nous pourrons ainsi traiter de maniere symétrique les deux
extrémités des mots.

Pour calculer la complexité d’une suite non récurrente u sur un alphabet ¥, il
suffira d’ajouter a ’alphabet ¥ une nouvelle lettre z et d’étudier le langage

L=F(u)U{z"w |neNetw préfixe de u }

(qui est I’ensemble des facteurs de la suite biinfinie “zu, et donc factoriel et prolon-
geable). Il sera ensuite facile de passer a u au moyen de la relation

pr(n) = pu(n) +n .

3 Facteurs sp éciaux et bisp éciaux

Dans toute cette section, L est un langage factoriel prolongeable sur I'alphabet
Y. On suppose pour le moment que ¥ n’a que deux éléments : 3 = {a, b}.

3.1 Arbres et graphes de facteurs
3.1.1 Larbre des facteurs a droite

Il est commode de représenter le langage L sous forme d’un arbre, appelé arbre
des facteurs a droite de L (on définit également 1’arbre des facteurs a gauche). C’est



70 J. Cassaigne

un arbre infini dont les sommets sont étiquetés par les éléments de L et les arétes
par les lettres, de sorte qu’il y a une arete d’étiquette x entre les sommets u et v si
et seulement si v = ux. On le représente conventionnellement en plagant la racine,
étiquetée par le mot vide, a gauche, si bien que quand on lit de la gauche vers la
droite les étiquettes du chemin entre la racine et le sommet étiqueté u on retrouve le
mot u; on peut alors se contenter d’indiquer les étiquettes des arétes, ou la derniere
lettre des étiquettes de sommet. Par exemple, 'arbre des facteurs a droite de la suite
de Fibonacci

f = abaababaabaababaababaabaababaabaababaaba . . .

(point fixe de la substitution qui transforme a en ab et b en a) est représenté sur la
figure 1.

a—b—a_
/ \b—a—a—b—a<a'“
p b-..
a—b—a—">b---
/ \ba/aba<baab~~
& \b—a—a—b—a/a*b“'

~Nbh_q---
a—b—a—b—a---
\ba/aba<baaba~~

\b—a—a—b—a/a*b*a'“

~b—a—a---
F1G. 1 — Arbre a droite des facteurs de la suite de Fibonacci

La complexité p(n) est clairement le nombre de sommets de 1’arbre situés a ’ab-
cisse n. Comme le langage L est prolongeable, toutes les branches de I’arbre sont
infinies, et la complexité ne peut donc qu’augmenter quand n croit. Cela se produit
chaque fois que ’arbre comporte un embranchement, et s’il y a k& embranchements
a l'abcisse n on a précisément p(n + 1) = p(n) + k. Autrement dit, le nombre d’em-
branchements a ’abcisse n est la différence premiere de la complexité. Ce sont les
étiquettes de ces embranchements que nous nommerons facteurs spéciaux a droite.
Dans I'exemple de la suite de Fibonacci (et pour les suites sturmiennes en général)
p(n) =n + 1 donc p(n + 1) — p(n) = 1 pour tout n : il y a exactement un embran-
chement a chaque abcisse.

3.1.2 Graphes de Rauzy

Une autre représentation agréable de L utilise non plus un arbre infini mais une
famille de graphes finis. Pour tout entier n, le graphe de Rauzy d’ordre n de L est le
graphe fini dont les sommets sont étiquetés par les mots de L de longueur n et les
arctes par les mots de L de longueur n + 1, 'aréte étiquetée w joignant le sommet
étiqueté par le préfixe de longueur n de w a celui étiqueté par son suffixe de longueur
n. Les premiers graphes pour la suite de Fibonacci sont représentés sur la figure 2.

A cause de la prolongeabilité de L, tout sommet a au moins une aréte entrante et
une aréte sortante. Ceux qui ont deux arétes sortantes sont précisément les mots qui
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30 G &

n=20

aab aaba abab
baa

d abaa - baba

= n:4

aabab ——
aabaa ababa
\\% %J

d abaab ~—— babaa

n=>5
aabaab baabab —= aababa
baabaa babaab =—— ababaa
n==~6
spéciaux a gauche spéciaux a droite bispéciaux

F1G. 2 — Graphes de Rauzy d’ordre 0 a 6 de la suite de Fibonacci

étiquetaient les embranchements a I’abcisse n dans 'arbre des facteurs a droite, les
facteurs spéciaux a droite. De méme, nous appellerons facteurs spéciaux a gauche
les étiquettes des sommets ou arrivent deux arétes. Quand ces facteurs spéciaux
sont peu nombreux, il est parfois possible de décrire explicitement la structure des
graphes de Rauzy [3, 13], ce qui en fait un outil tres efficace pour étudier les suites
de faible complexité.

3.2 Facteurs sp éciaux
Formellement, un mot v € L est dit spécial a droite pour L si les mots ua et ub
sont tous deux dans L, spécial a gauche si au et bu sont dans L.

Proposition 3.1 Soit L un langage factoriel prolongeable sur un alphabet binaire.
Le langage L posséde le méme nombre de facteurs spéciauz de longueur n d gauche
ou a droite, et nous noterons ce nombre s(n). Il vérifie

s(n) =p(n+1) —p(n) .

Preuve. Soit sd(n) le nombre de facteurs spéciaux a droite de longueur n. Parmi les
p(n) facteurs de longueur n, il y a sd(n) facteurs qui se prolongent de deux manieres a
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droite, et les autres p(n) — sd(n) facteurs ne se prolongent que d’une seule maniere.
On obtient ainsi une fois et une seule tous les facteurs de longueur n + 1, donc
p(n+ 1) = 2sd(n) + (p(n) — sd(n)), d’ou la relation sd(n) = p(n + 1) — p(n). On
démontre de méme que sg(n) = p(n+ 1) —p(n), ot sg(n) est le nombre de facteurs
spéciaux a gauche, et on en déduit que sd(n) = sg(n). -

Une conséquence immédiate de cette proposition est que la complexité du langage
L est une fonction croissante.

3.3 Facteurs bisp éciaux

Lorsqu’un facteur u est spécial a la fois a gauche et a droite, on dit qu’il est
bispécial. Trois cas peuvent se présenter, selon le nombre d’éléments de L NXudl : si
cet ensemble a quatre éléments (le maximum), on dit que u est bispécial strict. S’il
n’en a que trois, u est bispécial ordinaire. Enfin, il est possible que cet ensemble ait
deux éléments ({aua,bub} ou {aub,bua}) et on dit dans ce cas que u est bispécial
faible.

Quand on prolonge a droite un facteur spécial a gauche u, on obtient un ou deux
facteurs qui peuvent étre spéciaux a gauche ou non, en fonction de la nature de w :

— aucun n’est spécial a gauche si u est bispécial faible;

— un seul est spécial a gauche si u est non bispécial ou bispécial ordinaire ;

— les deux sont spéciaux a gauche si u est bispécial strict.

Réciproquement, un préfixe de facteur spécial a gauche est spécial a gauche,
donc on peut construire ’arbre des facteurs spéciaux a gauche, qui est un sous-
arbre de ’arbre des facteurs a droite, dans lequel on ne garde que les sommets dont
les étiquettes sont spéciales a gauche. Dans cet arbre, un embranchement indique un
bispécial strict et une feuille indique un bispécial faible. Cet arbre est souvent plus
facile a décrire que 'arbre de tous les facteurs, le cas extréme étant celui des suites
sturmiennes pour lesquelles il est filiforme. On peut bien entendu aussi construire
I’arbre des facteurs spéciaux a droite, qui est orienté vers la gauche. Pour bien
indiquer qu’il s’agit de facteurs spéciaux, on indique a la racine les deux lettres a et
b par lesquelles les facteurs spéciaux peuvent se prolonger (figures 3 et 4).

-+b—a—b—a—a—b—a—a—b—a—b—a—a—b—a—c¢

Fi1G. 3 — Arbre des facteurs spéciaux a droite pour la suite de Fibonacci

Les différents types de facteurs bispéciaux interviennent également lors de 1’ex-
pansion des graphes de Rauzy : pour passer du graphe des facteurs de longueur n
a celui des facteurs de longueur n + 1, on remplace chaque aréte par un sommet et
chaque sommet par une, deux, trois ou quatre arétes selon que le mot qui étiquette ce
sommet est non spécial, spécial non bispécial ou bispécial faible, bispécial ordinaire,
bispécial strict (cf. figure 5). En particulier, si aucun facteur de longueur n n’est
bispécial, il n’y a qu’une expansion possible.
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bispéciaux stricts bispéciaux faibles

Fi1G. 4 — Arbre des facteurs spéciaux a droite pour la suite de Thue-Morse
rang n

T

e eI s DTSR

non spécial  sp. a droite sp. a gauche bisp. faible bisp. ordinaire bisp. strict

Fi1G. 5 — Expansion des graphes de Rauzy

Proposition 3.2 Soit L un langage factoriel prolongeable sur un alphabet binaire,
et s, bs et bf les fonctions comptant les facteurs spéciaux, bispéciaux stricts, et
bispéciaux faibles de L. On a alors

bs(n) —bf(n) =s(n+1)—s(n) .
Preuve. Voir la construction des arbres de facteurs spéciaux ci-dessus. -

Pour calculer p(n), il est donc suffisant de connaitre bs(n) et bf(n) et d’appliquer
les propositions 3.2 puis 3.1.
On peut également utiliser des séries génératrices : a la fonction p on associe

la série P(X) = § p(n)X™, et de méme les séries S(X), BS(X) et BF(X) sont
n=0

associées a s, bs et bf. Les relations entre ces séries sont résumées dans la proposi-
tion 3.3.

Proposition 3.3 Soit L un langage factoriel prolongeable sur un alphabet binaire,
et P, S, BS et BF les séries génératrices des fonctions p, s, bs et bf associées a
L. On suppose de plus que p(1) = 2. Alors

1

P(X) = 7= (1+ XS(X))

et

S(X) = — (L+ X(BS(X) - BF(X)))

soit

- %P (1+X2(BS(X) - BF(X)))
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Preuve. 11 suffit de sommer les relations des propositions 3.1 et 3.2. L’hypothese
p(1) = 2, qui dit que les deux lettres de 'alphabet sont effectivement utilisées,
assure que le mot vide est un facteur spécial et donc que s(0) = 1. n

3.4 Le cas des alphabets plus grands

Quand I'alphabet ¥ a plus de deux éléments, la situation se complique quelque
peu, surtout en ce qui concerne les facteurs bispéciaux, car un mot peut étre pro-
longeable par plusieurs lettres de I’alphabet sans 1’étre par toutes. Supposons donc
que X a k éléments.

Soit w un élément quelconque de L. On définit 1'ordre a droite de u, noté mg(u),
par

ma(u) =#{x e |lurelL } -1,

de sorte que mgy(u) est un entier compris entre 0 et k — 1. Un élément de L sera
dit spécial a droite si son ordre a droite est non nul. On définit de méme 'ordre a
gauche mg(u) et les éléments spéciaux a gauche. Cette définition est bien compatible
avec celle donnée plus haut dans le cas k = 2; mais alors que sur I’alphabet binaire
les facteurs spéciaux sont tous d’ordre (a droite ou a gauche) 1, si I’alphabet est plus
grand ils n’ont pas nécessairement tous le méme ordre.

Comme avec un alphabet binaire, les facteurs spéciaux correspondent a des em-
branchements dans les arbres de facteurs et les graphes de Rauzy. Le nombre de
branches est égal a I'ordre du facteur spécial, augmenté d’une unité.

Proposition 3.4 Soit L un langage factoriel prolongeable. Alors

Z ma(u) = Z mg(u) = p(n+1) —p(n) .

ue LNXm ue LNXm

Celte quantité sera notée s(n).

Preuve. Puisque mg(u) + 1 compte les mots de longueur |u| + 1 de L commengant

par u, la somme
> (ma(u)+1)
ue LNX"m

compte donc tous les mots de longueur n+1 de L et vaut donc p(n+1), et de méme
avec les ordres a gauche, ce qui donne les égalités annoncées. -

Le nombre s(n) peut encore étre considéré comme le nombre de facteurs spéciaux
a droite (ou a gauche) de L a condition de compter m fois un facteur dont l’ordre
a droite est m. Aussi, nous 'appellerons parfois, par abus de langage, nombre de
facteurs spéciauxr de L, en sous-entendant que ceux-ci doivent étre comptés avec
multiplicité.

Un facteur u spécial a droite et a gauche est encore dit bispécial. Notons que les
ordres a droite et a gauche d’un facteur bispécial sont tous les deux non nuls mais
n’ont aucune raison d’étre égaux. Nous allons encore classer les facteurs bispéciaux
en fonction du nombre d’éléments de ’ensemble L N Xud. Celui-ci vaut au plus
(ma(u) +1)(my(u) 4+ 1), et si c’est le cas on dit que w est bispécial strict ; il vaut au
moins max(mg(u), mgy(u)) + 1, car chaque prolongement de u a droite ou a gauche
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donne au moins un élément de LN X>ul : c’est le cas que nous avons appelé bispécial
faible pour un alphabet binaire. Mais cette fois tous les intermédiaires sont possibles
entre ces deux extrémes : on peut quantifier cela au moyen d’un troisieme entier
m(u), 'ordre bilatére du facteur bispécial, défini ainsi :

m(u) = # (LN XuX) —mg(u) —mg(u) —1 .

C’est un entier relatif, compris entre — min(mgq(u), my(u)) et mq(u)mgy(u), donc entre
—(k—1) et (k—1)%;si k = 2, on retrouve les trois catégories de facteurs bispéciaux,
qui correspondent aux trois ordres (bilateres) possibles, —1, 0 et 1. Notons que si u
est un élément non bispécial, on peut également définir son ordre bilatere, qui est
toujours nul.

Proposition 3.5 Soit L un langage factoriel prolongeable. Alors

> m(u)=s(n+1)—s(n) .

ue LNX"m

Cette quantité sera notée b(n).

Preuve. Quand on prolonge par une lettre a droite un facteur spécial a gauche u,
la nature de u permet de déterminer, non le nombre de facteurs spéciaux a gauche
obtenus, mais la somme de leurs ordres a gauche :
— si u n’est pas bispécial, on obtient un facteur spécial a gauche de méme ordre
que u;
— si u est bispécial, on obtient un certain nombre de facteurs spéciaux a gauche
dont la somme des ordres a gauche est mgy(u) + m(u).
Comme s(n) est la somme des ordres a gauche de tous les facteurs u de longueur n,
la variation de s(n) est donc la somme des m(u). -

Comme dans le cas de I’alphabet binaire, les propositions 3.4 et 3.5 peuvent
d’exprimer en termes de séries génératrices :

Proposition 3.6 Soit L un langage factoriel prolongeable, et P, S et B les séries
génératrices des fonctions p, s et b associées a L. Alors

P(X) = ﬁ (14 XS(X))
et
S(X) = - (s(0) + X B(X))
s01t
P(X) = ﬁ (14 (p(1) = 2)X + X?B(X))

Preuve. La seule différence notable avec la proposition 3.3 est le terme constant de
S, qui vaut s(0) = p(1) — 1, soit k— 1 si toutes les lettres de 'alphabet sont utilisées.
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Pour que la notion d’arbre de facteurs spéciaux soit utilisable, il faut un critere
plus fin que 'ordre : étant donnée une partie >’ de ¥ a au moins deux éléments,
on construit I’arbre des facteurs spéciaux a gauche de type ¥’ en ne conservant dans
I’arbre des facteurs a droite que ceux qui se prolongent a gauche par chacune des
lettres de . L’ensemble des facteurs spéciaux a gauche est donc décrit par une
famille d’arbres (un pour chaque partie ¥’), mais en pratique on peut se limiter aux
arbres non vides avec ¥’ maximal (i.e. aucune partie plus grande ne donne le méme
arbre), ce qui en général donne un petit nombre d’arbres, qu’on pourra appeler base
de la famille des arbres des facteurs spéciaux a gauche. Dans ces arbres, tous les
embranchements et toutes les extrémités de branches (feuilles) sont étiquetés par
des facteurs bispéciaux, et réciproquement tous les facteurs bispéciaux d’ordre non
nul donnent un embranchement ou une feuille sur au moins I'un des arbres de base :
on peut donc déterminer les facteurs bispéciaux qui contribuent a la complexité par
simple observation de la base, et il est alors facile de calculer leur ordre.

4 Calcul de la complexit € de suites d éfinies par morphismes

Dans cette section, nous montrons, a I’aide de quelques exemples, comment les
outils que nous venons de présenter peuvent étre utilisés pour calculer la complexité
de certaines suites définies au moyen de morphismes de monoides libres, ce qui est
le cas d’un grand nombre de suites classiques. Nous entendons par suites définies
par morphismes non seulement les suites qui sont point fixe d’un morphisme, mais
aussi les images de tels points fixes par un second morphisme, et plus généralement
les suites définies par des systémes S-adiques, ¢’est-a-dire par application successive
d’une suite de morphismes pris dans un ensemble fini.

4.1 Suite de Thue-Morse
La suite de Thue-Morse est le point fixe
t = abbabaabbaababbabaababbaabbabaabbaababbaabbabaababbabaabbaab . . .

du morphisme
g: X* — X*
a +—— ab
b — ba

Comme la suite de Thue-Morse est récurrente, les constructions de la section 3
s’appliquent et il suffit de connaitre ses facteurs bispéciaux pour calculer sa com-
plexité.

Proposition 4.1 Les facteurs bispéciaux de la suite de Thue-Morse sont

bispéciauz stricts : e, 0™ (ab), 0™ (ba) pour m >0 ;

bispéciaur ordinaires : a, b;

bispéciauz faibles : 0™ (aba), 0™ (bab) pour m = 0.

La figure 4, qui montre I'arbre des facteurs spéciaux a droite de la suite de Thue-
Morse, illustre bien ce résultat. La preuve repose sur le lemme classique suivant :
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Lemme 4.2 Tout facteur de t est de la forme y = r1.0(x).ry avec x € F(t) et
ri € {e,a,b}. Si |y| =5 cette décomposition est unique.

Preuve de la proposition. Soit y un facteur tel que |y| > 5. D’apres le lemme, y
s’écrit de maniere unique y = r1.0(x).ro. Supposons que ro = a. Si le mot ya était
facteur de t, on pourrait aussi lui appliquer le lemme : ya = 7}.0(z’).r,. Comme (')
ne peut pas se terminer par aa, on aurait nécessairement ry, = a, donc y = r,.0(2').€,
ce qui contredirait I'unicité dans le lemme. Le facteur y ne peut donc se prolonger
a droite que par un b. De méme, si 7, = b le seul prolongement possible est ya. Si y
est spécial a droite, alors nécessairement ro = . Le prolongement ya se décompose
alors sous la forme ya = r1.0(z).a, donc a un prolongement unique yab dont la
décomposition est nécessairement r1.0(xa).c, donc za est facteur de t, et pour la
méme raison xb est aussi facteur de t, donc x est spécial a droite.

On voit donc que les facteurs spéciaux a droite de longueur au moins 5 sont tous
de la forme y = r16(z) avec = lui-méme spécial a droite. Une propriété symétrique
est vérifiée a gauche, donc les facteurs bispéciaux de longueur au moins 5 sont tous
des images par 6 de facteurs bispéciaux, qui de plus ont méme ordre. Il ne reste plus
qu’a énumérer les facteurs bispéciaux courts pour pouvoir conclure : €, ab, ba, abba,
baab sont stricts, a et b sont ordinaires, et aba et bab sont faibles. -

On a donc : N
BS(X) - BF(X)=1+2) (X*¥" - x*%")
n=0

et on en déduit immédiatement les séries S(X) et P(X). On retrouve ainsi les
formules classiques [4] :

1 sin=0
2 si0<n<?2
S =9 g29m<n<3om
2 s13.2M < n<L4.2m
1 sin=20
2 sin=1
p(n) = 4 sin=2

dn —2.2M —4 i 2.2m <n < 3.2™
2n +4.2m —2 s 3.2™ < n < 4.2™
ou m est un entier positif ou nul.

La suite de Thue-Morse est un cas particulierement simple, mais de nombreuses
suites définies par morphisme peuvent étre traitées sur le méme modele, a condition
d’avoir un lemme de synchronisation similaire au lemme 4.2, qui assure un découpage
unique des facteurs suffisamment longs. Cela se produit notamment quand les mor-
phismes sont circulaires.

4.2 Action d’'un morphisme circulaire

4.2.1 Morphismes circulaires

Nous appelons morphisme circulaire un morphisme injectif f: ¥* — 3" tel que
f(X) est un code circulaire, ¢’est-a-dire

VueX* YoeX VreX Vte X Vse '™,
[(f(z) =tset f(u) =sf(v)t) = (t =€ et u=2v)]
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(voir [6]).

Remarque. Il existe une autre définition de la circularité, plus faible, adoptée
par exemple par Mignosi et Séébold [9]. Cette notion n’est utile que dans le cas
de morphismes destinés a étre itérés (i.e. dont on considere un point fixe), car le
lemme de synchronisation correspondant ne vaut que pour les facteurs de ce point
fixe. Pour des morphismes qui ne sont pas itérés, par exemple un morphisme de
codage appliqué une seule fois, comme le morphisme g du théoréeme 5.1, elle n’est
plus utilisable : on peut alors recourir & une notion plus générale de circularité sur
un langage [6]; nous conservons ici la définition la plus restrictive afin de simplifier
I’exposé. Notons que le morphisme 6 définissant la suite de Thue-Morse n’est pas
circulaire selon cette définition.

Pour les morphismes circulaires, on a le lemme de synchronisation suivant [6] :

Lemme 4.3 Soit f un morphisme circulaire. Il existe trois ensembles finis N, Ry
et Ry de mots de X' tels que que tout mot w € F(f(X*))\ N s’écrit de maniére
unique u = r1.f(v).re avec v € ¥* et r; € R;. Par ailleurs, si f(v') = uwyuuy avec
v € X%, alors on reconnait v dans v' : v' = vivvy avec f(vy) = uiry et f(vy) = rous.

I1 peut y avoir plusieurs choix possibles pour les ensembles R;. Quand f(X) est
un code bipréfixe (i.e. si f(u) est préfixe de f(v), alors u est préfixe de v, et de méme
avec les suffixes), on peut prendre pour R; I'ensemble des suffixes stricts d’images de
lettres, et pour Ry I’ensemble des préfixes stricts. Cela n’est pas possible en général.
Par exemple, pour le morphisme sur {a,b}* défini par f(a) = ab et f(b) = aba, on
peut prendre N = {¢,a,b, aa, ba,baa}, Ry = {e,a,b,ba} et Ry = {ab, aba,abaa} : Ry
ne pose pas de probleme car le code est suffixe, mais par contre Ry ne peut contenir
€ et a.

Pour simplifier, nous supposerons donc que f(X) est un code bipréfixe. Cette
hypothese n’est en fait pas indispensable, ce qui compte est que f(X) est un code a
délai de déchiffrage borné, et c’est le cas pour tout morphisme circulaire. Il pourra
toutefois étre nécessaire, quand le code n’est pas bipréfixe, de distinguer les facteurs
spéciaux en fonction des mots d’une certaine longueur par lesquels ils se prolongent,
et non plus seulement les lettres.

4.2.2 Action sur les facteurs bisp  éciaux

Soit L C ¥* un langage factoriel prolongeable, et L' = F(f(L)) la cloture fac-
torielle de son image par le morphisme circulaire f (L’ est également un langage
factoriel prolongeable). Nous allons montrer, dans le cas ou f(X) est bipréfixe, qu’il
est possible de décrire les facteurs bispéciaux de L’ connaissant ceux de L et les
couples de lettres qui peuvent les prolonger. De méme, on peut construire les arbres
de facteurs spéciaux de L’ en fonction de ceux de L. En pratique, il est souvent plus
simple de représenter d’abord ces arbres et d’y lire les facteurs bispéciaux d’ordre
non nul.

Soit u un facteur bispécial de L’ n’appartenant pas a N. Grace au lemme 4.3, le
mot u s’écrit de maniére unique u = r1.f(v).ry avec 11 € Ry, ro € Ry et v € ¥*. De
plus, la deuxieéme partie du lemme implique que v € L. Puisqu’on a supposé f(3)
bipréfixe, on peut choisir R; et Ry de sorte que r; soit un suffixe strict et r9 un
préfixe strict d’image de lettre.
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Comme u est spécial a droite, il se prolonge au moins de deux manieres ua et
ub. Les mots rya et rob ne peuvent étre préfixes de la méme image de lettre, donc v
se prolonge par au moins deux lettres différentes x et y, avec roa préfixe de f(x) et
rob préfixe de f(y), c’est-a-dire que v est spécial a droite dans L ; son ordre a droite
est supérieur ou égal a celui de u. De méme, v est spécial gauche dans L, donc est
bispécial.

Réciproquement, si v est un facteur bispécial, I'ensemble R; f(v)Ry contient un
certain nombre de facteurs bispéciaux, dont la somme des ordres est exactement
l'ordre de v a condition qu’aucun d’entre eux ne soit dans N. Les couples (ry,75)
tels que 7 f(v)ry est bispécial, et les ordres correspondants, ne dépendent que de
I'ensemble des couples de lettres (z1, x2) tels que zjvzy € L.

On voit donc que, connaissant les facteurs bispéciaux de L, on peut calculer des
facteurs bispéciaux de L’ en appliquant f et en ajoutant un ou plusieurs préfixes et
suffixes ry et ry, qui ne dépendent que des lettres par lesquelles le facteur considéré
se prolonge. On obtient ainsi tous les facteurs bispéciaux de L', sauf peut-étre ceux
qui sont éléments de N, qu’il faut déterminer a la main, et que nous appellerons
facteurs bispéciauz exceptionnels.

4.3 Complexit é du point fixe d’'un morphisme

A tout morphisme f: 3" — ¥* on associe le langage
L(f)=F{ f*(z) IneNetzeX })

(c’est la cloture factorielle d'un DOL-langage ou toutes les lettres de 1’alphabet
servent d’axiomes), qui est prolongeable pourvu que f soit non-effacant (I'image
d’une lettre n’est jamais le mot vide) et que chaque lettre soit prolongeable des
deux cotés, c’est-a-dire

Vo € ¥,3a,b € %, axb € L(f)

ce qui exclut les morphismes du type (a — ab, b+ bb). Si de plus il existe une lettre
a € X telle que f(a) € aX* et que |J Alph(f"(a)) = X, la suite de mots (f"(a))
neN

a pour limite un mot infini u = f“(a) dont 1’ensemble des facteurs est exactement
L(f).

Quand f est circulaire il est possible, en itérant le procédé décrit ci-dessus,
de décrire I’ensemble des facteurs bispéciaux de L(f) a partir des seuls bispéciaux
exceptionnels, ce qui permet de construire les arbres de facteurs spéciaux. Si f est
bipréfixe, les facteurs bispéciaux de L(f) sont tous de la forme

w=sof(s1)f*(52) - f* (srm1) S ) S o1 S 2 (0r—2) - - f2(02) £ (P1)po

avec v bispécial exceptionnel, p; plus grand préfixe commun de deux images de
lettres, et s; plus grand suffixe commun (pas nécessairement des mémes lettres).
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4.4 Un exemple non primitif

Considérons le morphisme suivant :

fi ¥ — ¥
a —— aba

b — bb

Ce morphisme n’est pas primitif, car les images successives de b ne contiennent
aucun a (un morphisme f est dit primitif s’il existe un entier n tel que I'image de
chaque lettre par f" contient toutes les lettres). La suite qu’il engendre,

f“(a) = ababbababbbbababbababbbbbbbbababbababbbbababbababbbbbbbbbbbbbbbbab . . .

est récurrente (tout facteur apparait une infinité de fois), mais pas uniformément
récurrente puisqu’il existe des facteurs arbitrairement longs qui ne contiennent pas
de a.

Le morphisme f est bipréfixe, mais n’est pas circulaire. Toutefois, tout facteur
de longueur supérieure ou égale a 4 qui n’est pas une puissance de b se synchronise.
On va donc appliquer la méthode décrite en 4.3, en traitant a part les puissances de
b.

Parmi les petits facteurs (longueur inférieure & 4) non puissances de b, on trouve
que seul bab est bispécial : ¢’est donc le seul bispécial exceptionnel. Les autres facteurs
bispéciaux non puissances de b seront les images itérées de ce mot par f, car p; =
s; = € est le seul préfixe ou suffixe commun & f(a) et f(b). Les puissances de b sont
toutes des facteurs bispéciaux (c’est d’ailleurs une propriété générale des suites qui
contiennent des puissances arbitrairement grandes de b mais aussi une infinité de a),
stricts quand 1’exposant est une puissance de 2, ordinaires sinon.

Les facteurs bispéciaux sont donc :

bispéciaux stricts : f™(b), de longueur 2™, pour m > 0;

bispéciaux ordinaires : les autres puissances de b : g, b3, b, b5, b7, b°, etc. ;

bispéciaux faibles : f™(bab), de longueur 2™ (3 + m/2), pour m > 0.

Ceci fournit une expression des séries BS et BF sous forme de sommes infinies, ainsi
que les équations fonctionnelles suivantes :

BS(X)=BS(X*)+ X ;

BF(X) = ¢(X,X) avec p(X,Y) = (XY X, YY)+ Y XY .

On peut enfin écrire que s(n) =1+ g —r, ou ¢ = [log, n] est le nombre de facteurs
bispéciaux stricts de longueur inférieure a n, et r = [%&bg% — 6] est le nombre
de facteurs bispéciaux faibles de longueur inférieure a n (W (x) est 'unique fonction

analytique réelle sur | — 1/e, +oo[ telle que W (z)e" @ = 2). On calcule ensuite :

pn) = 145 stm)
= 1+n+ qilo(n—l—Qm)— rij(n—l—Qm(?)—l—m/Q))

= I4n+n—1g—(29—1)— (n—Dr+ 2+ +27"1p —2) .
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Dans cette expression, les termes dominants sont ng et nr, soit

(n) logn — W (128nlog 2)
n)=n
b log 2

+ O (n)

On peut alors, en utilisant le fait que W (x) = logx — loglog z + O (%) obtenir
un équivalent de la complexité de la suite étudiée : p(n) ~ nlog,log, n.

Notons que le théoreme de Pansiot [12] permet d’établir que p(n) croit comme
nloglogn, car f est polynomialement divergent, mais ne donne pas d’équivalent

exact.

5 Suites de complexit é affine

5.1 Suites de complexit € ultimement affine

J.-P. Allouche et J. Berstel ont posé le probleme suivant : pour quels entiers «
et (3 existe-t-il des suites dont la complexité est la fonction affine p(n) = an + 87
Si on veut que ce soit vrai pour tout n > 0, la seule possibilité est § = 1 et
a = # Alph (u)—1 (sur un alphabet binaire, cela correspond aux suites sturmiennes,
de complexité p(n) = n + 1; sur un alphabet plus grand, de telles suites existent
également, voir par exemple la suite f“(c;) du théoreme 5.1). On recherche donc des
fonctions de complexité ultimement affines, c¢’est-a-dire telles qu’il existe un rang ng
tel que pour tout n = ng on a p(n) = an + . Pour que ce soit possible, il faut que
(o, 3) € {0,1} x (N\ {0}) U(N\ {0,1}) x Z. Nous verrons que cette condition est
suffisante, et ce sur tout alphabet ayant au moins deux éléments.

Allouche [1] a développé plusieurs techniques pour construire, a partir d’une suite
de complexité ultimement an+ (3, des suites de complexités différentes, par exemple
an + ( + 1. Cependant il reste des couples (a, #) qui ne peuvent étre obtenus par
ces techniques en partant des quelques suites de complexité ultimement affine déja
connues. Il est donc nécessaire de construire de nouveaux points de départ. C’est
dans cet objectif que cette étude a été faite, mais celui-ci a été dépassé puisque nous
obtenons directement toutes les complexités ultimement affines possibles.

Pour cela, nous considérons une famille a trois parametres de suites, définies par
un morphisme itéré sur un alphabet plus ou moins grand, suivi d'un codage vers
I'alphabet & deux lettres ¥ = {a, b}.

Théoréme 5.1 Soient j > 0, k > 1 et £ > 1 trois entiers. Soit ¥, = {c1,...,ck}
un alphabet a k lettres. On considere les deux morphismes f et g définis ainsi :
fr X — X et g: Y — X
¢ —— Cicip SiiFk ¢ — albiti

Cp, >

pour tout © compris entre 1 et k.
La suite u = g(f“(c1)) a pour complexité

k(k—1)

p(n) = (k = 1)n — ——

—jk—2)++1

pourn 2z max((,j+k—1,7+1).
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Preuve. Calculons tout d’abord les facteurs bispéciaux de L(f). Le morphisme f
est circulaire et suffixe (mais non bipréfixe). Dans le lemme 4.3, on peut prendre
N =R, ={¢g,c,...,c1} et Ry ={c1,c109,...,c10;}. Le seul bispécial exceptionnel
est e, d’ordre 0 car il se prolonge par (c1,¢;) et (¢;,¢1) pour 1 < i < k. Par ailleurs,
un mot de la forme u = r1 f(v)ry ne peut étre bispécial que si r; =€ et 7y = ¢;. En
partant de e, on obtient ¢y, puis cjcacy, etce., qui se prolongent par (¢, ¢;) et (¢, ¢m)
pour tout ¢ et pour un indice m fixé, et sont donc tous d’ordre 0.

On en déduit que la base des arbres des facteurs spéciaux a gauche de L(f) ne
contient qu’un seul arbre, de type X, puisque chaque facteur bispécial peut étre
prolongé a gauche par chacune des k lettres de l'alphabet, et donc il en est de
méme pour chaque facteur spécial a gauche. Comme tous les facteurs bispéciaux
sont d’ordre nul, cet arbre ne peut étre que filiforme, et est d’ailleurs étiqueté par
la suite elle-méme. En quelque sorte, f“(c;) est une suite de Fibonacci généralisée,
et sa complexité est (k — 1)n + 1.

a

b—b—a—a—a—a—>b --

b a—b—b—a—a—a—a -
kE—1
a—a—b—b—a—a—a - lignes

a—a—a—b—b—a—a -

a—a—a—a—b—b—a -

bispéciaux stricts bispéciaux faibles

F1G. 6 — Arbre des facteurs spéciaux a gauche de g(f“(c1)) pour j =1, k=6, =4

On applique ensuite le morphisme g, qui est également circulaire et suffixe, pour
obtenir les facteurs bispéciaux de F'(g(L(f))). On peut prendre

N={db |i<lii<j+k} ,

Ri={b |i<j+k}u{dd |1<i<lj<i<j+k}

et
Ry={d |1<i<l}u{ad |7<j+k]} .

Les facteurs bispéciaux exceptionnels sont e, d’ordre 1, b pour 1 < ¢’ < j, d’ordre
0,b" pour j+1 <4 <j+k—2 dordre 1, b 1 d’ordre 0, a’ pour 1 < i < —2,
d’ordre 0, et a’!, d’ordre —1, sauf dans le cas £ =1 ot € = a*~! est d’ordre 0. Les
autres bispéciaux sont de la forme v f(v)a’b’*" on v est un bispécial de L(f) se
prolongeant par (¢, ¢;) et (¢;, ¢n), et i < m et i’ < m. Il sont tous d’ordre 0.

Il ne reste plus qu’a compter les facteurs bispéciaux d’ordre non nul pour obtenir
la complexité cherchée : si £ > 1, il y a un bispécial faible de longueur £ —1, et k—1
bispéciaux stricts de longueurs O et j+1a j+ k — 2, et si £ =1 il y a seulement
k — 2 bispéciaux stricts de longueur j+1a 7+ k — 2.

On en déduit également la forme de ’arbre des facteurs spéciaux a gauche de
F(g(L(f))) (figure 6). Cet arbre comporte k — 1 branches infinies (chaque facteur
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spécial a gauche pour L(f), d’ordre k — 1, donne un élément dans chacune des
branches) et une branche finie de longueur ¢ — 1, terminée par le facteur bispécial

exceptionnel a’~!. -

Corollaire 5.2 Pour tout couple d’entiers (o, 3) € {0, 1} x (N\{0})U(N\{0,1})xZ,
il existe une suite binaire de complexité ultimement an + (3.

Preuve. La suite u définie dans le théoreme 5.1 fournit une solution dans tous les
cas, avec k = a+ 1> 1 et j et £ choisis en fonction de « et (.

Si k = 1, la suite u a pour complexité ultimement j+/¢+1. Si on prend j = {%J
et { = {gJ,onap(n):Bpourn2 L% )

Si k = 2, la suite u a pour complexité ultimement n + ¢. On prend donc ¢ = (3
et (par exemple) j =0, et on a p(n) =n + (3 pour n > 3.

Si k > 2, soit par exemple

, ( {—k2+3k—2—25J>
J =max | 0,

2k —4

et

k(k—1)
2

La suite u a alors pour complexité p(n) = an + 3 pour

n}max(a,g—i ﬁ_i_w_l)

=8+ +jk—2)—1>1.

2 a-—1’

5.2 Complexit & an + 5 pour n > 1

La question suivante, variante du probleme ci-dessus, a été posée par Pascal
Alessandri : pour quelles valeurs de (a, ) existe-t-il une suite de complexité p(n) =
an + (8 pour tout n > 17 Elle peut étre résolue par une construction similaire.

Théoréme 5.3 Soit (o, 3) € NxZ. Il existe une suite de complexité p(n) = an+f3
pour tout n > 1 (et p(0) = 1) si et seulement sia+ 3 =1 et 2a + 3 < (a + ().

Preuve. Ces conditions sont évidemment nécessaires : p(1) = a+ (3 est le nombre de
lettres distinctes apparaissant dans la suite, donc est un nombre strictement positif;
et si la suite contient o + 3 lettres distinctes, elle ne peut contenir plus de (a + 3)?
facteurs de longueur 2, donc 2a + 3 = p(2) < p(1)? = (a + B)%

Supposons maintenant que («, 3) satisfait les deux conditions, et que o > 0, le cas
a = 0 étant facile a résoudre avec des suites périodiques. Soit k = a+1et { = a+[ :
on va construire un HDOL-systeme G = (g, f,¢1, %, h) ou X = {c1,...,cx} et
¥ ={d,...,d}, de telle sorte que la suite associée u = h(f“(c;)) aura la complexité
voulue.

Le DOL-systéme sous-jacent (voir [6]) G = (X, f,c1) est le méme que pour
le théoreme 5.1. La suite f“(c1) est donc une suite de Fibonacci généralisée, de
complexité an + 1 pour tout n.
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La construction du morphisme h dépend du signe de 3. Supposons tout d’abord
que { > k, cest-a-dire que § > 0. Si £ = k, la suite f“(c;) a déja la com-
plexité cherchée et il suffit de prendre h = Id. Sinon, on définit h par h(c;) =
dydi1disa ... dp et h(c;) = d; pour 2 < @ < k : le morphisme h est circulaire et
bipréfixe. On voit facilement que la base des arbres de facteurs spéciaux a gauche
de F(u) a deux éléments, un arbre filiforme de type {di,...,d;} (image par h de
I'arbre de L(f)) et un arbre de type ¥; contenant le seul nceud e, seul facteur
bispécial exceptionnel, et seul facteur bispécial d’ordre non nul, £k — ¢. On en déduit
immédiatement que la complexité est bien p(n) = an + 3 pour n > 1.

Supposons maintenant que ¢ < k, c¢’est-a-dire § < 0. On définit h de la maniere
suivante : h(c1) = dy, h(c;) = did; pour 2 < i < £, et h(cey), ..., h(cg) sont k — ¢
éléments pris parmi Pensemble £ = d;{ds, ..., d;}?, qui en compte (¢ — 1)?; comme
k—l=1-p<(a+p)?—2a—-28+1=(f—1)2 c’est toujours possible. L’ordre
des images n’a pas d’importance.

Le morphisme h est suffixe et circulaire, de délai de synchronisation 2, grace au
role de marqueur joué par d;. Nous pouvons donc déterminer les facteurs spéciaux
a gauche de F'(u) en fonction de ceux de L(f).

Soit u un facteur spécial a gauche pour L(f) : il se prolonge par chacune des
lettres de Y. Les suffixes communs des f(c;) sont € et toutes les lettres d; telles
que ENdiXgd; # 0; les facteurs spéciaux a gauche pour F'(u) obtenus sont donc
f(u), d’ordre ¢ — 1 (il se prolonge par chacune des lettres de Hy = %), et d; f(u),
d’ordre # (E'Nd;Xkd;) quand cet ensemble est non vide (il se prolonge par H; =
{di} U{d; | did;d; € E }). Les seuls mots non synchronisés sont ¢ et certains d;,
mais ils ne donnent pas de nouveaux facteurs spéciaux. Finalement, la base contient
un arbre pour chaque ensemble H;, avec une ou plusieurs branches filiformes partant
de € (une branche pour chaque j tel que H; C H;). Comme précédemment, ¢ est
le seul facteur bispécial d’ordre non nul, et son ordre vaut k — ¢ (I'ordre de ¢ est
toujours égal a p(2) — 2p(1) + 1). -

Une extension intéressante de ces deux problemes serait de chercher a construire
des suites de complexité |an+ 3], avec « (et éventuellement 3) non entier. I semble
que cela ne soit pas possible.

6 Une famille continue de fonctions de complexit &

Pour le moment, nous savons construire une famille dénombrable de fonctions
de complexité. Nous allons montrer dans cette section que I’ensemble des fonctions
de complexité a la puissance du continu.

Théoréme 6.1 Soit ¢: R — R une fonction deux fois dérivable et un réel stric-
tement positif xo tels que

(i) 0 < ¢"(x) <1 pourx >z,
(ii) xlogx = o(p(x)).

Alors il existe une suite binaire u dont la complexité vérifie

Pu(n) ~@(n) .
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La seconde condition peut étre remplacée, au prix d’une complication de la preuve,
par I'hypothese plus faible et plus naturelle que ¢'(x) tend vers 400 quand = tend
vers +00.

Preuve. Pour ¢+ € N soit ¢; le plus petit entier supérieur ou égal a x(y tel que
|©'(gi) — ¢ (x0)] = i. D’apres les propriétés de ¢, ces entiers existent, sont positifs,
et la suite (g;) est strictement croissante. On définit une suite binaire u de la maniere
suivante : on part de la suite v sur I'alphabet dénombrable ¥, = {co, c1,..., ¢, ...},
point fixe du morphisme f qui a ¢; associe coc;i1 :

V = CpC1CpC2CHC1CHC3CHC1CHC2CHC1CHC41CHC1CHC2CHC1CHC3CHC1CHC2CHC1CHCHCHC1CHC 2 - . .

et on lui applique le morphisme g¢g: Y — {a,b}* pour obtenir u = g(v).
¢ +—— ab®

Les facteurs spéciaux de v sont faciles a déterminer : a gauche ce sont les préfixes
de v, a droite leurs images miroir (on pourrait les appeler facteurs spéciaux d’ordre
infini, car ils se prolongent par toutes les lettres de ¥, sauf celles qu’ils contiennent
déja). Comme dans la preuve du théoreme 5.1, on utilise le fait que g est un mor-
phisme circulaire (et suffixe) pour en déduire la forme de 'arbre des facteurs spéciaux
a gauche de u. Il est constitué par la réunion d’une infinité de branches finies,
étiquetées par bab®, b7 ab®ab?, b¥2ab®ab? ab®ab®, et en général b%g(f*(cy)) pour
tout 7 € N.

Le mot infini a donc une infinité de facteurs bispéciaux stricts et faibles. Les
bispéciaux stricts étiquettent les endroits ou les branches se séparent, c’est-a-dire
les b% pour i € N, et les bispéciaux faibles sont les étiquettes des branches entieres,
b%g(fi(co)) pour i € N. La longueur des premiers est simplement g;. Celle des seconds
est 7y = 2g; + 2" + Y24 2777 ¢, que 'on peut minorer par 2'.

Le nombre de facteurs spéciaux s(n) est alors

s(n)=14+min{i |n<¢ }—min{i |n<r;}

Le dernier terme est en O (logn). Sachant que |¢'(g;) — ¢'(x)] = 4, le second terme
peut étre encadré par

¢'(n) = ¢'(xo) =1 <min{i | n<q } <¢'(n) —¢(z0) +1

des que n > xp. En sommant une nouvelle fois, on trouve que

n—1
p(n) =1+ 3 s(m) = p(n) + O (nlogn)
m=0
et I'hypothese (ii) nous assure que le second terme est négligeable. -

En quelque sorte, ce théoreme montre que toutes les fonctions a croissance suffi-
samment réguliére comprises entre nlogn et n? sont asymptotiquement des fonctions
de complexité. C’est le cas notamment des n® pour 1 < o < 2. Par conséquent, le
cardinal de I’ensemble des fonctions de complexité est égal a celui de R (il ne peut
bien str pas étre plus grand).

Remarque. Grillenberger [8] a montré comment construire des suites d’entropie
topologique h pour tout réel h compris entre 0 et log #3. Cela fournit donc une autre
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famille continue de fonctions de complexité, qui ont une croissance exponentielle (si
h > 0), contrairement aux notres qui sont a croissance polynomiale (et donc toutes
associées a des suites d’entropie nulle).

7 Complexit é sous-affine

Dans les deux sections précédentes nous avons construit des familles de fonctions
de complexité. Nous allons maintenant voir une condition nécessaire que doivent
vérifier ces fonctions quand leur croissance n’est pas tres rapide, et qui les empéche
de croitre de facon trop oscillante.

Cette section résume les résultats qui sont présentés de maniere détaillée dans
[7].

Notre théoreme principal, conjecturé par Ferenczi, est le suivant :
Théoréme 7.1 Soit u € X une suite sur un alphabet fini dont la fonction de
complexité p(n) est sous-affine, c’est-a-dire que p(n) = O(n). Alors la fonction
s(n) =p(n + 1) — p(n) est bornée.

Cela signifie par exemple que la situation suivante ne peut pas se produire :
p(n 4+ 1) — p(n) prend des valeurs faibles sauf en des “pics” arbitrairement hauts,
mais suffisamment étroits et espacés pour ne pas trop faire augmenter p(n).

Une telle propriété était déja connue pour certains types de suites, points fixes de
substitutions primitives [11]. En particulier, le théoréme 7.1 permet de redémontrer
que si u est une suite automatique, alors (p(n + 1) — p(n)),en est aussi une suite
automatique [14].

Notre preuve donne en fait un résultat plus général et plus précis :

Théoréme 7.2 Soit u € 3¢ une suite sur un alphabet fini et p(n) sa fonction de
complexité. On suppose qu’il existe deux réels a > 0 et 1 < a < %, et un entier ng,
tels que p(n) < an® pour tout n = ng. Alors

s(n) = p(n +1) = p(n) < Kp(1)a*n*~"
pour tout n = ng, ou K est une constante qui ne dépend pas de u.

La constante K de ce théoreme peut étre explicitée, mais cela présente peu
d’intérét tant qu’il n’est pas établi que 'exposant 3 dans a*n®@ 1 est optimal.
C’est a cause de cet exposant que « est limité a %, car au-dela de cette valeur le
théoreme n’apporte rien de plus que la relation triviale s(n) < p(n+1) < a(n+1)°.
Mais nous ne connaissons aucune suite dont la complexité vérifie p(n) = O(n®) mais
non s(n) = O(n®"'). Il serait intéressant de construire de telles suites, ou bien sir de
montrer qu’il n’en n’existe pas, ce qui renforcerait considérablement le théoreme 7.2.

Pour démontrer les théoremes 7.1 et 7.2, on utilise le lemme suivant, dont la
preuve, tres technique, consiste a compter des chemins dans le graphe de Rauzy

d’ordre n; associés a des facteurs spéciaux de longueur comprise entre ny et ns :

Lemme 7.3 Soit L un langage factoriel prolongeable sur un alphabet binaire, p(n)
sa fonction de complexité, et ny < ny deuz entiers. On suppose que s(ny) = 1. Soit
m = max s(n). Alors la variation de complexité entre ny et ny est au moins

ni<n<ng

p(ns) = p(ny) > ——

s I (= s+ + o0 1)
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De fagon imagée, il signifie que si s(n) présente un pic entre ny et no, alors p(n)
croit d’une valeur d’autant plus grande que le pic est haut et que s(nq) et s(nz) sont
petits, mais qui ne dépend pas de la largeur du pic. Par un calcul relativement simple,
on établit alors un résultat similaire au théoreme 7.2 pour les langages factoriels
prolongeables sur un alphabet binaire. Au moyen d’un codage, il peut étre étendu
aux langages sur un alphabet fini quelconque. Pour obtenir le théoreme 7.2; il ne
reste plus qu’a traiter le cas des suites non récurrentes comme indiqué en 2.2.

8 Conclusion

Nous avons vu que I'étude des facteurs spéciaux permettait de calculer plus
facilement certaines complexités, et d’obtenir d’autres résultats intéressants sur les
fonctions de complexité. Cela est surtout vrai pour les suites dont la complexité
croit linéairement, ou a la rigueur de facon quadratique, car le nombre de facteurs
bispéciaux est la différence seconde de la complexité qui est alors faible. Il serait
certainement utile d’avoir une interprétation combinatoire de différences d’ordre
plus élevé, mais cela ne semble pas possible avec nos techniques, car les facteurs
bispéciaux n’ont plus aucune propriété de prolongeabilité, ce qui interdit de les
représenter par une structure comme ’arbre des facteurs spéciaux.

Nous sommes encore tres loin de pouvoir caractériser les fonctions qui sont des
fonctions de complexité, méme si les théoremes 6.1 et 7.1 permettent de se faire une
meilleure idée de ’endroit ou se situe la limite. Il doit étre possible de resserrer encore
cet encadrement, en cherchant la borne exacte sur s(n) dans le théoreme 7.1, en
étendant ce théoreme de fagon plus précise aux degrés plus grands, et le théoreme 6.1
a d’autres classes de fonctions.

Une autre direction de recherche possible est de voir comment des restrictions
sur les suites considérées influent sur les fonctions réalisables : si L est une famille
de langages ou de suites, notons P(L) ’ensemble des fonctions de complexité des
éléments de L. Obtient-on des ensembles différents quand £ = ¥¢, £ = “>¥ (suites
biinfinies), £ est 'ensembles des suites récurrentes ou uniformément récurrentes, des
langages factoriels prolongeables, etc. ?
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