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Abstract

On considére une variété de Riemann (M, g), une 1-forme π sur M et soit
∇ la connexion π semi-symétrique métrique. On note avec ∇ la transposée de

∇, avec ∇̃ la connexion symétrique associée à ∇ et soit
◦
∇ la connexion de

Levi-Civita associée à g.
Dans cette note on met en évidence quelques propriétés de l’algèbre de

déformation U(M,∇− ◦
∇), U(M,∇− ◦

∇), U(M, ∇̃− ◦
∇). On présente un par-

allélisme entre quelques propriétes géométriques et algébriques.
En utilisant des resultats de Levi-Civita et de Vrănceanu, dans le dernier

paragraphe on met en evidence quelques remarques sur la connexion ∇̃.
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0 Introduction

Les variétés différentiables, les applications différentiables, les champs tensoriels et les
connexions linéaires qui interviennent dans la suite sont supposées de classe C∞.

Soit M une variété différentiable réelle à n dimensions. On note avec F(M),
l’anneau des fonctions réeles, différentiables, définies sur M et avec T r

s (M), le F(M)-
module des champs de tenseurs du type (r, s) sur M . Particulièrement, pour T 1

0 (M),
resp. T 0

1 (M), on utilise la notation X (M), resp. Λ1(M).
Soit A ∈ T 1

2 (M). Si on définit le produit de deux champs de vecteurs X et Y par
la formule

(0.1) X ◦ Y = A(X, Y )

alors le F(M)-module X (M) devient une F(M)-algèbre. L’algèbre définie par la for-
mule (0.1) s’appelle l’algèbre associé à A et on note U(M,A). Si ∇ et ∇ sont deux
connexions linéaires sur M , l’algébre U(M,∇−∇) s’appelle l’algèbre de déformation
de la paire de connexions (∇,∇) [13].
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1 Quelques éléments géométriques dans l’algèbre
associée à un champ tensoriel de type (1,2)

Soit A ∈ T 1
2 (M) fixé et soit m > 0 un nombre entier.

Définition 1.1 [5]. Un élément X ∈ U(M, A) s’appelle champ m-caractéristique
s’il existe une fonction f ∈ F(M) t.q.

(1.1)
m

X= fX,

où
1

X= X,
m

X=
m−1

X ◦X
Définition 1.2 [6] Un élément X ∈ U(M,A) s’appelle champ presque m-
principal s’il existe une 1-forme ω ∈ Λ1(M) et une fonction f ∈ F(M) t.q.

(1.2) A(Z,
m

X) = fZ + ω(Z)X, (∀)Z ∈ X (M)

Remarque 1.3. i) Si f = 0, alors (1.1) nous montre que X est un champ m-nilpotent.
ii) Si f = 0, alors (1.2) nous montre que X est un champ m-principal.
iii) Si ω = 0, alors (1.2) nous montre que X est un champ presque m-spécial.
iv) Si f = 0 et ω = 0, alors (1.2) nous montre que X est un champ m-spécial.

2 Connexions semi-symétriques métriques

Soit (M, g) une variété de Riemann à n-dimensions et soit π ∈ Λ1(M).
Une connexion linéaire ∇ sur M s’appelle connexion π-semi-symétrique métrique

si

(2.1) ∇Xg = 0, T (X, Y ) = π(Y )X − π(X)Y, (∀)X,Y ∈ X (M),

où T ∈ T 1
2 (M) est le champ tensoriel de torsion associé à ∇, donc

T (X,Y ) = ∇XY −∇Y X − [X, Y ], (∀)X, Y ∈ X (M)

Etant donnée π ∈ Λ1(M), il existe une unique connexion π-semi-symétrique métrique
∇. La connexion ∇ est donnée par la formule [1], [2], [3], [10], [16]

(2.2) ∇XY =
◦
∇X Y + π(Y )X − g(X,Y )P, (∀)X, Y ∈ X (M)

où
◦
∇ est la connexion de Levi-Civita associée à g et P ∈ X (M) est défini par

g(Z, P ) = π(Z), (∀)Z ∈ X (M).

Soit ∇ la transposée de la connexion ∇, donc on a

(2.2′) ∇XY = ∇Y X + [X,Y ], (∀)X, Y ∈ X (M)

De (2.2′) et (2.2) il résulte

(2.3) ∇XY =
◦
∇X Y + π(X)Y − g(X, Y )P, (∀)X,Y ∈ X (M).
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Soit ∇̃ la connexion symétrique associée à ∇, donc ∇̃ = 1
2 (∇ + ∇). De (2.2) et

(2.3) on a

(2.4) ∇̃XY =
◦
∇X Y + σ(X)Y + σ(Y )X − g(X, Y )P, (∀)X, Y ∈ X (M).

où σ = 1
2π ∈ Λ1(M). Notons

A = ∇− ◦
∇, Ā = ∇− ◦

∇, Ã = ∇̃− ◦
∇,

A′ = ∇−∇, A′′ = ∇̃ − ∇, A′′′ = ∇̃ − ∇.

Pour tout X, Y ∈ X (M) nous avons:

(2.5) A(X, Y ) = π(Y )X − g(X, Y )P,

(2.6) Ā(X, Y ) = π(X)Y − g(X, Y )P,

(2.7) A′(X,Y ) = π(X)Y − π(Y )X,

(2.8) A′′ = −A′′′ =
1
2
A′,

(2.9) Ã(X, Y ) = σ(X)Y + σ(Y )X − g(X, Y )P.

Soient Ai
jk, Āi

jk, Ãi
jk, A′ijk, A′′ijk, A′′′ijk , gij , resp. πi les composantes de A, Ā, Ã, A′, A′′,

A′′′, g, resp. π dans un système de coordonnées locales. En coordonnées locales les
relations (2.5)-(2.9) s’écrivent:

(2.5′) Ai
jk = δi

jπk − gjkπi,

(2.6′) Āi
jk = δi

kπj − gjkπi,

(2.7′) A′ijk = δi
kπj − δi

jπk,

(2.8′) A′′ijk = −A′′′ijk =
1
2
A′ijk,

(2.9′) Ãi
jk = δi

jσk + δi
kσj − gjkπi,

où 2σi = πi, πi = gikπk, gikgkj = δi
j .

Théorème 2.1. Soit (M, g) une variété Riemann connexe à n dimensions (n ≥ 3)

et soit π ∈ Λ1(M). Soit
◦
∇, resp. ∇, la connexion de Levi-Civita associée à g, resp. la

connexion π semi-symétrique métrique. Soit ∇ la transposée de la connexion ∇. Les
propriétés suivantes sont équivalentes:
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(i) π = 0,

(ii) ∇ =
◦
∇,

(iii) l’algèbre U(M,∇− ◦
∇) est commutative,

(iv) l’algèbre U(M,∇− ◦
∇) est associative,

(v)∇ et
◦
∇ conduisent au même tenseur de courbure, lorsque Ric g est nondégénéré,

(vi) ∇ et
◦
∇ conduisent au même tenseur de Ricci, lorsque Ric g est nondégénéré,

(vii) tout élément de l’algèbre U(M,∇− ◦
∇) est un champ 2-caractéristique,

(viii) l’algèbre U(M,∇− ◦
∇) est commutative,

(ix) l’algèbre U(M,∇− ◦
∇) est associative,

(x) tout élément de l’algèbre U(M,∇− ◦
∇) est un champ 2-caractéristique,

(xi)∇ et
◦
∇ conduisent au même tenseur de courbure, lorsque Ric g est nondégénéré

(xii) ∇ =
◦
∇,

(xiii) l’algèbre U(M,∇−∇) est commutative,
(xiv) l’algèbre U(M,∇−∇) est associative,
(xv) ∇ = ∇.

Démonstration. (i) ⇔ (ii) ⇔ (iii), (i) ⇒ (iv), (i) ⇔ (viii), (i) ⇒ (ix), (i) ⇒ (x), (i)
⇒ (xi), (i) ⇔ (xii), (i) ⇔ (xiii), (i) ⇔ (xiv), (i) ⇔ (xv), (i) ⇒ (v) ⇒ (vi), (i) ⇒ (vii).
Evidemment.

(iv) ⇒ (i) En utilisant (2.5), la condition

(X ◦ Y ) ◦ Z = X ◦ (Y ◦ Z), (∀)X,Y, Z ∈ X (M),

s’écrit
{g(X,Z)π(Y ) + g(Y, Z)π(X)− g(X, Y )π(Z)}P =

= g(Y, Z)π(P )X, ∀X,Y, Z ∈ X (M).

Pour Z = Y on obtient

(2.10) π(X)P = π(P )X, (∀)X ∈ X (M).

En coordonnées locales la relation (2.10) s’écrit:

πiπ
r = πsπ

sδr
i .

En faisant i = r et en sommant on obtient π = 0.
(v) ⇒ (i) De R =

◦
R on a ∇XR = ∇X

◦
R, (∀)X ∈ X (M) où

◦
R, resp. R est le

tenseur de courbure de
◦
∇, resp. ∇. Pour tout X, Y, Z, V ∈ X (M) nous avons

(2.11) (∇XR)(Y, Z, V ) = (
◦
∇X

◦
R)(Y,Z, V ) + A(X,

◦
R (Y, Z)V )−

− ◦
R (A(Y,Z), X)V− ◦

R (Z,A(Y, X))V− ◦
R (Z, X)A(Y, V ),

On écrit encore deux relations obtenues par substitutions circulaires:

(2.11′)
(∇Y R)(Z, X, V ) = (

◦
∇Y

◦
R)(Z,X, V ) + A(Y,

◦
R (Z, X)V )−

− ◦
R (A(Y, Z), X)V− ◦

R (Z, A(Y, X))V− ◦
R (Z,X)A(Y, V ),
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(2.11′′) (∇ZR)(X, Y, V ) = (
◦
∇Z

◦
R)(X, Y, V ) + A(Z,

◦
R (X,Y )V )−

− ◦
R (A(Z, X), Y )V− ◦

R (X, A(Z, Y ))V− ◦
R (X, Y )A(Z, V ),

En tenant compte de (2.11), (2.11′), (2.11′′) et en utilisant les idéntités de Bianchi:

(
◦
∇X

◦
R)(Y, Z, V ) + (

◦
∇Y

◦
R)(Z,X, V ) + (

◦
∇Z

◦
R)(X, Y, V ) = 0,

(∇XR)(Y, Z, V ) + (∇Y R)(Z,X, V ) + (∇ZR)(X,Y, V )+

+R(T (X, Y ), Z)V + R(T (Y, Z), X)V + R(T (Z, X), Y )V = 0,

nous obtenons

(2.12)

2π(X)R(Y, Z)V + 2π(Y )R(Z,X)V + 2π(Z)R(X,Y )V =

= A(X,
◦
R (Y, Z)V ) + A(Y,

◦
R (Z, X)V ) + A(Z,

◦
R (X,Y )V )−

− ◦
R (Y, Z)A(X,V )− ◦

R (Z, X)A(Y, V )− ◦
R (X, Y )A(Z, V )+

+
◦
R (Z, A(X,Y )−A(Y, X))V +

◦
R (X,A(Y, Z)−A(Z, Y ))V +

+
◦
R (Y, A(Z, X)−A(X, Z))V,

où T est le champ tensoriel de torsion de ∇. On a

(13) T (X,Y ) = π(Y )X − π(X)Y = A(X,Y )−A(Y, X), (∀)X, Y ∈ X (M)

Puisque R =
◦
R, de (2.12) et (2.13) on obtient

(2.14)
A(X,

◦
R (Y, Z)V ) + A(Y,

◦
R (Z,X)V ) + A(Z,

◦
R (X, Y )V ) =

◦
R (Y, Z)A(X,V )+

◦
R (Z, X)A(Y, V )+

◦
R (X,Y )A(Z, V )

Soient
◦
R

i

jkl les composantes de
◦
R dans un système de coordonnées locales. En coor-

données locales, la relation (2.14) s’écrit:

(2.14′) As
ir

◦
R

r

ljk +As
jr

◦
R

r

lki +As
kr

◦
R

r

lij= Ar
il

◦
R

s

rjk +Ar
jl

◦
R

s

rki +Ar
kl

◦
R

s

rij

En utilisant (2.5′), de (2.14′) on a

(2.15) (δs
i

◦
R

r

ljk +δs
j

◦
R

r

lki +δs
k

◦
R

r

lij)πr + (gil

◦
R

s

rjk +gjl

◦
R

s

rki +gkl

◦
R

s

rij πr = 0

En faisant s = i dans (2.15) et en sommant il résulte:

(2.16)
{

(n− 3)
◦
Rrljk +gkl

◦
Rrj −gjl

◦
Rrk

}
πr = 0,

où
◦
Rij=

◦
R

h

ihj sont les composantes du tenseur de Ricci. En multipliant les formules
(2.16) par gil et en sommant, il résulte:

(2.17) (n− 2)
◦
Rrk πr = 0.

Puisque n ≥ 3 et det(
◦
Rrk) 6= 0, de (2.17) nous obtenons π = 0.
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(vi) ⇒ (i) Soient Ri
jkl les composantes de R. On a

(2.18) Ri
jkl =

◦
R

i

jkl −δi
k(πj,l − πjπl) + δi

l (πj,k − πjπk)+
+gjkgis(πs,l − πsπl)− gjlg

is(πs,k − πsπk)− πsπs(δi
kgjl − δi

lgjk)

En faisant i = k et en sommant il en résulte

(2.19) Rjl =
◦
Rjl −(n− 2)(πj,l − πjπl)− (n− 1)gjlπsπ

s − gjlg
sr(πs,r − πsπr)

où Rjl = Ri
jil sont les composantes de tenseur de Ricci de ∇. Puisque nous avons

Rjl =
◦
Rjl, de (2.19) il résulte

(2.20) πj,l − πjπl =
1− n

n− 2
gjlπ

sπs − 1
n− 2

gjlg
rs(πr,s − πrπs)

En multipliant les formules (2.20) par gjl et en sommant, il résulte

(2.21) grs(πr,s − πrπs) = −n

2
πsπs

De (2.20) et (2.21) on a

(2.22) 2(πj,l − πjπl) + gjlπ
rπr = 0

De (2.18) et (2.22) on obtient R =
◦
R, d’où on obtient immédiatement (i).

(vii)⇒ (i) Il est connu [7], [8] que tous les éléments de l’algèbre U(M,∇− ◦
∇)

sont des champs 2-caractéristiques si et seulement s’il existe une 1-forme ω sur M t.q.

(2.23) A(X, Y ) + A(Y, X) = ω(X)Y + ω(Y )X, (∀)X, Y ∈ X (M)

Pour X = Y de (2.23) il résulte

(2.23′) A(X, X) = ω(X)X, (∀)X ∈ X (M).

De (2.5) il résulte, pour tout X, Y, Z ∈ X (M), la relation

(2.5′′) g(A(X,Y ), Z) = π(Y )g(X, Z)− π(Z)g(X, Y )

Pour Y = X de (2.5′′) on a

(2.24) g(A(X, X), Z) = π(X)g(X, Z)− π(Z)g(X,X) (∀)X, Z ∈ X (M).

De (2.23′) et (2.24) on obtient

(2.25) ω(X)g(X, Z) = π(X)g(X,Z)− π(Z)g(X, X), (∀)X, Z ∈ X (M).

De (2.25) il résulte

(2.25′) ωp(Xp)gp(Xp, Zp) = πp(Xp)gp(Xp, Zp)− πp(Zp)gp(Xp, Xp),
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(∀)p ∈ M , (∀)Zp ∈ TpM , où TpM est l’espace tangent au point p ∈ M . Puisque n ≥ 3,
pour tout p ∈ M et pour Zp ∈ TpM \ {0} il existe un vecteur Xp ∈ TpZ \ {0} t.q.

(2.26) gp(Xp, Xp) 6= 0, gp(Zp, Xp) = 0

De (2.25′) et (2.26) on a

πp(Zp) = 0, (∀)p ∈ M, (∀)Zp ∈ TpM \ {0}
d’où on obtient immédiatement π = 0.

(ix) ⇒ (i) La démonstration est analogue avec (iv) ⇒ (i).
(x) ⇒ (i) La démonstration est analogue avec (vii) ⇒ (i).
(xi) ⇒ (i) Soit R̄ le tenseur de courbure de ∇. Soit T̄ le tenseur de torsion de ∇

et soit Ā = ∇− ◦
∇. On a

(2.27) Ā(X, Y )− Ā(Y, X) = T̄ (X,Y ) = π(X)Y − π(Y )X, (∀)X, Y ∈ X (M)

De R̄ =
◦
R on obtient pour tout X, Y, Z, V ∈ X (M) la relation

(2.28)
(∇XR̄)(Y, Z, V ) = (

◦
∇X

◦
R (Y, Z, V ) + Ā(X,

◦
R (Y,Z)V )−

− ◦
R (Ā(X, Y ), Z)V− ◦

R (Y, Ā(X, Z))V− ◦
R (Y,Z)Ā(X, V ).

En utilisant les idéntités de Bianchi et (2.28) on obtient

(2.29)

R̄(T̄ (X,Y ), Z)V + R̄(T̄ (Y,Z), X)V + R̄(T̄ (Z,X), Y )V +

+Ā(X,
◦
R (Y, Z)V ) + Ā(Y,

◦
R (Z, X)V ) + Ā(Z,

◦
R (X, Y )V )−

− ◦
R (Y,Z)Ā(X, V )− ◦

R (Z,X)Ā(Y, V )− ◦
R (X, Y )Ā(Z, V )+

+
◦
R (X, Ā(Y,Z)− Ā(Z, Y ))V +

◦
R (Y, Ā(Z, X)− Ā(X,Z))V +

+
◦
R (Z, Ā(X,Y )− Ā(Y,X))V

De (2.29) et (2.27) il résulte

(2.30)

2π(X){R̄(Z, Y )V− ◦
R (Z, Y )V }+

+2π(Y ){R̄(X,Z)V− ◦
R (X, Z)V }+

+2π(Z){R̄(Y, X)V− ◦
R (Y, X)V } =

= Ā(X,
◦
R (Y, Z)V ) + Ā(Y,

◦
R (Z, X)V ) + Ā(Z,

◦
R (X, Y )V )−

− ◦
R (Y, Z)Ā(X, V )− ◦

R (Z, X)Ā(Y, V )− ◦
R (X, Y )Ā(Z, V )

Puisque R̄ =
◦
R, de (2.30) on a:

(2.31)
Ā(X,

◦
R (Y, Z)V ) + Ā(Y,

◦
R (Z,X)V ) + Ā(Z,

◦
R (X, Y )V ) =

=
◦
R (Y, Z)Ā(X, V )+

◦
R (Z, X)Ā(Y, V )+

◦
R (X, Y )Ā(Z, V )

En coordonnées locales la relation (2.31) s’écrit:

(2.31′) Ās
ir

◦
R

r

ljk +Ās
jr

◦
R

r

lki +Ās
kr

◦
R

r

lij= Ār
il

◦
R

s

rjk +Ār
jl

◦
R

s

rki +Ār
kl

◦
R

s

rij
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En utilisant (2.31′) et (2.6′) on obtient

(2.32) (gil

◦
R

s

rjk +gjl

◦
R

s

rki +gkl

◦
R

s

rij)π
r = 0

En multipliant les formules (2.32) par gil et en sommant il en résulte

(2.33) (n− 2)
◦
R

s

rjk πr = 0

En faisant s = j et en sommant, de (2.33) on obtient

(2.34) (n− 2)
◦
Rrk πr = 0

Puisque n ≥ 3 et det(
◦
Rrk) 6= 0 de (2.34) il resulte π = 0.

Remarque. Quelques propriétés de métriques des Riemann qui conduisent au même
tenseur de courbure ont été mises en évidence par K. Teleman [11].

3 Quelques remarques sur la connexion symétrique
∇̃ associée à une connexion π-semi-symétrique
métrique ∇

Théorème 3.1. Soit (M, g) une variété Riemann convexe à n dimensions (n ≥ 3)

et soit π ∈ Λ1(M). Soit
◦
∇, resp. ∇, la connexion de Levi-Civita associée à g, resp.

la connexion π-semi-symétrique métrique. Soit ∇̃ la connexion symétrique associée à
∇. Soit

◦
R, resp. R̃ le tenseur de courbure de la connexion

◦
∇, resp. ∇̃. Les propriétés

suivantes sont équivalentes:
(i) π = 0,

(ii) ∇̃ =
◦
∇,

(iii) l’algèbre U(M, ∇̃− ◦
∇) est associative,

(iv) ∇̃ et
◦
∇ ont les mêmes géodésiques

(v) tout élément de l’algèbre U(M, ∇̃− ◦
∇) est un champ 2-caractéristique,

(vi) tout élément de l’algèbre U(M, ∇̃− ◦
∇) est un champ presque 1-principal,

(vii) tout élément de l’algèbre U(M, ∇̃− ◦
∇) est un champ presque 1-spécial,

(viii) tout élément de l’algèbre U(M, ∇̃− ◦
∇) est un champ 1-spécial,

(ix) ∇̃XR̃ = ∇̃X

◦
R, (∀)X ∈ X (M), lorsque Ric g este nondégénéré,

(x) l’algèbre U(M, ∇̃ − ∇) est commutative,
(xi) l’algèbre U(M, ∇̃ − ∇) est associative,
(xii) l’algèbre U(M, ∇̃ − ∇̄) est commutative,
(xiii) l’algèbre U(M, ∇̃ − ∇̄) est associative,
(xiv) ∇̃ = ∇
(xv) ∇ = ∇̃.

Démonstration. (i) ⇔ (ii), (i) ⇒ (iii), (i) ⇒ (iv), (i) ⇒ (v), (i) ⇒ (vi), (i) ⇒ (vii),
(i) ⇔ (viii), (i) ⇒ (ix), (i) ⇔ (x), (i) ⇔ (xi), (i) ⇔ (xii), (i) ⇒ (xiii), (i) ⇔ (iv), (i)
⇔ (xv). Evidemment.
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(iii) ⇒ (i) L’algèbre U(M, ∇̃− ◦
∇) est associative si et seulement si on a

(3.1) Ã(X, Ã(Y,Z)) = Ã(Y, Ã(X, Z)), (∀)X, Y, Z ∈ X (M)

De (2.9) et (3.1) on obtient

(3.2)
σ(Y )σ(Z)X − σ(Z)σ(X)Y + g(Y, Z)π(X)P − g(X, Z)π(Y )P =

= σ(P )g(Y,Z)− σ(P )g(X,Z)Y

En coordonnées locales, la relation (3.2) s’écrit:

δr
i σjσk − δr

j σiσk + gjkπiπ
r − gikπjπ

r =
1
2
(gjkδr

i − gikδr
j )πsπs

En faisant r = i et en sommant ou obtient:

(3.3) 2(n− 5)σjσk = (n− 3)gjkπsπs

En multipliant (3.3) par gjk et en sommant il en résulte πsπs = 0, donc π = 0.

(iv) ⇒ (i). Il est connu [9], [12], [14], que les connexions linéaires
◦
∇ et ∇̃ ont les

mêmes géodésiques si et seulement s’il existe une 1-forme θ ∈ Λ1(M) t.q.

(3.4) ∇̃XY =
◦
∇X Y + θ(X)Y + θ(Y )X, (∀)X,Y ∈ X (M)

Soit Ã = ∇̃− ◦
∇. Pour Y = X de (3.4) on a

(3.4′) Ã(X, X) = 2θ(X)X, (∀)X ∈ X (M).

Pour tous X, Y, Z ∈ X (M), de (2.9) il résulte

(3.5) g(Ã(X, Y ), Z) = σ(X)g(Y, Z) + σ(Y )g(X,Z)− g(X, Y )π(Z)

Pour Y = X de (3.5) on obtient

(3.6) g(Ã(X, X), Z) = π(X)g(X, Z)− g(X, X)π(Z), (∀)X, Z ∈ X (M)

De (3.4′) et (3.6) il résulte

(3.7) (π − 2θ)(X)g(X,Z) = g(X,X)π(Z), (∀)X, Z ∈ X (M)

De (3.7) on a

(3.8) (πp − 2θp)(Xp)gp(Xp, Zp) = gp(Xp, Xp)πp(Zp), (∀)Xp, Zp ∈ TpM,

où TpM est l’espace tangent au point p ∈ M . Puisque n ≥ 3, pour tout p ∈ M et
pour Zp ∈ TpM \ {0} il existe un vecteur Xp ∈ TpM \ {0} t.q.

(3.9) gp(Xp, Zp) = 0, gp(Xp, Xp) 6= 0

Alors de (3.8) et (3.9) il résulte

πp(Zp) = 0, (∀)p ∈ M, (∀)Zp ∈ TpM \ {0},
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d’où on obtient immédiatement π = 0.
(v) ⇒ (i) Il est connu [7], [8] que tous les éléments de l’algèbre U(M, Ã) sont des

champs 2-caractéristiques si et seulement s’il existe une 1-forme ω sur M t.q.

Ã(X, Y ) = ω(X)Y + ω(Y )X, (∀)X,Y ∈ X (M).

Dans ce qui suit la démonstration est analogue à (iv) ⇒ (i)
(vi) ⇒ (i) Il est connu [6] que tous les éléments de l’algèbre U(M, Ã) sont des

champs presque 1-principaux si et seulement si il existent deux 1-formes ω, η ∈
Λ1(M) t.q.

(3.10) Ã(X, Y ) = ω(X)Y + η(Y )X, (∀)X, Y ∈ X (M)

Puisque on a Ã(X, Y ) = Ã(Y, X), (∀)X,Y ∈ X (M) de (3.10) on obtient ω = η. De
(3.10) on a

Ã(X,Y ) = η(X)Y + η(Y )X, (∀)X, Y ∈ X (M).

Maintenant la démonstration est analogue à (iv) ⇒ (i).
(vii) ⇒ (i) Il est connu [6] que tous les éléments de l’algèbre U(M, Ã) sont des

champs presque 1-spéciaux si et seulement s’ il existe une 1-forme ω sur M t.q.

(3.11) Ã(X, Z) = ω(X)Z, (∀)X,Z ∈ X (M)

Puisque nous avons Ã(X,Z) = Ã(Z, X), (∀)X,Z ∈ X (M), de (3.11) on obtient ω = 0,
donc Ã = 0, c’est-à-dire π = 0.

(ix) ⇒ (i) Pour tout X, Y, Z, V ∈ X (M) on a

(3.12)
(∇̃X

◦
R)(Y, Z, V ) = (

◦
∇X

◦
R)(Y, Z, V ) + Ã(X,

◦
R (Y,Z)V )−

− ◦
R (Ã(X, Y ), Z)V− ◦

R (Y, Ã(X,Z))V− ◦
R (Y, Z)Ã(X,V )

De (3.12) et (iii) on obtient

(3.13) (∇̃XR̃)(Y, Z, V ) = (
◦
∇X

◦
R)(Y,Z, V ) + Ã(X,

◦
R (Y, Z)V )−

− ◦
R (Ã(X, Y ), Z)V− ◦

R (Y, Ã(X,Z))V− ◦
R (Y, Z)Ã(X,V )

On écrit encore deux relations obtenues par substitution circulaires:

(3.13′) (∇̃Y R̃)(Z, X, V ) = (
◦
∇Y

◦
R)(Z,X, V ) + Ã(Y,

◦
R (Z, X)V )−

− ◦
R (Ã(Y, Z), X)V− ◦

R (Z, Ã(Y, X))V− ◦
R (Z,X)Ã(Y, V ),

(3.13′′) (∇̃ZR̃)(X, Y, V ) = (
◦
∇Z

◦
R)(X, Y, V ) + Ã(Z,

◦
R (X, Y )V )−

− ◦
R (Ã(Z,X), Y )V− ◦

R (X, Ã(Z, Y ))V− ◦
R (X, Y )Ã(Z, V )

En sommant les relations (3.13), (3.13′), (3.13′′) et en utilisant les identités de Bianchi
on obtient

(3.14)
Ã(X,

◦
R (Y,Z)V ) + Ã(Y,

◦
R (Z, X)V ) + Ã(Z,

◦
R (X, Y )V ) =

=
◦
R (Y, Z)Ã(X,V )+

◦
R (Z, X)Ã(Y, V )+

◦
R (X,Y )Ã(Z, V )
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En coordonées locales la relation (3.14) s’écrit

(3.14′) Ãl
ir

◦
R

r

hjk +Ãl
jr

◦
R

r

hki +Ãl
kr

◦
R

r

hij= Ãr
ih

◦
R

l

rjk +Ãr
jh

◦
R

l

rki +Ãr
kh

◦
R

l

rij

En utilisant (2.9′) et (3.14′) on obtient

(3.15)

(
δl
i

◦
R

r

hjk +δl
j

◦
R

r

hki +δl
k

◦
R

r

hij

)
σr+

+2
(

gih

◦
R

l

rjk +gjh

◦
R

l

rki +gkh

◦
R

l

rij

)
σr = 0

En multipliant les relations (3.15) par gih et en sommant, nous avons

(3.16)
{
◦
R

l

skj +δl
j

◦
Rsk −δl

k

◦
Rsj +2(n− 2)

◦
R

l

sjk

}
σs = 0

où
◦
Rij=

◦
R

h

ihj sont les composantes de tenseur de Ricci. En faisant l = k et en sommant,
de (3.16) il en résulte

(3.17) (n− 2)
◦
Rjs σs = 0

Puisque n ≥ 3 et det(
◦
Rjs) 6= 0, de (3.17) on obtient σ = 0, c’est-à-dire π = 0.

Remarque 3.2. Supposons dans la suite que la connexion symétrique ∇̃ est la con-
nexion de Levi-Civita associée à une autre métrique Riemann g̃ sur M . Soient πi, gij ,
resp. g̃ij les composantes de π, g, resp. g̃ dans une système de coordonnées locales.
Alors la relation (2.4) s’écrit:

(3.18) ˜|ijk| = |ijk|+
1
2
δi
jπk +

1
2
δi
kπj − gjkπi

où |ijk|, ˜|ijk| sont respectivement les symboles de Christoffel de deuxième espèce des
métriques

(3.19) ds2 = gijdxidxj , ds̃2 = g̃ijdxidxj

En faisant i = j et en sommant de (3.18) on obtient

(3.18′)
1
2
(n− 1)πk = ˜|iik| − |iik|

En plus nous avons

(3.18′′) ˜|iik| − |iik| =
∂

∂xk

√
det(g̃ij)
det(gkr)

De (3.18′) et (3.18′′) il résulte que existe une fonction différentiable u(x1, . . . , xn) t.q.

πk =
∂u

∂xk
.
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Si nous notons

(3.20)
≈
g ij= e2ugij ,

alors nous avons

(3.21)
≈
|ijk|= |ijk|+ δi

jπk + δi
kπj − gjkπi

où
≈
|ijk| sont les symboles de Christoffel de deuxième espèce de la métrique

(3.21′) d
≈
s

2

=
≈
g ij dxidxj

De (3.21) et (3.18) on obtient les formules

(3.22) ˜|ijk| =
≈
|ijk| −

1
2
δi
jπk − 1

2
δi
kπj

Les formules (3.22) nous montrent que les métriques de Riemann

(3.23) d
≈
s

2

=
≈
g ij dxidxj , ds̃2 = g̃ijdxidxj

sont en correspondance géodésique [15] . Donc les métriques (3.23) se réduisent aux
formes canoniques de Levi-Civita et de Vrănceanu [4], [14] (suivant que l’espace de

Riemann ayant la métrique d
≈
s

2

=
≈
g ij dxidxj est de catégorie n ou de catégorie m < n):

(3.24)
dV 2 = a1(x1)f ′(x1)(dx1)2 + . . . + an(xn)f ′(xn)(dxn)2,

dL2 = 1
x1...xn

{
a1(x

1)f ′(x1)
x1 (dx1)2 + . . . + an(xn)f ′(xn)

xn (dxn)2
}

,

où nous avons posè f(x) = (x− x1) . . . (x− xn), ou:

(3.25)

dV 2 = ai(xi)F ′(xi)(dxi)2 + F (c2)cλµ(xm+1, . . . , xp)dxλdxµ+

+ F (k2)cα′β′(xp+1, . . . , xn)dxα′dxβ′ ,

dL2 = 1
x1...xm

{
ai(x

i)F ′(xi)
xi (dxi)2 + F (c2)

c2 cλµ(xm+1, . . . , xp)dxλdxµ+

+ F (k2)
k2 cα′β′(xp+1, . . . , xn)dxα′dxβ′

}

où F (x) = (x− x1) . . . (x− xm); 1 ≤ i ≤ m; m + 1 ≤ λ, µ ≤ p; p + 1 ≤ α′, β′ ≤ n;
c2, k2 = des constantes non nulles.

Il en résulte que les métriques (3.19) peuvent être réduites aux formes canoniques:

(3.26) ds2 = e−2u(x1,...,xn)dV 2, ds̃2 = dL2

Nous aurons donc le théorème suivant:
Théorème 3.3. Supposons que ∇̃ est la connexion de Levi-Civita associée à une
métrique Riemann g̃ sur M . Alors les métriques (3.19) peuvent être réduites aux
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formes canoniques (3.26), où dV 2 et dL2 sont les formes canoniques de Levi-Civita
et de Vrănceanu données par (3.24) ou (3.25) selon que l’équation

det(g̃ij − r2gij) = 0

a des racines distinctes on a m < n racines égales.
Remarque 3.4. Nous considérons maintenant la première formule (3.25) pour c = k.
En multipliant les variables x1, . . . , xn par une même constante, on peut supposer que
c est égale à l’unité. Il en résulte que la métrique dV 2 peut s’écrire sous la forme [15]

(3.27) dV 2 = ai(xi)F ′(xi)(dxi)2 + F (1)cαβdxαdxβ

On obtient donc le théorème suivant:
Théorème 3.5. Supposons que ∇̃ est la connexion de Levi-Civita associée à une
métrique Riemann g̃ sur M . Alors la métrique ds2 = gijdxidxj peut être réduite a la
forme canonique

ds2 = e−2u(x1,...,xn)dV 2

où dV 2 est donnée par la première formule (3.24) ou par la formule (3.27) selon que
l’équation

det(g̃ij − r2gij) = 0,

a des racines distinctes ou a m < n racines égales.
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