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Abstract

On considére une variété de Riemann (M, g), une 1-forme 7 sur M et soit

V la connexion 7w semi-symétrique métrique. On note avec V la transposée de
~ o

V, avec V la connexion symétrique associée & V et soit ¥V la connexion de
Levi-Civita associée a g.

Dans cette note on met en évidence quelques propriétés de l'algebre de

o — o ~ o

déformation U(M,V— V), UM, V— V), U(M,V— V). On présente un par-
allélisme entre quelques propriétes géométriques et algébriques.

En utilisant des resultats de Levi-Civita et de Vrinceanu, dans le dernier
paragraphe on met en evidence quelques remarques sur la connexion V.
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0 Introduction

Les variétés différentiables, les applications différentiables, les champs tensoriels et les
connexions linéaires qui interviennent dans la suite sont supposées de classe C*°.

Soit M une variété différentiable réelle & n dimensions. On note avec F(M),
lanneau des fonctions réeles, différentiables, définies sur M et avec 7, (M), le F(M)-
module des champs de tenseurs du type (r,s) sur M. Particulierement, pour 73 (M),
resp. 7.°(M), on utilise la notation X' (M), resp. A1(M).

Soit A € T51(M). Si on définit le produit de deux champs de vecteurs X et Y par
la formule

(0.1) XoY = A(X,Y)

alors le F(M)-module X (M) devient une F(M)-algebre. L’algebre définie par la for-
mule (0.1) s’appelle 'algébre associé & A et on note U(M, A). Si V et V sont deux
connexions linéaires sur M, I'algébre U(M,V — V) s’appelle I'algébre de déformation
de la paire de connexions (V, V) [13].
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1 Quelques éléments géométriques dans 1’algebre
associée a un champ tensoriel de type (1,2)

Soit A € T3 (M) fixé et soit m > 0 un nombre entier.

Définition 1.1 [5]. Un élément X € U(M,A) s’appelle champ m-caractéristique
s’il existe une fonction f € F(M) t.q.

>3

(L1) e

1 m m-—1
ou X=X, X=X oX
Définition 1.2 [6] Un élément X € U(M,A) sappelle champ presque m-
principal il existe une 1-forme w € A'(M) et une fonction f € F(M) t.q.

(1.2) AZ,X) = fZ+w(Z)X, (V)Z e X(M)

Remarque 1.3.1) Si f = 0, alors (1.1) nous montre que X est un champ m-nilpotent.
ii) Si f =0, alors (1.2) nous montre que X est un champ m-principal.
iii) Si w = 0, alors (1.2) nous montre que X est un champ presque m-spécial.
iv) Si f =0 et w =0, alors (1.2) nous montre que X est un champ m-spécial.

2 Connexions semi-symétriques métriques

Soit (M, g) une variété de Riemann & n-dimensions et soit = € A1 (M).
Une connexion linéaire V sur M s’appelle connexion m-semi-symétrique métrique
si

(2.1) Vxg=0,TX,)Y)=n(V)X —n(X)Y, (V)XY € X(M),
ot T € T, (M) est le champ tensoriel de torsion associé & V, donc
T(X,Y)=VxY - VyX — [X,Y], (VX,Y € X(M)

Etant donnée m € A'(M), il existe une unique connexion 7-semi-symétrique métrique
V. La connexion V est donnée par la formule [1], [2], [3], [10], [16]

(2.2) VxY =Vx YV +7(Y)X — g(X,Y)P, (V)X,Y € X(M)
ofl V est la connexion de Levi-Civita associée & get P e X (M) est défini par
9(Z,P)=n(Z), (V)Z e X(M).
Soit V la transposée de la connexion V, donc on a
(2.2") VxY =VyX +[X,Y], (V)X,Y € X(M)
De (2.2') et (2.2) il résulte

(2.3) VxY =Vx Y +7(X)Y — g(X,Y)P, (V)X,Y € X(M).
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Soit V la connexion symétrique associée a V, donc V = 1(V+V). De (2.2) et
(2.3) on a

(2.4) VxY :%X Y+oX)Y+0o)X —g(X,Y)P, (V)X,Y € X(M).
ol o = 4w € A'(M). Notons
A:v_%7 AZV—Vy Azﬁ_%a

A=V-V, A'=V-V, A"=V-V.
Pour tout X,Y € X (M) nous avons:

(2.5) A(X,Y) =7(Y)X —g(X,Y)P,
(2.6) AX,Y) =7m(X)Y — g(X,Y)P,
(2.7) A(X,Y) =x(X)Y —n(Y)X,

(2.8) A= A" = %A’,

(2.9) AX,Y)=0(X)Y +0(Y)X — g(X,Y)P.

Soient A%, A%, Ajk, Al AL AT gijg, resp. m; les composantes de A A A A A,

A" g, resp m dans un systeme de coordonnées locales. En coordonnées locales les
relations (2.5)-(2.9) s’écrivent:

(2.5") A;k = 5;-7% — gjkwi7
(2.6") Aly = 6w — g,
(2.7) Al = iy — O,
(2.8) hh=—Al = Ajk,
(2.9 A;k = 5;-01@ + 5,iaj — gjkwi,

ol 20; = m;, © = ¢y, gikgkj = 5;
Théoréme 2.1. Soit (M, g) wune variété Riemann connere & n dimensions (n > 3)

[e]
et soit T € AL(M). Soit V, resp. V, la connexion de Levi-Civita associée a g, resp. la
connexion ™ semi-symétrique métrique. Soit V la transposée de la connexion V. Les
propriétés suivantes sont équivalentes:
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(i) m= 0

(ii)) V V,

(iii) {’algébre U(M,V — V) est commutative,
(iv) lalgebre UM, V- V) est associative,
(v) Vet V conduisent au méme tenseur de courbure, lorsque Ric g est nondégénéré,
(vi) V et V conduisent au méme tenseur de Ricci, lorsque Ric g est nondégénéré,
(vil) tout élément de 1 algebre UM, V- V) est un champ 2-caractéristique,

(viii) l’algebre U(M,V — V) est commutative,

(ix) lalgebre U(M, ¥V — V) est associative,

(x) tout element de lalgébre U(M,V — V) est un champ 2-caractéristique,

(xi) V et V conduisent au méme tenseur de courbure, lorsque Ric g est nondégénéré
(
(
(

xii) V V,

xiii) l’algébre U(M,V — V) est commutative,

xiv) lalgebre U(M,V — V

(xv) V=V.
Démonstration. (i) & (ii) & (iii), (i) = (iv), (i) & (viii), (1) = (ix), (1) = (x), (i)
= (5 ) & (i), ) < (550, () (5] 6) & (0. ()= (5) = (49, 1) = (i)

videmment.
(iv) = (i) En utilisant (2.5), la condition

) est associative,

(XoY)oZ=Xo(YoZ), (VMX)Y,ZecX(M),
s’écrit

{9(X, 2)m(Y) +g(Y, Z)m(X) — g(X,Y)m(2)} P =

=gY,Z)n(P)X, VX,Y,Z € X(M).
Pour Z =Y on obtient
(2.10) 7(X)P =n(P)X, (V)X e X(M).
En coordonnées locales la relation (2.10) s’écrit:
mn = memo; .

En faisant i = r et en soommant on obtient 7 = 0. N
(v) = (i) De R=Ron a VxR =Vx R, (V)X € X(M) ou R, resp. R est le

tenseur de courbure de %, resp. V. Pour tout X,Y, Z, V € X (M) nous avons
2.11) (VxR)(Y,2.V) = (VxR)(Y. 2.V) + AX, R (Y, Z)V)-
~ R(A(Y,2),X)V- R (Z, A(Y. X))V~ R (Z. X)A(Y.V),

On écrit encore deux relations obtenues par substitutions circulaires:

211 (VyR)(Z,X,V) = (Vy R)(Z X.V) + A(Y. R (2, X)V)~

— R(A(Y,Z), X)V— R (Z,A(Y,X))V— R (Z, X)A(Y,V),
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(VZR)(X,Y,V) = (VzR)(X,Y,V) + A(Z, R (X,Y)V)—

(2.117) CRIA(Z,X),Y)V=R (X, A(Z,Y)V= R (X,Y)A(Z,V),

En tenant compte de (2.11), (2.11"), (2.11") et en utilisant les idéntités de Bianchi:

(VxR)(Y,Z,V) + (VyR)(Z X, V) + (VzR)(X.Y,V) =0,
(VxR)(Y,Z,V)+ (VyR)(Z,X,V)+ (VzR)(X,Y,V)+
+R(T(X,Y),Z)V+R(T(Y,Z2),X)V+RT(Z X),Y)V =0,

nous obtenons
21(X)R(Y, Z)V + 21(Y)R(Z, X)V + 21(Z)R(X,Y)V =
= A(X,R (Y, Z)V) + A(Y, R (Z, X)V) + A(Z, R (X,Y)V)—
(2.12) — R (Y, 2)AX,V)— R (Z, X)A(Y,V)— R (X,Y)A(Z,V)+
+R(ZAX,Y) - AY, X)V+ R (X, A(Y, Z) — A(Z,Y))V+
+ R (Y, A(Z,X) - A(X, 2))V,
ou T est le champ tensoriel de torsion de V. On a
(13) TX,Y)=n(Y)X —m(X)Y = AX,Y) - AV, X), (V)X,Y € X(M)
Puisque R :]O{, de (2.12) et (2.13) on obtient

iy AXRMZDV) AV R(Z X))+ AZR(XY)V) =

R (Y, Z2)AX,V)+ R (Z, X)A(Y,V)+ R (X, Y)A(Z,V)

[e] i o
Soient R;j; les composantes de R dans un systeme de coordonnées locales. En coor-
données locales, la relation (2.14) s’écrit:

(2.14") Al Ry TAS Riki A Riy= Aj Ryji YA5 Ry + Ak Reij
En utilisant (2.5"), de (2.14’) on a

oS

(2.15) (67 Ryji +05 Ry +0% Ryij)mr + (9t Ryji +951 Ryi +9kt Ry @ =0
En faisant s = i dans (2.15) et en sommant il résulte:
(2.16) {(n —3) Rrijk +9kl Rrj —9ji Rrk} 7 =0,

o] o h

ol R;j= R;p; sont les composantes du tenseur de Ricci. En multipliant les formules
(2.16) par g% et en sommant, il résulte:

(2.17) (n—2) Ryx 7" = 0.

Puisque n > 3 et det(]%r;g) # 0, de (2.17) nous obtenons 7 = 0.
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(vi) = (i) Soient R;kl les composantes de R. On a

. Oi . .
(2.18) Rip =Ry =0 (mj0 — mjm) + 6 (mj . — mjme)+ ‘
+9ik9" (Ts 1 — Tsm1) — 919" (Ts k. — Tsmh) — T75(0}.951 — 0} Gj)

En faisant ¢ = k£ et en sommant il en résulte
(219)  Rj =Rj —(n—2)(mj; —mjm) — (n— 1) gumsm® — gjug" (T, — womy)

ou Ry = R;il sont les composantes de tenseur de Ricci de V. Puisque nous avons
o
Rj; =Rji, de (2.19) il résulte

1—n

(220) 7Tj7l - 7Tj7Tl = m

s TS
gjum ms — n— 2gjlg (7Tr,s - 7TT’/T5)

En multipliant les formules (2.20) par g’! et en sommant, il résulte
(2.21) 9" (s — mps) = —gwsws

De (2.20) et (2.21) on a

(2.22) 2w —mim) + gyum m. =0

De (2.18) et (2.22) on obtient R :10%, d’olt on obtient immédiatement (i).

[e]
(vii) = (i) Il est connu [7], [8] que tousles éléments de l'algebre U(M,V— V)
sont des champs 2-caractéristiques si et seulement §’il existe une 1-forme w sur M t.q.

(2.23) AX,Y) + AY, X) =w(X)Y +w(Y)X, (V)X,Y € X(M)

Pour X =Y de (2.23) il résulte

(2.23') AX,X) =w(X)X, (V)X € X(M).

De (2.5) il résulte, pour tout X, Y, Z € X (M), la relation

(2.5") 9(AX,Y),Z2) =7(Y)g(X,Z) - n(Z)g(X.Y)

Pour Y = X de (2.5”) on a

(2.24) 9(AX,X),Z) =n(X)g(X,Z) — 7(2)9(X,X) (V)X,Z e X(M).
De (2.23') et (2.24) on obtient

(2.25) w(X)g(X,Z) = n(X)g(X, Z) — 7(2)9(X,X), ()X,Z e X(M).
De (2.25) il résulte

(2.25) wp(Xp)p(Xps Zp) = mp(Xp) 9p(Xps Zp) — 7p(Zp) 9p( Xy, Xp)s
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(Mpe M, (¥)Z, € T,M, ou T, M est I'espace tangent au point p € M. Puisque n > 3,
pour tout p € M et pour Z, € T,M\ {0} il existe un vecteur X, € T,,Z\ {0} t.q.
(2.26) 9p(Xp, Xp) # 0, 9p(Zp, X;) =0
e (2.25") et (2.26) on a
m(Zp) =0, (V)p € M, (V)Z, € T,M \ {0}

d’ott on obtient immédiatement m = 0.
(ix) = (i) La démonstration est analogue avec (iv) = (i).
(x) = (i) La démonstration est analogue avec (vii) = (i).
(xi) = (i) Smt R le tenseur de courbure de V. Soit T le

et soit A =V—v. On a

tenseur de torsion de V

(227)  AX,Y) - A(Y,X) =T(X,Y) = n(X)Y — n(Y)X,(V)X,Y € X(M)

De R :]% on obtient pour tout X,Y, Z,V € X (M) la relation

o]

(VxR)(Y,2,V) = (VXR Y, 2, V)+A(X R(Y,2)V)-

(2.28) ! 2)v
~ R(AX,Y),Z)V— R (Y, A(X,Z))V— R (Y, Z)A(X,V).

En utilisant les idéntités de Bianchi et (2.28) on obtient

’ﬂ |

R(T(X,Y),Z)V + R( (Y Z),X)V+R(T(Z,X),Y)V+

o

TAX. R (V.2)V) + A(Y. R (Z.X)V) + A(Z. R (X.Y)V)~

(2.29) ~ R(V2)AX. V)= R (ZX)AY.V)~ R (X.Y)A(Z.V)+
+RX,AY,Z) - AZ,Y)V+ R (Y, A(Z,X) — AX, Z))V+
R(ZAX,Y) ~ A(Y, X))V

e (2.29) et (2.27) il résulte

o (X R(Z,Y)V— R (Z,Y)V}+
1or(V){R(X, Z)V— R (X, Z)V}+
(2:30) +21(Z){R(Y, X)V~ R (Y.X)V} =
—AX,R(YV,Z)V)+ A(Y,R (Z,X)V)+ A(Z, R (X,Y)V)—
~ RV, Z2)A(X,V)— R(Z,X)A(Y,V)— R (X,Y)A(Z,V)

Puisque R :](327 de (2.30) on a:

AX,R (Y, 2)V)+ A(Y, R (Z, X)V) + A(Z, R (X,Y)V) =

(2.31) ;
=R (Y, 2)A(X,V)+ R (Z, X)A(Y,V

<
Syo
>
=
/—:E‘
N
=

En coordonnées locales la relation (2.31) s’écrit:

_ os

2 31/ s oT o oT o oT oS 771 oS
(2.31) A, Ry, +A%, Ry A%, Ruj= Aj Ry +AG Rrki +AL Ryij
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En utilisant (2.31") et (2.6") on obtient
(232) (gzl Rr]k +gjl Rrkz +gkl ij) =0
En multipliant les formules (2.32) par g et en sommant il en résulte

(2.33) (n—=2)Rjpm =0

En faisant s = j et en sommant, de (2.33) on obtient
(2.34) (n—2) R 7" =0

Puisque n > 3 et det(]??rk) # 0 de (2.34) il resulte 7 = 0.

Remarque. Quelques propriétés de métriques des Riemann qui conduisent au méme
tenseur de courbure ont été mises en évidence par K. Teleman [11].

3 Quelques remarques sur la connexion symétrique
V associée a une connexion w-semi-symétrique
métrique V

Théoréme 3.1. Soit (M,g) wune wvariété Riemann convere a n dimensions (n > 3)
[e]

et soit 1 € AY(M). Soit V/, resp. V, la connezion de Levi-Civita associée & g, resp.
la connean w-semi-symétrique métrique. Soit V la connemon symétrique associée a
V. Soit R, resp. R le tenseur de courbure de la connezion V, resp. V. Les propriétés
suivantes sont équivalentes:

)= 0

i) V V,

iii) lalgebre UM, V- V) est associative,

iv) V et V ont les mémes géodésiques

v) tout élément de Ualgébre U(M, NV — V) est un champ 2-caractéristique,

vi) tout élément de l'algébre U (M, V- V) est un champ presque 1-principal,

viii) tout element de lalgébre UM,V — V) est un champ 1-spécial,

ix) VxR=Vx R, (V)X € X(M), lorsque Ric g este nondégénéré,
x) Valgébre UM,V — V) est commutative,
xi) Ualgébre U(M,V — V) est associative,
xii) Ualgebre U(M,V — V) est commutative,
xiii) lalgebre UM,V — V) est associative,
xiv) V
(xv) V = V
Démonstration. (i) < (ii), (i) = (iii), (i) = (iv), (i) = (v), (1) = (vi), (1) = (vii),
(i) & (viil), (i) = (ix), () < (%), (1) < (xi), (i) & (xii), (1) = (xiii), i) < (1v), (i)
< (xv). Evidemment.

(i
(
(
(
(
(
(vii) tout élément de l’algébre UM,V — V) est un champ presque 1-spécial,
(
(ix)
(
(
(
(
(
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(iii) = (i) L’algebre U(M, V— %) est associative si et seulement si on a
(3.1) AX,A(Y, 2)) = AV, A(X, 2)), (V)X,Y,Z € X(M)
De (2.9) et (3.1) on obtient

o(V)o(2)X — o(2)o(X)Y + g(V, Z)n(X)P — g(X, Z)x(Y)P =

(3:2) a(P)g(Y,Z) — o(P)g(X,2)Y

En coordonnées locales, la relation (3.2) s’écrit:
0; 050k — 0500k + gjrmim — gy = l(gjk(Sf — gir0; )T ms
2
En faisant r = ¢ et en sommant ou obtient:
(3.3) 2(n —b5)ojor = (n— 3)gpm’ms

En multipliant (3.3) par g’* et en sommant il en résulte 77, = 0, donc 7 = 0.

(iv) = (i). Il est connu [9], [12], [14], que les connexions linéaires % et V ont les
mémes géodésiques si et seulement s’il existe une 1-forme § € A(M) t.q.

(3.4) VxY =Vx Y +0(X)Y +0(V)X, (V)X,Y € X(M)

Soit A =V— V. Pour Y = X de (3.4) on a

(3.4') A(X,X)=20X)X, (V)X € X(M).

Pour tous X,Y, Z € X(M), de (2.9) il résulte

(3.5) 9(AX,Y), Z) = o(X)g(Y, Z) + 0(Y)g(X, Z) — g(X,Y)7(Z)

Pour Y = X de (3.5) on obtient

(3.6 g(AX, X),Z)=n(X)9(X,Z) —g(X, X)m(Z), (V)X,ZeX(M)

)
De (3.4') et (3.6) il résulte
)

(3.7 (r—20)(X)9(X,2) =9g(X, X)n(Z), (V)X,ZeX(M)
De (3.7) on a
(3.8) (mp — 20p)(Xp)9p(Xp, Zp) = 9p(Xp, Xp)Tp(Zp), (V) Xy, Z), € Ty M,

ou T, M est I’espace tangent au point p € M. Puisque n > 3, pour tout p € M et
pour Z, € T,M \ {0} il existe un vecteur X, € T,M \ {0} t.q.

(3.9) gp(vaZp) =0, gp(Xanp) #0

Alors de (3.8) et (3.9) il résulte

mp(Zp) =0, (M)pe M, (¥)Z, € T,M\ {0},
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d’ol1 on obtient immédiatement m = 0. ~
(v) = (i) Il est connu [7], [8] que tous les éléments de 1'algebre U(M, A) sont des
champs 2-caractéristiques si et seulement s’il existe une 1-forme w sur M t.q.

AX,)Y)=wX)Y +w(Y)X, (M)X,Y € X(M).

Dans ce qui suit la démonstration est analogue & (iv) = (i) 3
(vi) = (i) Il est connu [6] que tous les éléments de 1'algebre U(M, A) sont des
champs presque l-principaux siet seulement siil existent deux 1-formes w,n €

AY(M) t.q.
(3.10) AX,)Y)=wX)Y + ()X, (VXY € X(M)

Puisque on a A(X,Y) = A(Y, X), (V)X,Y € X(M) de (3.10) on obtient w = 7. De
(3.10) on a }

AXY) =n(X)Y +9(V)X, (VXY € X(M).
Maintenant la démonstration est analogue & (iv) = (i).

(vii) = (i) 11 est connu [6] que tous les éléments de algébre U(M, A) sont des
champs presque 1-spéciaux si et seulement s’ il existe une 1-forme w sur M t.q.

(3.11) AX,Z)=w(X)Z, (V)X,ZecX(M)

Puisque nous avons AX,Z) = A(Z,X), (V)X,Z € X(M), de (3.11) on obtient w = 0,
donc A = 0, c’est-a-dire m = 0.

(ix) = (i) Pour tout X,Y,Z,V € X(M) on a
\F R)Y.Z,V) = (VxR)(Y.Z,V) + AX, R (Y. 2)V)-

(3.12) AL 5 -
RAX,Y),Z)V= R (Y, AX,Z))V— R (Y, Z)A(X,V)

e (3.12) et (iii) on obtient

(3.13) (VxR)(Y.2,V) = (Vo)gfz)(Ya Z,V)+ AX, R (Y. 2)V)~

~ R(AX,Y),2)V- R (Y,A(X,2))V- R (Y, Z)A(X, V)

On écrit encore deux relations obtenues par substitution circulaires:

(319) ¥y R)(Z X.V) = (VY R)Z X.V) + AV, R (Z.X)V)~
R(A(Y.Z), X)V= R (Z,A(Y. X))V~ R (Z, X)A(Y,V),
(3.13") (VZR)(X.Y,V) = (VZR)(X,Y,V) + A(Z, R (X,Y)V)-

CRA(Z,X),Y)V- R (X, AZY)V- R (X,Y)A(Z,V)

En sommant les relations (3.13), (3.13'), (3.13”) et en utilisant les identités de Bianchi
on obtient

(3.14) O
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En coordonées locales la relation (3.14) s’écrit

~ oT ~ oT ~ oT ~ ol ~ ol ~ ol
(3.14") AL Ry +A§'r Rpgi +AL, Ryij= Aip Ryji T Ajn Regi +Akn Ryij

En utilisant (2.9") et (3.14") on obtient
(55 Ruji +05 Rppi +6}, Rhij> ort

(3.15) ol ol ol
+2 (gih Ry ik +9in Rrgi T9kh R”»j) o' =0

En multipliant les relations (3.15) par ¢ et en sommant, nous avons
o l l o] l (o] ] l

(3.16) {Rskj +0; Rsk =0}, Rsj +2(n —2) stk} o =0

h
o o]
ol Rij=R;; sont les composantes de tenseur de Ricci. En faisant [ = k et en sommant,

de (3.16) il en résulte
(3.17) (n—2) Rjs 0" =0

Puisque n > 3 et det(]cjzjs) # 0, de (3.17) on obtient o = 0, c’est-a-dire m = 0.

Remarque 3.2. Supposons dans la suite que la connexion symétrique V est la con-
nexion de Levi-Civita associée a une autre métrique Riemann § sur M. Soient 7;, g;;,
resp. g;; les composantes de m, g, resp. § dans une systéme de coordonnées locales.
Alors la relation (2.4) s’écrit:

~ ) 1. 1 .. )

(3.18) Gl = Ll + 55;-7% + 552%‘ — gjkT’
ol \;k|, |3~,€| sont respectivement les symboles de Christoffel de deuxiéme espece des
métriques
(3.19) ds® = gijd:vidacj7 ds? = gijdfcidxj
En faisant ¢ = j et en sommant de (3.18) on obtient

’ 1 i i
(3.18) 5(” = D = [l — lix
En plus nous avons

S 8 |det(g;)
18" | = | ST
(3 8) |zk| zk' 8xk det(gkr)

De (3.18') et (3.18") il résulte que existe une fonction différentiable u(z?!,...,z") t.q.

I
oxk’

T =
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Si nous notons

(3.20) Eij: e2ugija

alors nous avons

(3.21) \;‘k|: |§k\ + 5;‘771@ + 8pmj — gk’

ol \;k| sont les symboles de Christoffel de deuxieme espece de la métrique

2

(3.21') 45 =9 dvida?

De (3.21) et (3.18) on obtient les formules

P iz 1 L
(3.22) |;’k| :\jk| —§5ﬂk - §5k7rj
Les formules (3.22) nous montrent que les métriques de Riemann

2
s

3.23 45 =9, deide?, d&® = gijdrida’
J J

sont en correspondance géodésique [15] . Donc les métriques (3.23) se réduisent aux
formes canoniques de Levi-Civita et de Vridnceanu [4], [14] (suivant que lespace de

z2 ~ . .
Riemann ayant la métrique d s =9;; da’da’ est de catégorie n ou de catégorie m < n):
dV? = ai(zt) f'(ab)(da')? + ... + an(2™) f (2™) (dz™)?,
1 ’ 1 n ’ n
dI2 — — 1 {al(r gz{ (z )(dx1)2 1.4 (@ z)T{ (z )(dx”)2}7

xl.. .xn

(3.24)

ott nous avons pose f(z) = (z —z!)...(z — 2"), ow

dv? = a;(2")F'(2%)(dz")? + F()er, (@™, ... 2P )dar dat +
+ F(kQ)Ca/BI(ajp+17 - ,,’L‘n)d.’lja/dxﬁ/7
(325) 2 1 a;(z*)F' (z") N2 F(c?) m+1 A
L7 = grgw { o (da*)* + =z=cxu (@™, ..o 2P )dx dat+-

2 ’ ’
+ Fg; Yoo (aPtL, . a™)dz® daP }

ot Flz)=(x—al)...(x—a2™); 1<i<mym+1<\pu<pp+1<d,p <n;
2, k% = des constantes non nulles.
Il en résulte que les métriques (3.19) peuvent étre réduites aux formes canoniques:

(3.26) ds® = e~ 2 gy 432 = L2

Nous aurons donc le théoréme suivant:

Théoréme 3.3. Supposons que V est la connezion de Levi-Civita associée d une
métrique Riemann g sur M. Alors les métriques (3.19) peuvent étre réduites aux
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formes canoniques (3.26), ou dV? et dL* sont les formes canoniques de Levi-Civita
et de Vranceanu données par (3.24) ou (3.25) selon que l’équation

det(gij —r°gij) =0

a des racines distinctes on a m < n racines égales.

Remarque 3.4. Nous considérons maintenant la premiere formule (3.25) pour ¢ = k.
En multipliant les variables z!, ..., 2™ par une méme constante, on peut supposer que
c est égale & I'unité. 11 en résulte que la métrique dV? peut s’écrire sous la forme [15]

(3.27) dV? = a;i(z")F'(z")(dz*)? + F(1)capdaz®dz”

On obtient donc le théoréme suivant:

Théoreéme 3.5. Supposons que V est la connezion de Levi-Civita associée d une
métrique Riemann g sur M. Alors la métrique ds* = g;jdx'dx? peut étre réduite a la
forme canonique

d82 — e—2u(fc1,...,m”)dv2

ou dV? est donnée par la premicre formule (3.24) ou par la formule (3.27) selon que
l’équation
det(gi; — r%gi5) =0,

a des racines distinctes ou a m < n racines égales.
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