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Abstract

Un exemple classique de tenseur associé a une connexion affine F;k sur
I'espace projectif réel est le tenseur II}, du Thomas. Un tenseur analoque sur
I'espace projectif complex est la tenseur M;; du Vranceanu [8].

Dans le présent article on fait une étude des transformations projectives
quaternionique qui permettent d’associer a une connexion affine un champ ten-
soriel Q.. Le probleme a été proposé par Vranceanu [8].

Dans la partie finale on montre qu’on peut considérer sur les variétés lo-
calement projectives complexes un champ tensoriel ayant comme composantes
les coefficients M;k, ainsi que Hangan [1-3] montre que sur les variétés locale-
ment projectives réels on peut considerer un champ tensoriel ayant comme com-
posantes les coefficients H;k tensoriel ayant comme composantes les coefficients
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1 Derivées partielles de la transformation projectif
quaternionique

Soit H le corps des quaternions et D : a;¢' + a # 0, une ensemble ouvert de H". La
transformation

(1) T:D =K, T = (A 4+ (I +4)7 (T =00,€,..,\

ou alh,ah,al,a sont des quaternions constantes, on appelée transformation projectif
quaternionique.

Dans ce paragraphe nous remémorons quelques résultats établies par Marchiafava
[4].
En différentiant ’égalité

q" (alql +a)= a{bql +a”
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nous obtenons que la différentille de la fonction qh’ peut étre mise sous la forme

(2) dg"’ = Aldq'Q,
ol
(3) Al = —¢"a + Al
(4) Q= (ug +a) "
En différentiant ’égalité (3) et tenant compte de(2), nous en trouverons
(5) dAl = —A"dg*Qay.

En différentiant ’égalité
(wq +a)Q =1

nous obtenons

(6) dQ = —Qu;dg' Q.

Dans ce qui suit, les indices latins h,l, s, ... prennent les valeurs de 1 & n et les
indices grecs a, 3, ... de 1 a 4n.
Aussi, il sera utile de noter

esh-3=1, eqp o =1, eqp1 =73, ean =k; h=1,2,....n,

ou {1,i,7,k} est la base canonique du R
Si nous écrivons les variables quaternioniques apparaissant dans (1) sous la forme

(7) qk — m4h73 + m4h72i + m4h71j + 2134hk

alors les egalitées (2), (5), (6) nous montrent que les derivées des fonctions ¢", A" Q

par rapport aux variables réels % sont

g
(8) 83’]“ = A;ZGQQ
dAN
(9) B —Ale,Qa,
0
(10) 2 = Quea@.
oft o =41 — 3,41 — 2,41 — 1,41.
De I’égalité (8) nous obtenous
o™
ho_ 1
(11) A = WQ
et aussi
o¢" 0"
(12) ’ )

9z 9ril-3

ouh a =4l —2,4] — 1,4].
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2 Equations Bortolotti-Vranceanu-Hangan
satisfaites par les transformations projectives quater-
nioniques

. 7 . . . . ! .
Si nous écrivons les fonctions quaternioniques ¢" definies par (1) sous les forme
! ! 1 ! 1
(13) g1 = B g 2 g A AR

et si nous introduissons leur derivées partielles par rapport aux variebles réels
i3 g41=2 41 24l dans Dégalité (8), alors nous comstaterons que pour o =
4h — 3,4h — 2,4h — 1,4h est vraie I'égalité

oz oz~ oz oz

7h — _ N y
Al eaQ == 6,’[/‘4173 + a.’E4l72Z + 61_41—1‘7 + a.’E4l k.

En prenant les conjuguées dans cette égalité et tenant compte de la formule (11)
nous obtenons

h' o' o' o' o'
(14) . dq _ o ( Ox Ox Ox Ox k) 0.
T

Oxi—3  ppAl—2' T gpa—1d T fpal

En identifiant R*™ = H" par les formules (7), la transformation 7 peut s’écrire
sous la forme

(1) 2 =2 (z", 22, .., 2"); o =4k — 34K —2,4K' — 1,4h/.
) dx™ ) :
Lemma 1. Si A = 528 est le Jacobian de la transformation T, alors nous
x
avons
(15) A = K[jQ|*" Y,

ou K este une constante réels.

Démonstration. En effet, si tous les quaternions ay,as,...,a, sont nuls, alors
Iégalité (15) est évidemment vraie. Si ces quaternions ne sont pas tout nuls, par
exemple a; # 0, alors nous avons

T=TxoTecoTs,
ou les transformations 7o, T¢, 75 sont definies par les formules
Too 11 = [ AL (o) T 4 [ = Ao (o) ™I 4 A (o)™
Te : 1 = (), 1 = mfu) =
To I = 40t + 4, ¢ =11

(16) A= A1 Ay A,
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ou Ay, Ay, Az sont les Jacobiens des transformations T, Te, 75 calculées dans les
points:

(Te o T5)(WI®, 1€, .. 1), 75 (I, 1I€, .., 1Y), (11°°, 11€, ..., 1I\)

Les déterminants A; et Ag sont constants et le Jacobien de la transformation 7T¢
est |lg"||~***tY). Parce que

B(HOO7H€7 "'7H\) = (Q7W7HE7 "'7H\)

il resulte que
Ay = QI+

En posant K = A;A; dans les formule (16), nous obtenons (15). Si A ne s’annule
pas, nous pouvons former les fonctions quaternionique

1 0A oA 0A | 0A
(17) A= A <aw4l3 + azil—2" + 17 + 9zl k) :
En dérivant par rapport a z# =3, 242 241 24 1'égalité

RIP=Q-Q
et tenant compte de (10) et (15), la formule (17) s’écrit
(17" A= —4(n+1)Qa;.

En dérivant I’égalité (8) par rapport a z° et utilisant les formules (9), (10), (12), (17")
nous demonstrons le

Lemma 2. Les composantes th de la transformation T satisfont les equations auz
derivées partielles suivantes:

(18)

anhr 1 5qh, ) ) 5qh' i
= - O(AS e e e ! A N 7
0z0xf  4(4+1) am4173Q adses@ + 6.1:43*362 esAienQ
ot
a:4l73,4l72,4l71,4l et 6:4873;4572,4871745_

3 Le tenseur Thomas-Vranceanu-Hangan
associé a une transformation projectifs
quaternionique

Soit V4, une variété differentiable de dimension 4n. Nous pouvons introduire dans
chaque voisinage des coordonnées (z®) les coordonnées quaternioniques (¢") definies
par (7).

Si nous pouvons recouvrir la variété Vj,, par un systeme de voisinages de coor-
données de sort que dans 'intersection des deux voisinages de coordonnées quaternion-
iques (¢") et (¢"") les coordonnées d’un méme point soient liées par des formules de
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la forme (1) et les formules (1') qui relient les coordonées réels (z®) (z*) satisfassent
la condition
ox®

A=
0zb

£0

alors nous dirons que Vy,, est un variété localement projectif quaternionique.
L’espace projectif quaternionique P,,(H) est une variété de ce type, il pouvant étre
recouvert par (n + 1) voisinages de coordonnées, ou les formules de passage ont la
forme , ,
¢ =" " =d"")"
Soit Flﬁ, FZ,B, les coefficients d’une connexion affine symétrique dans les voisi-

, ! ! .
nages de coordonnées (¢"),(¢" ) et [z = I's 5. I'p = I'gg les coefficients de la
connexion contractée. Si dans les points communs de ces voisinages considerons les
formules (1'), alors entre ces coefficients nous avons les relations suivantes

’

(19) 02z 9N 927 o 027
fxxdxB AT fra Jxb B G
(20) LoA _ .0
Adze Moz ™

Attachons aux coefficients Flﬁ, I's les quaternions
h  _ p4h—3 Ah—2. 4h-1; ah
.(21) Yap=los "+ s i+ 5 j+ T4k
Yp =Tap—3+Tan—2i+Cap-1j + Lank
En posant v = 4h — 3,4h — 2,4h — 1,4h dans la formule (19) nous obtenons
92gh’ o 0z Az N
Oz Db A" G 9B B o

Si dans cette égalité considerons o = 41—3,41—2,41—1,4let f = 4s—3,4s—2,4s—1,4s
et tenons compte des formules (17), (18), (20), alors nous pouvons écrire

3

=X

. 9z Az 1 dq" < 9q"
h . B
N G 0P A D) <8$4I3Q CaQXr 5 5@ esQt
" — 8¢
(22) b Qe QT s A0 eaQ | =
— 6th —1 t ]. t p— ‘ _
= WQ Eaﬁ - m(sleazseﬁ - m(SSGQZZEQ Q

Nous associons aux quaternions EZB, ¥, les quaternions

1 —

(23) HZB = EZB — mélheazseﬂ - 6geﬁilea

4(n+1)
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et aux quaternions ZZCB,,ZM des quaternions analogues.
Soit
h— h—2; h—1;
os = Qqp "+ Qas i+ Qus 'J + Qash-

En tenant compte de la formule (14), I’égalité (2.2) prend la forme

W 0N 9 o g™
A gpa 9B T YeB PgA
qui est, équivalent a
AI 1 1
4 Oz Ox" _ A oq”
A Hge 9xb B ggA -

Nous avons donc le
’, . . "Y . Ve . "y
Théoréme 1. Si Faﬁ est une connexion affine symétrique, alors les composantes Qaﬁ

des quaternions HZB (23) constituent un tenseur du troiséme ordre, covariant en «, 3
et contravariant en v, sur Vi,.

En tenant compte des égalitées (21) et (23), nous observons que I'); peut
s’exprimer par QZB et I'g. Par conséquent, le probleme proposé par Vranceanu [8]
d’établir si une connexion affine symétrique sur l’espace projectif quaternionique se
décompose en sa connexion contractée et un tenseur est résolu. Une autre solution de

ce probléme est donnée par Hangan [2].

4 Le tenseur Thomas-Vranceanu associé a une trans-
formation projectif complexe

Si nous faisons pour les transformations projectives complexes une étude similaire a
celle des transformations projectives quaternioniques, alors nous constateron qu’on
lieu des relations (14) nous trouvons les conditions de Cauchy-Riemann et les rela-
tions (18) deviennent les équations aux dérivées partielles d’ordre deux établies par
Vranceanu [8] pour les transformations du groupe projectiv complexe.
Nous avons donc le
Théoréme 2. Si F;k est une connexion affine symetrique sur une variété Vs, locale-
ment projectiv complexe, alors les coefficients M;k du Vranceanu [8] constituent un
tenseur du troiséme ordre, covariant en j, k et contravariant en i, sur Va,.
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