
Le Calul des Carat�eristiques E�etives Pour desMat�eriaux Composites qui Contiennent desNonhomog�en�eites Atribu�ees d'une Maniere Al�eatoireC. Radu and A. Zl�atesu
AbstratDans l'�etude du omportement marosopique des mat�eriaux aux d�efants etmiro-nonhomog�ene on remplae, en g�en�eral, es orps par un milieu homog�eneequivalent.Dans le pr�esent artile on d�etermine les arateristiques e�etive du orpsnonhomog�ene et la moyenne de probabilit�e par rapport aux volumes.Mathematis Subjet Classi�ation: 73K20, 60G20Key Words: moyenne de probabilit�e, series viriales, mat�eriaux omposites.1 IntrodutionLes milieux mirononhomog�enes et les mat�eriaux aux d�efauts sont model�es dans er-taines situations, par une matrie homogene ayant des nonhomog�en�eit�es isol�ees dis-tribu�ees d'une maniere al�eatoire, y ompris des �ssures ou des avit�es. Dans l'�etudedu omportement marosopique d'un tel orps elui-i est rempla�e, en g�en�eral, parun milieu uniforme homogene equivalent dont les volumes �el�ementaires agissant, enessene, pareillement aux volumes du orps initial qui ontient un grand nombre denonhomog�en�eit�es.Le probleme de d�eterminer les arat�eristiques e�etives du orps nonhomog�enes'impose don, du même que les hamps de liaison et le alul de la moyenne deprobabilit�e par rapport aux volumes qui ontiennent assez de nonhomog�en�eit�es.Dans la litt�erature de sp�eialit�e les vioes pour trouver les arat�eristiques e�e-tives des orps ayant des nonhomog�en�eit�e attribu�ees al�eatoire sont lassi��es en troisat�egories:I. des estimations variables (voir [1℄, [2℄) qui o�rent une multitude de valeursaux arat�eristiques e�etives qui est d'autant plus �etroite lorsqu'il y a peu de pro-pri�et�es di��erantes entre la matrie et les nonhomog�en�eit�es (pour les �ssures et lesavit�es, on ne peut pas appliquer ette regle);Balkan Journal of Geometry and Its Appliations, Vol.3, No.1, 1998, pp. 119-133Balkan Soiety of Geometers, Geometry Balkan Press



120 C.Radu and A.Zl�atesuII. les d�evelopements asymptotiques en fontion d'un petit para�etre qui ar-at�erise les diverses propri�et�es de la matrie et des nonhomog�e n�eit�es ([3℄,[4℄,[5℄) oud'apres le parametre qui exprime la onentration petit�e des nonhomog�en�eit�es ([5℄-[19℄) surnomm�ees, dans e dernier as, les "d�eompositions viriales". D'habitude, dansle as de es dev�eloppements, on retient seulement les termes lin�eaires en onentra-tion ([5℄, [6℄).III. des m�ethodes d'aproximation, pour les quelles on met en �evidene, parsimpliit�e et intuition, les m�ethodes de autooordonation ([20℄,...,[30℄), fond�ees surle probleme des nonhomog�en�eit�es qui ne s'interationnent pas, trouv�ees dans unhamp e�etif ou dans un milieu e�etif qui puisse ompenser l'interation des non-homog�en�eit�es.Les di��erentes variantes de la m�ethode de autooordination menent a des r�esultatssi��erents ar, en utilisant les donn�ees exp�erimentales on limite la pr�eision de lam�ethode et, par ons�equent, il est impossible de hoisir uniquement une seule variante[20...30℄. Un moyen simple pour nalyser la m�ethode de autooordination est form�epar la m�ethode de la d�eomposition viriale dans laquelle on ompare ([13℄,[18℄,[30℄-[32℄) les termes de la d�eompositions des arat�eristique e�evtives, en s�erie, selon lespouvoirs de la onentration de la nonhomog�en�eit�e obtenue grâe aux deux m�ethodes.Les d�eveloppements viriales sont onstruits par une �evidene suessive de stermesqui orrespondent a l'interation entre "n" partiules (n=1,2,3...), 'est-a-dire e quel'on obtien omme r�esultat du probleme r�esolu qui se refere a 'n' nonhomog�en�eit�es,dispos�ees dans un hamps homog�ene ou l'on trouve la moyanne suessivement selontoutes leurs positions possibles (on admet que la somme des ontributions individuellesdes nonhomog�en�eit�es peut �etre rempla�ee par la somme des moyennes obtenue apresla r�ealisation des inlusions).Etant donn�ee la ontribution des interations entre "n" partiules dans la relationde m�ediatisation des n partiules dans un volume in�ni, des int�egrales onvergentesfont leur parution; elles sont ondition�ees par une baisse lente du hamp d�eplae denonhomog�en�eit�e dans le orps in�ni (omme r�3; ou r repr�esente la distane jusqu'a lanonhomog�en�eit�e). Le probleme du hoix es valeurs (des int�egrales) s'y impose et seranom�e "le probleme de la r�egularisation". Dans [19℄, le alul de la ondutibilit�e ter-mique du milieu a des nonhomog�en�eit�e sph�erique, aux int�egrales ondition�ees onver-gentes on leurs a assoi�e les valeurs obtenues par l'int�egration d'une s�erie d'ellipsoiideset on a prouv�e qu'elles ne d�ependent pas de la forme des ellipsoiides. Dans les [7,8,18℄,apres des s�eries des sph�eres onentriques on a ajout�e aussi le, pour le as du plan ouon a onsid�er�e des erles.Les suppositions auxquelles on a fait appel pour onstruire la d�eomposition virialefont parties d'une autre analyse, a part. Premierement, ette analyse onerne la possi-bilit�e du passage vers un volume in�ni et le hangement de la somme des ontributionsindividuelles des partiules dans un hamp moyen ave les moyennes de probabilit�ede es ontributions (la diÆult�e de l'appliation direte de la loi des grands nombresonsiste dans le fait que, suite a leur interation, leur ontributions individuelles nesont plus ind�ependentes, mais soumises a leur positions relatives).C'est a ette anal-yse que l'on a d�edi�e l'ouvrage qui suit.Dans le deuxieme paragraphe on a alul�e lestermes arr�es des expressions du module de d�eformation d'un mat�eriel omposite avedes inlusions ylindriques parallelesm, dans des onditions de d�eformation antiplane.



Le alul des arat�eristiques e�etives pour des mat�eriaux omposites 121Les solutions ainsi obtenues seront la base de l'analyse des di��erentes variantes dela m�ethode de l'autooordination.2 La d�et�ermination de la moyenne deprobabilit�e par rapport au volume et lesarat�eristiques e�etives des mat�eriauxayant des nonhomog�en�eit�es2.1. Soit un orps mirononhomog�ene, soumis a des hamps ext�erieurs dont l'�ehellearat�eristique de varioation, L d�epasse, d'une maniere signi�ative, la plus grandedimension, l, des �el�ements struturels, de maniere qu'il y a une �ehelle interm�ediaireH qui satisfait la ondition l << H << L: Dans e as la, si on n�eglige les �el�ementsstruturels isol�es, le omportement du orps sera d�erit lairement dans l'�ehelle H ,en remplaant le orps entier ave un autre orps, homog�ene dans les limites de ette�ehelle.Les arat�eristiques du orps �equivalent peuvent être d�etermin�ees dans haque-point par la struture du orps initial dans les limites du marovolume de dimensionH qui ontient le point examin�e (H le "volume �el�ementaire") et elles lient les moyennesdes hampas (dans des "valeurs moyennes" ou des "moments") par rapport a e vol-ume. Une telle m�ethode se trouve a la base d'approximation du milieu ompat.Lesarat�eristiques du orps �equivalent sont d�etermin�ees soit par exprimer les modelesdu H; soit par r�esoudre les problemes onernant les arat�eristiques e�eitves.Le orps initial a struture homog�ene de point de vue statistique est rempla�e d'unemaniere naturelle ave un autre orps homog�ene �equivalent si le volume ontient assezde nonhomog�en�eit�es (des inlusions) pour que le volume soit repr�esentatif.Dans le as des mirostrutures irr�egulieres, ela est possible, en g�en�eral, seule-ment asymptotiquement, 'est-a-dire pour HL ! 1: C'est pour ela que a la basede l'approximation du milieu ompat, approximation d�eja mention�ees, on trouvel'hypotheses 10 :-les limites de la tension et de la d�eformation moyenne existe pour HL !1 et ellesne d�ependent pas de la forme du volume �el�ementaire ('est-a-dire que l'on admet queles problemes a limite ont une solution unique).La passage au volume �el�ementaire in�ni doit être fait en admettantl'hypotheses 20 :-l'ation des nonhomog�en�eit�es qui se trouve pres de la frontiere du volume�el�ementaire peut être n�eglig�ee; autrement dit, on admet que pour HL ! 1; toutenonhomog�en�eit�e, independente de sa position, peut être admise omme trouv�ee dansun orps �ni.Pour que le omportement du marovolume a l'�ehelle H soit ompl�etementd�etermin�e par la struture et pour qu'il ne d�epend pas de l'�etat de tension des autresparties du orps initial, on doit admettre aussi l'hypothese 30 :-aux hamps du tension qui ont la même moyenne relativement a leur volume�el�ementaire leur orrespondent des hamps de d�eformation qui ont toujours desmoyennes identiques (au mois asumptotique pour HL !1 ) et inversement.L'hypothese no 3 permet aussi, pour le alul des arat�eristiques e�etives, l'examination



122 C.Radu and A.Zl�atesudes hamps homog�enes externes seulement. Dans e qui suit, nous admettons que lestrois hypotheses sont r�ealis�ees.2.2. La d�e�nition des tensions et des d�eformations moyennes.Soit V - le volume �el�ementaire dans l'�ehelle H;� sa frontiere et soit V1 - lar�egion de l'int�erieur du volume �el�ementaire V; d�e�ni par la nonhomog�en�eit�e; �1 lasurfae entre la nonhomog�en�eit�e et la matrie et nk la normale ext�erieure (les parame-tres direteurs) a la frontiere de la nonhomog�en�eit�e.Pareillement, soit ui(i = 1; 3)les omposants du veteur de deplaement, tandis que x1; x2; x3 - les oordon�eesart�esiennes. Alors, omme a l'int�erieur des inlusions et des avit�es les tensions �ijet les d�eformations "ij ne sont pas d�e�nies, on peut aluler leurs valeurs moyennes:(2:1) 8<: < �ij >H= 1V �RV nV1 �ijdV + R�1 xi�jknkd��< "ij >H= 1V �RV nV1 "ijdV + 12 R�1(uinj + ujni)d�� i; j = 1; 3Si les nonhomog�en�eit�es sont des inlusions pour lesquelles les tensions et lesd�eformations sont des fontions ontinues au passage par les frontieres des inlusionsalors, tout en int�egrant [34℄, sur (xi�kj);j et "ij ; (ou (),j est est la d�eriv�ee d'apres xj)par rapport au volume V1 et en utilisant la formule Gauss-Ostrogradsky, on obtientque les �egalit�es (2.1) sont �equivalentes aux moyennes obtinues d'apres le volume:(2:2) < �ij >H= 1V ZV �ijdV ; < "ij >H= 1V ZV "ijdVDe plus, si la frontiere � du volume �el�ementaire V est suÆsamment lisse et sielle passe seulement par la matrie ( onform�ement a l'hypothese 20; l'inuene de lanonhomog�en�eit�e surgie sur la surfae peut t̂re n�eglig�ee), alors (2.1) sont �equivalentesave(2:3) < �ij >H= 1V Z� xi�ijnkd�; < "ij >H= 12V Z�(uinj + ujni)d�qui orrespondent ave la d�e�nition des moyennes < �ij >H et < "ij >H pour lesmodeles exp�erimentales habituels, lorsque on peut mesurer seulement dans les pointsde la surfae.Si les nonhomog�en�eit�es sont des �ssures, alors le th�eoreme Gauss-Ostrogradskyne peut pas être appliqu�e, ar les tensions qui se trouvent dans le voisinage de lafrontiere de la �ssure ont des singularit�es et 'est pare que e as peut être obtenugrâe au probleme des pores �elliptiques vers la limite. Dans e as (2.1) il y a undouble d�eplaement: premierement de l'inlusion vers les pores, ensuite des pores versles �ssures. En utilisant la premiere �egalit�e du (2.1) en multipliant ave la matriedes o�eÆients de exibilit�e Aijkl ; on �erit:(�) "0ij = Aijkl < �kl >He qui repr�esente la d�eformation homog�ene qui se trouve dans le volume �el�ementaireV ave la harge homog�ene: < �kl >H nl dans l'absene des nonhomog�en�eit�es; 'estainsi que l'on obtient de la deuxieme �egalit�e (2.1):



Le alul des arat�eristiques e�etives pour des mat�eriaux omposites 123(2:4) < "ij >H= "0ij + 1V MXm=0S(m)ij ;ou(2:5) S(m)ij = 12 Z�m(uinj + ujni)d� �Aijkl Z�m xl�kpnpd�et M + 1 (M 2 N�) repr�esente le nombre des nonhomog�en�eit�es dans le volume�el�ementaire V .La dimension S(m)ij exprime la ontribution de la nonhomog�en �eit�e "m" dans lad�eformation moyenne et �m repr�esente la frontiere de la "m" -ieme nonhomog�en�eit�e.Dans le as des inlusions, onform�ement a (2.2) la dimension S(m)ij peut êtrerepr�esent�ee dans la forme employ�ee dans les ouvrages [11-15℄:(2:6) S(m)ij = (A(m)ijkl �Aijkl) ZVm �kldVou A(m)ijkl repr�esente la mall�eabilit�e de la "m" -ieme inlusion et Vm en est son volume.Pour mieux expliiter le sens physyque de ladimension S(m)ij nous pro�edons dela sorte: on �elimine virtuellement l'int�erieur des nonhomog�en�eit�es si elles existent etnous hangeons les ations qui se trouvent sur leur frontiere, grâe aux e�orts: �(m)ij nj ;de la sorte que l'�etat de tension de la matrie reste invarieble.Ensuite, on remplae les inlusions et les pores ave des insertions du mat�eriel dela matrie, e qui oinide, omme forme, ave les nonhomog�en�eit�es nond�eform�ees.On obtient un orps du mat�eriel de la matrie dans lequel sur la plae de l'aniennefrontiere de la "m" -ieme nonhomog�en�eit�e (y ompris pore ou �ssure) il y a unedistribution des sauts de d�eplaements ui9(m) et dans le as de l'inlusion, de mêmeune repr�esentation des fores de volume,(��) f (m)i = ��(m)ij njÆ(�(m) � �ijkl�(nkulÆ(�(m)))=�xj ;ou Æ(�(m)) est Æ -fontion et �(m) sont les oordonn�ees onsid�er�ees a partir de la surfaede la "m" -ieme nonhomog�en�eit�e tout le long de la diretion de la normale ext�erieurenk: De ela et du (2.6) r�esulte:(2:7) S(m)ij = AijklD(m)kl ; D(m)kl = ZV xlf (m)k dVIi D(m)kl est le tenseur du moment dipôle de nonhomog�en�eit�e. On remarque donque, pour la nonhomog�en�eit�e dans le volume in�ni la dimension D(m)kl est le o�eÆientdu terme g�en�eral (d'ordre r�3 dans le d�evelopement viriale (a voir [38℄)).Un fait analogue au as de la �ssure a �et�e etudi�e dans le [39℄. Finalement, on peut�erire (2.4), en baissant les indies tensoriels sous la forme:



124 C.Radu and A.Zl�atesu(2:8) < " >H= "0 = 1V A MXn=0D(n)L'expression (2.8) est appliqu�ee dans des problemes de th�ermoondutibilit�e (avoir[12℄) si par " et � on omprend les hamps li�es a la matrie a travers la relation:" = A � �Dans e as, (n) - repr�esente le moment �eletrique dipôle de la n -ieme nonho-mog�en�eit�e.3.1. D�eveloppement viriales pour les orps �nis.Passons a la onstrution du d�eveloppement viriale pour< "ij >= limH!1 < "ij >H :Considerons le volume �el�ementaire V �xe et une partiule qui a le veteur de positionr et soit aussi les veteurs de la forme, de l'orientation et les propri�et�es du mat�erielave des nonhomog�en�eit�es t:Pour aluler D(n) on onsidere une nouvelle num�erotation ou la n -ieme partiule- nom�ee distingu�ee ou hoisie a l'indie "0" et les autres partiules sont marqu�ees de1 a M (on admet que dans le volume V on a M + 1 partiules).On d�esigne par K(n)M = fr1; t1; r2; t2; :::; rM ; tMg la on�guration des partiulesqui restent apres la �xation du entre, et par D(n)(K(n)M ; r0; t0) le tenseur du momentdipôle de la partiule distingu�ee.En baissant les indies des tenseur et l'indie sup�erieur n; les moments dipôlespour les partiules distingu�ees des nonhomog�en�eit�es sont donn�es par:(3:1)8>>>>>><>>>>>>: D0(KM ; r0; t0) = D(r0; t0)D1(KM ; r0; t0) =PMk=1[D(rk; tk; r0; t0)�D0(KM ; r0; t0)℄:::DM (KM ; r0; t0) =P[D(KM ; r0; t0)�Pm�1k=0 Dk(Km; r0; t0) Km 2 UM (KM )ou D(Km; r0; t0) est le moment dipôle de la partiule isol�ee dans la pr�esene des par-tiules qui se trouvent dans la on�guration Km; onsid�erant que les autres partiulessont n�eglijables.Don, D(r0; t0) est le moment dipôle de la partiule distingu�ee dans le as ou onsuppose qu'elle est isol�ee dans le volume V; e qui repr�esente l'interation ave uneseule partiule.D(rk ; tk; r0; t0) est le moment dipôle de la partiule isol�ee dans la pr�esene d'unek -ieme partiule. Dk(Km; r0; t0) est le moment dipôle de la partiule "k + 1", 'est-a-dire la partie qui orespond a son interation ave tous les groupes de k partiulesde la on�guration Km Um(KM ) est l'ensemble de tous les groupes de m partiulesde KM :



Le alul des arat�eristiques e�etives pour des mat�eriaux omposites 125Pour m =M dans (3.1) on a:(3:2) D(KM ; r0; t0) = MXm=0Dm(KM ; r0; t0)Ensuite si on remplae (3.2) dans (2.8) on a:(3:3) < " >H= "0 + NAM + 1 MXm=0 MXn=0D(k)m (KM ; r0; t0)ou N = M+1V est le nombre des partiules qui se trouvent dans le volume unitaire;dans la deuxieme somme, onform�ement a la d�e�nition, toute n -ieme partiule estonsider�ee suesivement distingu�ee.3.2. Corps in�nis. R�egularisation.Passons aux orps in�nis; alors on a H !1; V !1; M !1; M=V !1:Par la suite on onsidere seulement H;M !1 et la somme ext�erieure dans (3.3)devient une s�erie (sa onvergene est equivalente a l'hypothese no 10).Nous allons prouver que dans le as ou la distribution de haune partiule ave laroissane de la distane par rapport aux partiules voisines tends vers le as uniformeon a:(3:4) 1M + 1 MXn=0D(n)m (KM ; r0; t0)! Dm (H;M !1)ou Dm est le moment dipôle de la partiule de nonhomog�en�eit�es arbitraire m�edi�esuivant tous les rangements possibles de la nonhomog�en�eit�e dans le volume V:On observe que pour la d�emonstration de l'�egalit�e (3.4) nous n'avons pas lapossibilit�e d'utiliser diretement la loi des grandes nombres, pare que a la suitede l'interation, les moments dipôles pour les di��erents partiules ne sont pasind�ependents.L'expression (3.4) est vraie pare que les partiules sont asymptotiquementind�ependentes pour H;M !1:Pour montrer (3.4) nous allons prouver premierement que la valeur moyenne Dmet les dispersion des moments dipôles existent.La distribution des nonhomog�en�eit�es dans la on�guration est onform�ement a[11℄ mais ave une autre norme et a la forme suivante:(3:5) P (Km+1; r0; t0) = P (rm+1; tm+1jKm; r0; t0)P (Km; r0; t0)P (r0; t0) = P (t0)V �1;P (rm; tm+1jKm; r0; t0)! P (tm+1)V �1ou P (A) est la probabilit�e de l'evenement A ou la densit�e de probabilit�e.Cette expression est valable dans le as ou V et la distane de la partiule(rm+1; tm+1) a la partiule (r0; t0) et la partiule de Km tendent vers in�ni.Ainsi, on onsidere que la partiule distingu�ee (r0; t0) entre al�eatoriement dans levolume �el�ementaire V: L'inuene r�eiproque des partiules sur leurs rangements sefait sentir loalement dans le voisinage.



126 C.Radu and A.Zl�atesuOn onsidere aussi que (3.5) est satiafait pour une num�erotation arbitraire despartiules, 'est-a-dire pour une option arbitraire des partiules distingu�ees.La moyenne pour le moment dipôle des partiules sur l'ensemble (le domaine) despartiules distingu�ees est:(3:6) Dm = Z Dm(KM ; r0; t0)P (KM ; r0; t0)dKMdr0dt0Rempla�ant (3.1) dans (3.6) et onsid�erant que dans l'ensemble Um(KM ) on a CmMon�guration Km (haune moyenne donne une ontribution �egale en valeur moyenneet en plus CmM � Mm=m! � NmV m=m! pour (H;M !1); on a:(3:7) Dm = NmVmm! R [D(Km; r0; t0)�Pm�1k=0 Dk(Km; r0; to)℄��P (Km; r0; t0)dKm � dr0 � dt0 (H;M !1):En partiulier, pour des interations par ouple (m=1) le moment dipôle pour deuxpartiules a la forme suivante:(3:8) D1 = NV R [D(r1; t1; r0; t0)�D0(r0; t0)℄��P (r1; t1; r0; t0)dr0dt0dr1dt1; (H;M !1):Le passage a la limite V !1; onf. a [9-19,31℄, transforme les int�egrales de (3.7)et (3.8) dans des int�egrales onditionellement onvergentes.Par exemple, pour (3.8) e r�esultat est du au fait que les expressions qui se trouventdans le rohet, repr�esentent, a ause de la lin�earit�e du probleme, les moments dipôlesde la partiule distingu�ee qui se trouve dans le hamp ativ�e (qui est en g�en�eral non-homog�ene) de la deuxieme partiule, qui dans le orps in�ni, baisse ave la roissanede la distane r entre les partiules, omme r�3:Ces di�ult�es surgissent a ause du passage pr�ematur�e a la limite dans l'expressionobtenue pour le volume �ni V:Strito sensu, il sera mieux de r�esoudre le probleme pour le systeme de la (m+1)-ieme partiule dans un orps �ni et apre le alul des int�egrales qui se trouvent dans(3.6) et ensuite le passage au domaine in�ni de l'int�egration.Mais on peut transform�e l'expression (3.6) pour avoir la possibilit�e de faire lepassage, a la limite sup�erieure jusqu'au alul des nonhomog�en�eit�es dans le orps �ni.Nous allons ommener par le as de l'interation par ouples.Soit D�0 [t0:��(r1; t1; r0)℄ pour le moment dipôle de la partiule distingu�ee qui setrouve dans le orps in�ni homog�ene onsid�er�e a 1 et �egal a ��; la valeur du hampativ�e, pour lequel la partiule (r1; t1) arrive en r0:Elle est la seule partiule dans le orps V; harg�ee sur la frontiere ave les e�orts< �ij >H �nj :Dans le probleme de l'interation de deux partiules dans un orps in�ni (�equation(3.8)), le moment dipôle D�0 baisse de r = r1�r0 omme r�3; et il repr�esente le termeprinipal du d�eveloppement asymptotique.A ause de la nonhomog�en�eit�e du hamp ativ�e ou se trouve la partiule distingu�ee,les termes sont proportionelles ave la d�eriv�e du hamp de tension, qui onform�ementa la propri�et�e d'homog�en�eit�e du tenseur de Green pour les milieux in�nits [38℄ a unordre de grandeur plus elev�e (pas inf�erieure a r�4).



Le alul des arat�eristiques e�etives pour des mat�eriaux omposites 127Evidemment les termes li�es par l'inuene inverse de la partiule sont d'ordre r�6:On peut repr�esenter (3.8) sons la forme suivante:(3:9) D1 = NV R f[D(r1; t1; r0; t0)�D0(r0; t0)℄ � P (r1; t1; r0; t0)��D�0 [t0;��(r1; t1; r0)℄V �1P (t0)P (r1; t1)gdr0dt0dr1dt1++N R D�0 [t0;��(r1; t1; r0)℄P (t0)P (r1; t1)dr0dt0dr1dt1 (H;M !1)ou la densit�e est distribu�ee par la deuxieme partiule P (r1; t1): On trouve de la mememaniere que P (r0; t0) dans (3.5), pare que (3.5) est d�e�ni pour une num�erotationarbitraire des partiules, quand haune d'entre elles peut être onsider�ee ommedistingu�ee. Dans l'expression (3.9) l'int�egration est r�ealis�ee ind�ependamment dans leslimites du domaine V � V; et pare que P (r1; t1; r0; t0) � V �1P (t0)P (r1; t1) pourV !1; jr1 � r0j ! 1 on sait que la premiere int�egrale est onvergente.La deuxieme int�egrale dans l'expression (3.9) se alule des le d�ebut suivant tousles rangements possibles des partiules distingu�ees, 'est-a-dire d'apres r pas suivantr0; omme dans [11,12℄.Consid�erantD�0 formellement introduit pour un orps in�ni et puis pour la positionarbitraire de la partiule distingu�ee est d�e�ni seulument par �� de qui il d�ependlin�eairement. Pare que �� est le hamp ompl�ementaire du hamp ext�erieur donn�e,il s'annule sur la frontiere du volume V et onf. aux expression (2.3)nous avons <�� >H= 0; onsid�erant, f.a l'hypoth�ese no 2, les nonhomog�en�eit�es qui roissent lafrontiere n�eglijables.De meme on peut eviter la supposotion supl�ementaire faite par [10-15℄ pour lar�egularisation des int�egrales onditionellement onvergentes. Cela simpli�e le r�esultat,ainsi que (3.9) devient:(3:10) D1 = NV R f[D(r1; t1; r0; t0)�D0(r0; tt)℄ � P (r1; t1; r0; t0)��D�0 [t0;��(r1; t)1; r0)℄V �1P (t0)P (r1; t1)dr0dt0dr1dt1(H;M !1)Analogue, on r�egularise les int�egrales pour le alul des moments dipôles.Pare que, dans e as la, le moment dipôle de la "m + 1"-ieme partiule, not�epar Dm est ondition�e par l'interation des m + 1 partiules, on peut onsiderer lemoment dipôle D�0 [t0;��(Km; r0)℄ de la partiule (r0; t0) qui se trouve dans un hamphomog�ene, �egal au hamp ativ�e de la partiule (r1; t1) qui a son tour se trouve dansle hamp ativ�e de la partiule (r2; t2) et. jusqu'a la partiule (rm�1; tm�1):On onsidere que la derniere partiule se trouve dans le hamp ativ�e �� determin�edans le point rm�1 par la seule partiule (rm; tm) qui est dans le volume V: Dans eas, tous les hamps et les moments dipôles qui sont li�es ave toutes les partiules deette haine, sauf la partiule (rm; tm); sont pris formellement pour un orps in�ni.L'int�egration se realise d'apres r0; r1; :::; rm�1 dans un volume �ni et le r�esultat estnul.On a don:(3:11) Dm = NmVmm! R f[D(Km; r0; t0)�Pm�1k=0 Dk(Km; r0; t0)℄��P (Km; r0; t0)�D�0 [t0;��(Kmr0)℄ � V �m � P (tm�1)P (rm; tm)g�dKmdr0dt0 (H;M !1):Ensuite passons a la limite pour un domaine in�ni dans les expressions (3.10) et (3.11)(V !1 pour m �x�e).



128 C.Radu and A.Zl�atesuCet exemple nous a permis d'�eliminer la divergene des int�egrales, due a l'in�nit�edu domaine d'int�egration.Ii,dans le as onsid�er�e, le type d'homog�en�eit�es et de distributions de probabilit�esont hoisis d'une maniere partiuliere pour eliminer les singularit�es nonint�egrablesdans (3.10) et (3.11) (on peut observer les singularit�es, quand les nonhomog�en�eit�es setrouvent dans le voisinage).Dans e qui suit, onsid�erons les seules singularit�es pour les quelles les momentsdipôles sont int�egrables ave la densit�e P (Km; r0; t0):Cette demande n'est pas pesante, probablement, aussi pour les �ssures.Par ons�equene on trouve a �etudier pas seulement les moyennes des momentsdipôles, mais aussi les dispersions.On remarque que les arr�es d'unmoment dipôled�eroissent ave la roissane de la distane r entre les partiules, omme r�6; 'est-a-dire les int�egrales sont onvergentes sur un domaine in�ni.Passons, maintenant a lad�emonstration de (3.4).Examinons, premierement le volume V qui ontient la M +1-ieme partiule et on applique l'in�egalit�e deThebyhev pour la somme du momentdipôle pour m partiules. Pare que les distributions de (3.5), ne d�ependent pas duhoix des partiules distingu�ees, la valeur moyenne D(n)m et la dispersion [D(n)m ℄2 �(D(n)m )2 ne d�ependent �egalement pas du nombre des partiules hoisies. Alors, pourla probabilit�e de la d�eviation de la moyenne aritm�etique des moments dipôles, de lagrandeur des valeurs moyennes nous avons l'estimation:(3:12) P (j 1M+1PMn=0D(n)m �Dmj � ") � 1"2(M+1) [D2m � (Dm)2℄++ 1"2(M+1)2 Pn6=k (D(n)m �Dm)(D(k)m �Dm)Ii la barre exprime la moyenne suivant les r�ealisation.L'existene des moyennes dans la deuxieme somme est due a l'int�egration par arr�edu moment dipôle.Pare que les moyenne, sont born�ees pour H;K !1; la premieresomme de (3.12) tend vers zero.Mais, onformement au (3.1) nous avons:(3:13) D(n)m = XK(n)m d(n)ou d(n) = D(m)(K(n)m ; r0; t0)� m�1Xk=0 D(n)k (K(n)m ; r0; t0):est la partie du moment dipôle qui est d�e�ni par l'interation entre la n-ieme parti-ule distingu�ee et la on�gurationK(n)m ; hoisie parmi lesM partiules rest�ees. L'indexsup�erieur (n) indique que pour la on�guration distingu�ee K(n)m la num�erotation om-mene par la n-ieme partiule hoisie.La grandeur qui se trouve dans la deuxiemesomme est (3.14).(3:14) D(n)m �D(k)m = XK(n)m ;K(k)m d(n)d(k)



Le alul des arat�eristiques e�etives pour des mat�eriaux omposites 129Pour haue partiule distingu�ee, il existe CmM on�gurations Km; et le nombre deon�gurations ommunes pour la k-ieme partiule est Cm�1M : Dans la d�e�nition ded(t) on suppose que dans le volume V existe seulement m + 1 partiules y omprisla partiule distingu�ee, et les autres sont �elimin�ees. C'est pour �a que du nombretotal (CmM )2 de (3.14) seulement un nombre de CmMCm�1M ontient les grandeurs quidependent de d(n) et d(k):Consid�erons de fa�on s�epar�ee, la somme dans (3.4) pour les termes qui ontientles ofateurs d�ependents et ind�ependents et supposant que haune des grandeursd(n) et d(m) a la même valeurs moyenne d nous avons:(3:15) D(n)m D(k)m =X 0d(n)d(k) + [(CmM )2 � CmMCm�1M ℄(d)2ou l'apostrophe montre que la somme s'e�etue seulement pour les ofateurs ind�ependents.Consid�erant onnue l'estimation jd(n)d(k)j � (d)2 et en vertu de (3.13) on a Dm =CmMd; et de (3.15) d�eoule:(3:16) D(n)m D(k)m = (Dm)2 +O(M�1); (H;M !1):Remarquons, don, que D(n)m et D(k)m sont asymptotiquement ind�ependents pour(H;M ! 1): On a aussi que la deuxieme somme de (3.12) teds vers zero pour(H;M !1):Par ons�equent en vertu de (3.3) et (3.4) pour (H;M ! 1) nous avons la s�erieviriale:(3:17) < " >= limH!1 < " >H= "0 +NA 1Xm=0DmPare que "0 = A < � > et tous le Dm d�ependent lin�earament de < � >=limH!1 < � >H nous avons r�esolu en prinipe le probleme de la d�eterminationdes arat�eristiques e�etives. On nous reste a represent�e seulement < " > sons laforme suivantes: < " >= A� < " > : On observe que si on introduit la dimen-sion arat�eristique moyenne des inlusions, not�ee par a; et supposant ensuite que lesdensit�es de probabilit�e ne possedent pas d'autres dimensions arat�eristiques, alors,normant toutes les grandeurs par "a", nous allons montrer que Dm est proportionela Nm � a3(m+1); onform�ement a [14℄.L'egalit�e (3.17) repr�esente la s�erie par rapport aux puissanes de la onentrationnon-dimensionelle des nonhomog�en�eit�es � = Na3:Dans e as, pour les nonhomog�en�eit�es qui ne s'interationnent pas, on a des ter-mes lin�eaires, pour les interations paires des termes arr�es, et.4.Dev�eloppements viriales pour la disposition al�eatoire des nonho-mog�en�eit�es sans interationsNous allons examiner le as pour les partiules qui sont exlues des intersetions.Alors, la densit�e de probabilit�e a la forme suivante:(4:1) P (rM+1; tM+1)j (KM ; r0; t0) =



130 C.Radu and A.Zl�atesu= 8<: 0; rM+1 2 V0(KM ; r0; t0; tM+1)PV�V0(KM ;r0;t0;tM+1 ; r =2 V0(KM ; r0; t0; tM+1)ou V0(KM ; r0; t0; tM+1) et le volume exlu, le volume qui ontient telles dispositions duentre rM+1 de la partiule (rM+1; tM+1) pour les quelles la partiule va s'interseterave une des partiules d�eja existantes dans le volume V:Pour les �ssures paralleles le volume exlu peut être nul.Chaue �ssure doit être isol�ee par un petit volume exlu sans laisser l'intersetiondes �ssures et en assurant l'existene des valeurs moyennes et des dispersions desmoments dipôles.Mais moment dipôle pour l'approhement des extr�emit�es des �ssures a une seulesingularit�e logarithmique. Par ons�equene dans l'�etude du mat�eriel ave des �ssuresparaleles le volume exlu peut être onsid�er�e nul.Examinons, ensuite l'interation par onples.En rempla�ant (4.1) dans les �egalit�es (3.10) nous avons pour le moment dipôlemoyen l'expression:(4:2) D1 = NV R P (t0)P (t1)dt0dt1 R dr0(RV�V0(r0;t0;t1)f 1V [V�V0(r0;t0;t1)℄ ��[D(r1; t1; r0; t0)�D0(r0; t0)℄�D�0 [t0;��(r1; t1; r0)℄V �2gdr1�� RV0(r0;t0;t1)D�0 [t0;��(r1; t1; r0)℄V �2dr1)Considerons la limite, pour V !1: Conform�ement a l'hypothese no 2, le oupleest onsid�er�e dans un orps in�ni, 'est-a-dire la ontribution de la position de la par-tiule dans le voisinage de la frontiere du volume V; est n�eglig�eable. Cf. a l'hypotheseno 3, le hargement est homog�ene. Don, les moments dipôles sont invariables parrapport a un d�eplaement arbitraire.C'est ainsi que l'on peut lier le system des oordonn�ees ayant une partiule dis-tingu�ees en mettant r0 = 0: C'est alors que le veteur r1 donnera la position a ladeuxieme partiule par rapport a la partiule distingu�ee.Don, onformement a la lin�earite du D�0 on obtient:(4:3) D1 = N R P (t0)P (t1)dt0dt1(RV 0(0;t0;t1)fD(r1; t1; 0; t0)�D(0; t0)�D�0 [t0;��(r1; t1; 0)℄gdr1 �D�0 [t0; RV 0(0;t0;t1)��(r1; t1; 0)dr1℄)ou V 0 est le volume in�ni sans pourtant exlure V0:Le dernier terme du (4.3) reete, onformement a la terminologie du [14℄ l'e�etdu volume exlu, 'est-a-dire la partie du moment dipôle pour la paire des partiulesqui d�e�nisent l'inuene des partiules dans le voisinage de la partiule distingu�ee,sans aepter un onditionnement r�eiproque.On remarque don que 'est uniquement e type d'e�et que l'on prend en on-sid�eration dans la m�ethode du hamp autoaord�e [25, 27℄.C'est bien �evident que, en supposant que haque partiule se trouve dans un hampe�etif �ef egal ave la somme des hamps ext�erioeurs et des hamps ativ�es de toutesles autres partiules pour lesquelles on alule les moyennes selon tous les rangementspossible. Cela mene a l'�equation



Le alul des arat�eristiques e�etives pour des mat�eriaux omposites 131(4:4) �ef ==< � >H +NV Z �s(r1; t1; �ef ; r0)P (r1; t1)P (r0)dt1dr1dr0 (H;M !1)ou �s(r1; t1; �ef ; r0) repr�esente le hamp ativ�e dans le point r0 de la partiule (r1; t1)trouv�ee dans un orps in�ni au hamp homog�ene �ef :Quand a la distribution (4.1), selon le sh�ema d�erit i-dessus, l'int�egrale devientonvergente, en employent pour la r�esoudre la m�ethode des approximations su�essiveset en gardant seulement les termes lin�eaires dans la limite V ! 1 dans le systemedes oordon�ees li�e a la partiule distingu�ee r0; e qui mene au dernier terme du (4.3).Ce terme, apres avoir substitu�e n de l'expression pour la d�eformation moyenne (3.17)nous o�re, la partie du terme, en �etant onditionn�ee par l'e�et du terme exlu. Lestermes n�eglig�es sup�erieurs a N donnent leur ontribution dans des termes plus grandsde la s�erie viriale.Conlusion.Les s�eries obtenues (viriales), selon leurs niveaux de onentration des nonho-mog�en�eit�es des partiules peuvent don r�esoudre, en prinipe, le probleme du aluldes arat�eristiques e�etives. Dans e as, la forme prolong�ee de la d�eompositionviriale ne ontient plus des int�egrales qui demandent une r�egularisation.On a obtenu ela grâe a l'examination du d�eveloppement viriale dans des orps�nis, as dans lequel on peut d�emontrer que en additionant les ations de toutes lespartiules environantes les parties prinipales, distintes des int�egrales qui onf�erent ladivergene lors du passage a un volume in�ni sont tout a fait nulles, suite a l'�equationd'�equilibre.Au point de vue pratique, le alul du terme de d�eomposition impose a r�esoure leprobleme des n-nonhomog�en�eit�e, e qui limite, en fait, l'appliabilit�e de la m�ethode.Aknowledgements. A version of this paper was presented at the First Confer-ene of Balkan Soiety of Geometers, Politehnia University of Buharest, September23-27, 1996.Referenes[1℄ T.D.Sermergar, Teoria uprugosti mironeodnorodn̂�h, M. Naua, 1977.[2℄ R. Cristensen, Vredenie v mehania ompositor, M. Mir, 1982.[3℄ I.M. Lif�sit�, L.H. Rozent�veig, C. teorii uprughih svoistv poleristallov, Jurn. ex-perim. i teoret. �zihi, 1964, 1951, T16, vip 11-, 967-980.[4℄ L.D. Landau, E.M. Lif�sit�, Eletrodinamia splo�snih sred, Naua 1982.[5℄ D. E�selbi, Continualnaia teoria disloat�ii, M. Izd- voinostr. lit., 1963.[6℄ A.D. Bukingham, J.A. Pople, The dieletri onstant of an imperfet non polargas, Trans. Farady So. 1955, vol. 51, pt. 8, 1029-1035.[7℄ V. Braun, Dieletrihi, M. Uzd-vo inostr. lit., 1961.
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