Systemes dynamiques nonautonomes
et des champs associés

Virgil Obadeanu

Abstract

Dans le travail on montre comment & tout spray (équation differentielle
du deuxiéme ordre nonautonome) on associe de fagon canonique un champ
et, par conséquent, des ondes.
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1 Théoreme d’Elie Cartan

Soient E une variété différentiable de dimension 2m+1 et €2 une 2—forme définie
sur elle. Supposons que le rang du 2 est 2m. Une équation de la forme:

(1) UX,Y)=0, X, YeX(E),

admet deux interprétations. On cherche le champ de vecteurs X € X(FE), tel
que: ixQ(Y) =0, VY € X(E), ou bien: iyQ(X) =0, VY € X(E).

A lieu:
Proposition 1. (Théoreme d’E. Cartan) Soit donnée sur E une 2—forme 2 de
rang 2m, Uéquation (1) admet toujours une solution X et a la fois tout autre
champ de la forme fX (f € C*(E)) est de méme une solution. Toutes les
solutions de l’équation (1) peuvent étre obtenue par cette voie.

En conclusion, I’équation (1) admet comme solution un champ de directions
dont les courbes intégrales sont appelées les caractéristique de Q.

2 Théoreme d’équivalence

Soit M une variété différencielle de dimension 2m. Dans I’ensamble des 2—formes
définies sur E = Rx M, de rang n—1 = 2m, on définit une relation d’équivalence:
nous dirons que deux 2-formes € et ' sont équivalentes, et on écrira Q ~ ' si
et seulement si © et ' admettent les mémes caractéristiques.
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Théoréme 1. Dans toute classe d’équivalence il existe (au moin locallement)
une 2-forme Q fermée (dQQ = 0), et donc présymplectique.

Demonstration. Supposons donnée sur F (dim E = 2m+ 1) une 2-forme Q de
rang 2m qui, locallement, s’écrit sous la forme:

1 , , ,
(2) Q= iaijdaﬁl Adx? + a;dz* Ndt
ou a;; = —ay; et det(a;;) # 0. Conformément & la proposition 1, les équations
caractéristiques de 2 sont
. o0 P

cherchons une 2—forme

_ 1 _ . .
(4) Q= §bijd1‘l Adx? + b;dxtdt, bij e _bj’ia dCt(bij) 7é 0

férmée et admettant les mémes caractéristiques que ). Ses caractéristiques sont
données par:

(5) bijdr? + bidt =0
dans 'hypothese det(b;;) # 0. Les systemes (2) et (5) sont équivalents il existe
une matrice nondégénérée (g ), telle que:
(6) binaz" 4 bidt = gl (ajnda™ + ajdt), det(g)) #0
relations desquelles on obtient:
(7) bin = glajn, b = glb;.

La condition que € soit fermée se traduit par:
0b; 0b;; n ob;  0b;
oxk ot Ozt Oad

(4,5,k)

(8) bij +bj; =0, =0, =0,

oll, dans la duexieme relation 1 <7 < j < k < 2m, la somme se faisant suivant

les permutations circulaires de (i, j, k) et dans la derniere on a 1 <1i < j < 2m.
En tenant compte de (7) et (8), on arrive a:

» - 9
glagn +ghaz =0, > 3k (91 api) = 0,
9) (i.3.k)

0
a(gf%j) + @(gfap) - @(Qf%) =0.

Ayant en vue que la matrice (a;;) est inversible, de la deuxieéme relation (9)
on obtient:

09, _ o (, i o 09k
(10) E_fl t,l‘ 7gk:78‘rr

équations qui, en base du théoreme de Cauchy-Kovalewskaya, assure que le
systeme (9) admet de solutions (dans certaines conditions de différentiabilité
que nous les supposons satisfaites).
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3 Equations différentielles du deuxieme ordre

Soient M une variété différentiable a m dimensions, £ = R x T M 1’espace
d’évolutions et {6’} une base des formes de contact, dont 'expression locale est
0 = dx® — yidt.

Définition. On appelle spray nonautonome un champ de vecteurs S € X (F)
qui vérifie les propriétés:

1° dt(S) =1
2°  0(S)=0.
Soient (U, ¢) une carte locale sur M, avec les coordonnées (z?), et respectivement

(U, ®) la carte vectorielle correspondante sur E avec les coordonnées (¢, z,y%).
L’expression du spray S est:

9

9 9 .
52§ (R
5ui + S g SEC (B)

Les équations différentielles des trajectoires de S sur R x T'M sont:

dx? o dyt ,
12 = — = St
(12) i A (t,z,y),

et les équations différentielle du deuxieéme ordre des projections des trajectoires
ci-dessus, sur M, sont:

d*z’ i dx

équations qui modelent la dynamique d’un systéme nonautonome.
Au systeéme (12) correspondent les formes de Pfaff:

0" = dx* — y'dt
(14) ,l/}z — dyi _ Szdt
dont I'annulation définit le systeme (12), car §(S) = 0, ¥*(S) = 0.

Grace & l'existence du spray S, il s'impos sur E le corepere (dt, 6°, 1), qu’on
appellera corepére adaptie au spray. Le changement des coreperes est formé par
(14) et dt = dt, (dt,dx?, dy’) — (dt, 07, dyp?).

Soit un changement des cartes locales sur M, définé par les formules

cellui-ci induit un changement sur les cartes vectorielles correspondant sur 7'M,
par les formules:

T =7 (2t ... ™),
(15) G ik
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Par rapport avec des cartes vectorielles, les composantes du champ S se trans-
forme suivant les formules:

7 = oz’ Jh
T ozh” )
(16) _ aZEz ih afz )
L= - vy + -S57,
OxI Oxh ozJ

Les différentielles des fonctions (15) sont:

(17) Ozt

ay' = ——d ——ylda"
Y= o™ +6x78xhy o

En calculant les formes (14), dans les deux cartes, on arrive &:

(18) ozl »
. i axl

= Jgh 4 22 b

P Y 0" + 8xhw i

4 Forme de Lagrange

Soit le systéme d’équations différentielles (12): da® — y'dt = 0, dy* — Sidt = 0.
Associons a celui-ci une 2—forme de la forme la plus générale:

(19) Q = gijdy* Nda? + (E;da' + Pydy") Adt + %Bijdxi Adx? + %Qijdyi Ady.
ol

(19") Bij = =Bji Qij = —Qji.

Le systeme d’équations caractéristiques associé a la 2—forme €2, donnée par
(3) est:

(20) gijdz? + Qi;dy’ + Pydt = 0

auquel on ajoute de plus leurs combinaison linéaire:
Ejdx' + Pidy’ = 0.
Le systéme (20) est équivalent avec le systéme (12) si et seulement si
(21) det (1;; 9;) £0
et sont accomplies les conditions de Lorentz:

E; = g;iS7 4 Bjiy?

(22) P; = —(gijy’ + Qi;87)
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Définition. Une 2—forme , de la forme (14), avec la propriété que les condi-
tions de Lorentz (22) sont accomplies, porte la nomme de la forme de Lagrange
associée au spray (11), et en méme temps au systeme (12), ou a ’équation (13).

La forme de Lagrange (14) peut étre déduite formellement & l'aide d’un
pseudotenseur covariant, deux fois antisymétrique arbitraire F, de composantes:
_1 (Bij —Gji

— ar la formule:
gij  Qij ) P

2
Lo i
sz,wm(

Bij  —gji 97 ) 1 ) 1 . .
) =g AT+ ZBL A+ Qi) J
9is Qij)(W gij " A +2 307N +2QJ7,/1 N

(qui ne contient pas de t). A 1'aide de (14) on obtient:

Q= giydy' Ada? +[(g87 + Bjiy?)dx' — (gijy7 + Qi S7)dy'] A dt
23 1 » c 1 , -
( ) +§Bijd$l Adx? + iQijdy’ A dy?
ce qui nous montre qu’elle est de la forme (19’) avec 'accomplissement des
relations (22).
Proposition 2. Ftant donnée une forme (définie sur R x TM, fermée ou non
et de rang 2m) comme (19), ayant la propriété det(g;;) # 0, il existe un unique
spray S, tel que Q soit une forme de Lagrange pour S.

Demonstration. En supposant donné le champ de forces S7, et avec lui les
relations de Lorentz (22), nous exprimons ce champ sous la forme explicite:

S* = ¢"(E; + Bjny")

ce qui définit le spray S.

En introduisant dans (19) les fonctions E; et P; données par (22), on obtient
pour © Pexpression (23), les caractéristiques de (19) peuvent se metre sous la
forme:

o0 , .
U Bopl ] —
3 Byt — gjih’ =0

o0 ; 4

= g,07 + Qi =0
8(dyz) gj ij

équations qui, & ’hypothese (17), conduisent a la solution (12) cherchée.

Interprétation géométrique des conditions de Lorentz

Soit la 2-forme (19) exprimée dans le corepere (dt, dx?, dy?). Exprimons la dans
le corepere (dt, 0 4") & l'aide des inverses des transformations (14):

dxt = 0 + yidt
dy' =o' + S'dt

On arrive a l'expression:
1 1 , ,
Q= gijwz NG+ §Bi]‘91 NG+ iQijwl N ’(/}J
+(Ei - gjz'SJ - Bjiyj)ej A dt + (Pi + gijyj + Qiij)z/)i A dt
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d’ou le:

Théoréme 2. Une condition nécessaire et suffisante pour q’une 2-forme Q (de
la forme (19)) soit une forme de Lagrange d’un spray S (donnée) est que sont
expression dans un corepere adapté a S soit réduite a la forme canonique.

5 Principe de Maxwell

Des examples importants de systémes dynamiques jouissent de la propriété que
leurs trajectoires coincident avec les trajectoires d’une 2—forme fermée €, la
forme de Lagrange du systeme. Cette condition imposée a la 2—forme {2 d’étre
fermée, a été prise par Souriau comme principe, appelé le principe de Maxwell.

Considérons le cas le plus général dans lequel la dynamique d’un systéme est
décrite par une 2—forme 2 donnée par (19). Supposons qu’ont lieu les condition
de Lorentz (22). Le principe de Maxwell imposé a la 2—forme § nous conduit
aux équations:

(24)
dgjn Ogin | 0Qi; dgnj  Ogni OBy
Vo "oy T O P an o g O
C) 891‘3‘ (r“)Eyj _ OP; -0 d) 83” 8EJ - 6]%2 S
e i 7 _ 1::0; f ij:O; ij:O,
) ot Oyt Oy ) Tt Oxh ) (;c) oyh

(7,7, k) étant une permutation circulaire des nombres (1,2,3). Les équations
du systeéme (24) sont appellées les équations de type Mazwell, elle généralisent
les équations de Maxwell de I’éléctrodynamique dans le cas ou le systeme dy-
namique décrit ’évolution de certaines masses chargées, placées dans un champ
éléctromagnetique extérieur.

Pour I'intégration du systéme d’équations (24) dans ’hypotheése d’existence
des conditions de Lorentz (22), nous éliminerons les fonctions E; et P;, ainsi.

En partant de I’équation (24, d), en remplacant F; données par (22, 1) et en
tenant compte de b) et f) on obtient I’équation:

oSh oSh
(25) S(Bij) + D Ihi T g Ihi = 0,

ou le spray S est interpreté comme opérateur de dérivation (suivant ses trajec-
toires) sur les fonctions.

De facon analogue, en partant de I’équation (22, 2), en utilisant (24, a) et
(24, g), on arrive a:

osh osh

(26) S(Qij) + w@ih - Tijjh +9i; — 95 =0

En partant de (20, ¢), avec I'utilisation de (20, a) et (20, b), on arrive a:

oSh osh
~Qin + 5—9n; + Bi; =0

(27) S(gij) + DT oy
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Celles-ci sont des équations linéaires, on les resolvent et de ses solutions on

choisissent celles qui accomplissent les conditions necessaires (19') et

Le systeme complet est:

(21).

OBij _ 9gnj _ Ogni 9Bij _ 0
oyh oxt  Ozt’ Oxh
0Qij _ 9gin . 9Qjn Z 3Qm _
Oxh Oy oyt ’

osh osh
S(Bij;) + ?ghj = 57 Ini = 0

as h
(QU) + th Q]h + 9i5 — 951 = =0
3Sh 8Sh

S(Qz])"’th a Zgh]+Bl] =0

Définition. Etant donné un sustéme dynamique (spray), la 2—forme de Lagrange
Q (19) associée et fermée porte le nome de champ, mais les équations de Maxwell
(24) le nome des équations de champ.

Grace aux propriétés de linéarité des équations (25), (26) et (27), il résulte
que I’ensemble des formes €2 associées a un systéeme dynamique forment un éspace
linéaire, souséspace de I’éspace A2(R x TM).

6 Le potentiel du champ {2

La 2-forme 2 étant fermée, elle est localment exacte, il existe donc une 1-forme
A telle que dX\ = Q. Soit

\ = —Vdt + Bydz' + Cidy’

En calculant sa différentielle et en identifiant ses coefficients avec ceux de €2,
on obtient le systéme:

OV L OA_ OV 90

(28) oz’ ot 5‘y ot
0A; 0A_p o Oy OC_, - 0A, 90 _
dyt oyl T oyt oyl Y oyt Oxd Jij

Si on considere les opérateurs (liés de la cartes locale)

0\ LAV 0A L 0C,

9 h
0z 9z 0z 0z 3d’

ouz==xa"y"

les conditions de Lorentz peuvent se transcrire en base des relations (24) sous la
forme
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Le potentiel A est déterminé a une différentielle pres. Un changement de potentiel
de la forme

_ 0] P , P :
A=A+dd = a——V dt + Ai—i—a—. dz' + Ci—i—a. dy’
ot ox? oy’

0P
ne change pas le champ. On peut choisir la fonction ® telle que — =V, alors

ot

le potentiel se simplifie.
Conclusions. Le formalisme que nous venons de présenter on ’appellera le
formalisme de Gallissot—Souriau (G.-S.).

On appelle probléeme direct du formalisme G.-S. la donnée d’une 2-forme
présymplectique Q sur R x T'M (de rang 2m et fermée) et la détermination d’un
spray (champ de forces), pour lequel © est la forme de Lagrange.

Sa résolution consiste en 1’écriture des équations des caractéristiques et de
mettre celles-ci dans la forme équivalente newtonienne.

Pratiquement, on donne, dans le cas le plus général, une 2—forme (19), fermée
et de rang 2m. Avec 'hypothese (21) des équations (22) on exprime S, ensuite
on écrit les équations de Newton (13).

On appelle probléme inverse dans le formalisme G.—S. la donnée des équations
(13) et la détermination d’une 2—forme présymplectique (fermée et de rang 2m)
dont les caractéristiques sont exactement les solutions de Newton.

Le résultat c’est que tout systéme newtonien (nondégénéré) admet une
représentation G.—S. C’est un cas particulier du théoreme 1. On associe au
systeme d’équations newtoniennes, la 2—forme 2g:

(30) Qo = (dy' — S'dt) A (da* — y'dt) = dy' A da’ + (S'dx’ — yidy') A dt.

Dans sa classe d’équivalence il existe alors une, qui est fermée.
Observation. Si le system (24) admet deux solutions, alors toute combinaison
linéaire de celles-ci, avec des coefficients réels, est de méme une solution.

7 Theorie de champ

Soit donnée une variété pseudoriemanniene (M, g) et sur M une 2—-forme o
fermée, a celle-ci on associe une theorie de champ comme suit:

1°. La 2-forme « étant fermée et locallement exacte et donc lui corresponde
une 1-forme A, telle que a@ = d\. La 1-forme A porte le nome de forme potentiel.

Etant donnée la forme potentiel A, la forme champ « est uniquement
déterminée, réciproquement, si on donne «, son potentiel et déterminé, a une
différentielle totale pres.

2°. A Dutilisation de lopérateur d’adjonction x de Hodge — de Rham, a coté
de la 2—forme «, on met en évidence aussi une (m — 2)—forme 3 = xa. Ensemble
les formes « et 3 définissent ce que nous appellerons un champ. Pour la définition
du champ, il suffit la connaissance de I'une de ces deux formes chaqu’une d’elles
détermine 'autre par x et par les propriétés, comment nous verons plus bas.
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3°. Avec la 1-forme A on associe la (m — 1)—forme &, par la formule A\ =
*£. Ensemble les formes A et £ définissent, pour le champ donné, ce que nous
appellerons le potentiel du champ.

4°. Généralement, la forme [ n’est pas fermée, donc a lieu une relation de
la forme dg + v = 0, ou vy est une (m — 1)—forme. La forme - porte le nome de
forme courent, ensemble avec la 1-forme 6 = .

5°. Des définitions données ci-dessus, on déduit les équations de Maxwell
suivantes, pour le potentiel: d§¢ = 0, d\ = «; pour le champ: da =0, dG+~v = 0;
pour le courent: dy =0, df —~v =0 etc.

6°. En utilisant 'opérateur de Laplace—d’Alembert A, on arrive aux équations
suivantes, appelées de propagation; pour le potentiel A& = dd&, pour le champ:
Aa = dda et pour le courent: Ay = dd~y.

7°. L’équation dy = 0 est connue sous le nome de I’équation de continuité.
Une équation importante, qui définit le potentiel par le courent (ou le courrent
par le potentiel) est I’équation: A\ = xv, si le courrent est nul, le potentiel est
une forme avec les coefficients des fonctions harmoniques.

8°. Les équations de type Maxwell et de propagation si-dessus déterminées
sont respectivement équvalentes avec les équations utilisant la codifférentielle.

En présentant ces résultats dans le tableau.

Nature potentiel champ courent,

£ AT o € AZ(AT) Y€ AT
A=*& e A (M) B =xa €A™ 2(M) 6 =xy e AY(M)

Formes
de
définitions

Equations A —a=0 dB3+~v=0 dd—~=0

de
Maxwell
(de
champ)

Equations | A& = dé& Aa = déa Ay = doy
de propa-
ga-

tions (des
ondes)

A =0 53 =0 0=0

Baquations |- 5o 3 Sa—0=0 Sy +v=0

de
Maxwell
(forme
duale)

Forme AN = ddX AQ = odg Af = 6db
équivalente
des
équations
de propa-
gation
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Comme on a montré plus haut, & tout systéme dynamique (spray) on associe
une 2-forme fermée Q. Celle-ci joue le role de 2-forme « (sur TM) et, par
suite, on y associe une theorie de champ et, par consequant, un champ et des
ondes, comme des solutions des équations de propagation, si sur M on donne
une métrique riemannienne, on reléve ensuite celle-ci a TM et on construit une
métrique pseudoriemannienne sur R x T'M.

8 Forme principale de I’équation de deuxieme
ordre

Une équation de deuxieme ordre, écrite dans la forme principale (covariante) est
donnée, locallement, par:

(31) Aij(t,x,3)3 + Bi(t,z,2) =0
a celle-ci on associe le systeme de Pfaff:

0" = dx' — y'dt

L’expression du spray S, défini par les relations dt(S) = 0, 0(S) =
| A - o o
0, ¥*(S) =0, est S = n +y i AZhBha—yi, ol A" est la matr'lce .1nverse de
Ajp. Nous avons en méme temps le repere adapté a I’équation: (8%, v, dt).
Définition. Nous appellerons forme canonique réduite d’une 2—forme €2 I’expression:

(33) Q= 1/12 A + §Bij91 A 9], avec Bij + Bji =0.

Une telle forme s’obtient formellement par:

1, Bi; =i 07
o=z (53 0 ()

Proposition 3. Les caractéristiques de la 2—forme Q) coincident avec les trajec-
toires du systéme (31).
En effet, on a:

o
o0t
systeme ayant la solution 6° = ¢; = 0.

En remplagant dans (3), les expressions de 6 et 1; données par (32), on
obtient 'expression locale de ©, dans le corepere naturel (da?, dy', dt):

i

(34) Q= Ajidyl Adz? — [(B”yj + Bi)dfﬂl + Ajiy]dyz] A dt + iBijdzZ Adz?.
Elle est de la forme générale (19), ot

(35) 9i; = Aji, Ei=—(Byy’ +Bi), Pi=-A;y’, Qi=0.
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Supposons maintenant que la 2—forme 2 est fermée. Dans ce cas les équations
de Maxwell (24) se réduisent a:

OAn; _0Aw _ OAn _9Aw _ 0By

Oyt oy’ T Ozt OxJ oyh’
8/%2‘ h %th 0B, n OAp; Y
—y' = = Bji— - =0
(36) ot oy’ oz’ oxI
6Bij 0B;n 8th h 0B; 8Bj —0
8?415 ng oxt OxJ aani -
hj hi _ i
oy’ oyJ A = 45 =0, ach

Eliminons de ces équations les fonctions B;;. Du premier groupe d’équations
et du cinquieme il résulte:

0Ay A,

37 Aii = A, L L
( ) J J ayJ ayz

Le troixieme groupe nous conduit a:

o 0 9B,
Bij = <at“” w)f% oy

En changeant les indices i et j entre eux, par addition et soustraction des deux
formules, il résulte:

0B, 9B o .0
Y R Y
(38) oy | oy (at ty mk) i

et

5 _1(0B; 0B,
Y2\ gyt oyl )

Le quatrieme groupe de relations (36), en utilisant les relations (38), devient:

(a ka>B 0B, 9B

§+y ok ) U T 9zt T 9ai
tel que des derniers deux groupes d’équations il résulte:

OB, aBi_1<a . ka) <aBj aBZ—)

ox oz 2\ot Y oak) \oi  0a

Les équations (37), (38) et (39) ne sont autre chose que les équations de
Helmholtz, qui nous disent que le systéme (31) est lagrangien. On a:
Théoréme 3. Un systéme d’équations de deuxieme ordre, écrit dans la forme
principale (31), est lagrangien si et seulement si sa forme de Lagrange écrite
dans le repére adapté au systéme est réduite a la forme canonique réduite et
fermée.
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