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Resumen

Este trabajo trata de planificar adecuadamente la realizaciéon de un
conjunto de tareas en un conjunto de méaquinas de manera que el pro-
yecto total se ejecute en el menor tiempo posible. Estos problemas de
optimizaciéon se conocen como “problemas de balancear lineas de en-
samblaje”, y hay de muy diversos tipos. Aqui se centra la atencién en
dos: el caso mas sencillo, en donde no hay limitacién ni de la cantidad
de méquinas ni sobre el tiempo de uso maximo de cualquier maquina,
conocido éste como “tiempo de ciclo”, y el caso mas complejo, en donde
se limita el “tiempo de ciclo” y se minimiza el nimero de méaquinas.
El primero se corresponde con un problema polinomial y el segundo
con un problema NP-dificil, segtin la clasificacién cldsica en Comple-
jidad Algoritmica. Este segundo problema se llama de tipo-1. Una de
las principales aportaciones de este trabajo es la presentaciéon de una
nueva formulacién como problema de Programacién Lineal Entera para
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el problema de balanceo de lineas de ensamblaje tipo-1, el cual podria
servir para futuros trabajos computacionales. Otra aportacién destaca-
ble es un método heuristico simple para resolver el problema.
Palabras y frases clave: optimizacidn, asignacién, linea de ensambla-
je, heuristicas.

Abstract

This paper concerns the realization of a set of tasks in a set of ma-
chines so that the total project is performed in the smallest possible
time. This kind of optimization problems is known as “simple assembly
line balancing problem”, and there are several types of them. We con-
centrate the attention to two of them: the simplest case where neither
the number of machines nor the maximal time used by any machine,
called “cycle time” are limited and the most complex case where the
“cycle time” is limited and the number of machines is minimized. One
of the principal contributions of this work is a new version of integer
lineal programming for the simple assembly line balancing problem type
1, which could be used for future investigations. Another contribution
to point out is a simple heuristic method to resolve the NP-hard prob-
lem.

Key words and phrases: pptimization, assignment, assembly line,
heuristics.

1 Introduccion

Un elemento fundamental en muchos procesos industriales de produccién con-
siste en la determinacién de una oportuna asignaciéon de tareas a maquinas
y secuenciacion en cada maquina de las tareas a realizar de manera que se
optimicen los recursos disponibles. Este trabajo tiene como finalidad aportar
herramientas para ayudar a la toma de decisiones en tales contextos. Aunque
la variedad de las aplicaciones es muy amplia, se trabaja en aquéllas que con-
sideran exclusivamente dos recursos: el tiempo de procesamiento y el niimero
de méquinas.

Este tipo de problemas se conoce en la literatura como problema de balan-
cear lineas de ensamblaje (ALBP), y la versién més simple, abreviadamente
SALBP, puede definirse de la siguiente manera [3]:

Supongamos que una empresa dispone de un conjunto (en principio sin li-
mitacién) de méquinas y debe realizar un conjunto finito de tareas. Se asume
que las maquinas son todas idénticas, y que cada una puede actuar en cada
momento sobre una tnica tarea, sucediendo que si una maquina comienza a
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procesar una tarea, entonces solo puede pasar a procesar otra tarea cuando
haya finalizado aquélla (es decir, la ejecucién de una tarea no es divisible).
Aunque haya méaquinas suficientes, se supone también que no todas las ta-
reas pueden realizarse en paralelo, existiendo una relacién de precedencia que
obliga a realizar algunas tareas después de que se ha finalizado de proce-
sar otras tareas predeterminadas por ellas. Se conoce, ademads, el tiempo de
procesamiento que cada tarea precisa sobre cualquier maquina para que sea
ejecutada. E1 SALBP pretende determinar cémo debemos asignar las tareas
a las maquinas y como ordenar su procesamiento en cada maquina de manera
que se minimice el tiempo de procesamiento del conjunto de las tareas y se
minimice el nimero de maquinas empleadas [3].

Entre los principales algoritmos existentes para resolver la versién mas sen-
cilla se encuentran el CPM (“critical path method”) para tiempo de duracién
de tareas deterministicas y el PERT (“program evaluation review technique”)
para tiempos de tareas estocasticos. Ambos algoritmos fueron propuestos en
los afios 50 por E. I. DuPont (USA) [9].

Los problemas tratados en este trabajo se clasifican en varios tipos. El caso
sencillo es cuando no hay limitaciéon prefijada sobre el nimero de méquinas
ni sobre el tiempo de procesamiento de ellas, y se encuentra en la clase de
problemas P (problemas con algoritmo polinomiales para su solucién), ya que
PERT y CPM son algoritmos polinomiales [11]. En cambio, cuando aparece
alguna limitacién, entonces se encuentra en la clase de problemas NP-duro
[13], ya que el problema de empaquetamiento es un caso particular del mismo
[5].

Tal como se define el SALBP se trata de un problema de optimizacion
bi-objetivo. A partir de él existen dos problemas uni-objetivos:

(i) SALBP tipo-1: establecido un tiempo méximo de procesamiento para
todas las médquinas, se debe minimizar el niimero de maquinas emplea-
das.

(ii) SALBP tipo-2: establecido un nimero méximo de méquinas a emplear,
se debe minimizar el tiempo de procesamiento de la méquina que mas
trabaja.

Dada ademads sus multiples aplicaciones, el SALBP en diversas versiones
ha recibido numerosos estudios [1, 2, 5, 6, 8, 10, 12, 14]. Como muestra de
su importancia actual conviene citar que recientemente ha sido publicado un
libro enteramente dedicado a él, con los dltimos avances [3].

El problema SALBP tipo-1 ha sido tratado por algunos autores, entre los
cuales destacan Johnson [10]; Saltzman [12]; Baybars [5]; Berger, Bourjolly
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y Laporte [6]; Hackman, Magazine y Wee [14]; y mds recientemente Klein
y Scholl [1, 2], realizando algoritmos exactos (del tipo ramificar y acotar) y
heuristicos.

Aqui se utilizan ciertos resultados obtenidos en [11], tesis de maestria del
primer autor con asesoria de los otros dos autores. En dicho trabajo se hace uso
de la herramienta PERT/CPM (algoritmos polinomiales) para planificar, pro-
gramar y controlar proyectos. Ademads, en la presente investigacién se muestra
un modelo de programacién lineal para SALBP tipo 1, con el cual se hacen
algunos experimentos computacionales sobre datos extraidos de la literatu-
ra [1], y se concluye con la descripcién y evaluacién de un algoritmo voraz
(greedy). Finalmente se muestran los resultados computacionales de diversos
experimentos sobre los datos anteriormente mencionados.

2 Lineas de ensamblaje

Definicién 2.1. Se conoce como linea de ensamblaje a un conjunto de maqui-
nas, enlazadas por un mecanismo de transporte y una especificaciéon detallada
de cémo fluye, de una méquina a otra, el ensamblaje del producto.

Consideremos n tareas y m mdaquinas idénticas (recursos limitados). Cada
tarea ¢ tiene asociada una duracion t;, y ademads existen ciertas relaciones de
precedencia entre las tareas [4, 7]. El par (i,j) denota que la tarea i debe
realizarse antes que la tarea j.

Definicién 2.2. Se conoce como tiempo de ciclo (“cycle time”) al tiempo
maximo del que dispone una maquina para realizar el trabajo que se le asigna.

Definicién 2.3. Se llama problema de balanceo de lineas de ensamblaje tipo
1 a la busqueda de una asignacién factible de las tareas a las maquinas sin
que se sobrepase el tiempo de ciclo y se minimice el nimero de maquinas
utilizadas.

Definicién 2.4. Se llama solucion factible de un problema de balanceo de
lineas de ensamblaje (ALBP) a aquella solucién que cumple con lo siguiente:

1. Cada tarea se asigna exactamente a una sola maquina.
2. Se deben cumplir, por completo, las relaciones de precedencia.

3. La suma de los tiempos de las tareas de cada mdquina no exceden el
tiempo de ciclo, para toda maquina.
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Una ilustracion del problema se puede ver en la Figura 1, en donde los
nodos del grafo representan las tareas y los nimeros sobre dichos nodos re-
presentan los tiempos de ejecucién de las mismas.

Figura 1: Precedencia entre tareas y posibles méquinas a utilizar.

Algunos problemas relacionados son:
1. PERT/CPM: minimiza (i7) sin limitar ().

2. Planificacion: en donde las maquinas suelen ser no-idénticas, y se pueden
considerar otras caracteristicas.

3. Empaquetamiento: es el SALBP tipo-1 sin relaciones de precedencia (el
peso de los objetos es t;, y el tamano del contenedor es c.

2.1 Un modelo matematico.

Se sabe de la literatura que los modelos de programacién lineal para resolver
problemas de optimizacién no son los mas adecuados, pero también se sabe
que la representacion de tales problemas a través de estos modelos puede servir
como herramienta para encontrar nuevos métodos de resolucién de los mismos.
Nosotros en este trabajo estamos presentando una nueva formulacién para el
SALBP tipo-1, la cual es una variante del modelo de Patterson y Albracht [3].
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Esta nueva formulacion se caracteriza por generar nm + 1 variables enteras,
las cuales son 0 o 1, donde n es el nimero de tareas involucradas y m (m < n),
el nimero de méquinas iniciales; ademds genera n(m + 1) + m + |P| restric-
ciones, siendo | P| la cardinalidad de P, teniéndose asf que el modelo es O(n?).

Sea N el conjunto de n tareas a realizar, y t; el tiempo de proceso para cada
tarea ¢ € {1,2,...,n}. Sean ademads, c el tiempo de ciclo para cada maquina,
Wi, el conjunto de tareas que pueden asignarse a la maquina h, debido a
las restricciones de precedencia, T'(W},) la carga asignada a la maquina h,
P el conjunto de todas las precedencias entre tareas, Pred(i) el conjunto de
tareas predecesoras inmediatas de i, x;;, variable entera no-negativa la cual
representa que la tarea ¢ es asignada a la maquina h—ésima.

Un modelo matematico para SALBP tipo-1 es.

Minimizar z (1)
Subject to
hzip, —2 <0 Vz:l,Q,,n, Vh:15275m(2)

S win—Y zp <0 V(i,j)€P, Vk=1,2--,m (3)

h=Fk =k

ap=1 Vi=12--.n (4)
h=1

Y tiwin<c Vh=12---.m (5)
i=1

xn €40,1} Vi=1,2,--- n; Vh=1,2,---,m (6)

donde, x;; es uno si la tarea ¢ se asigna a la maquina h, y cero en otro caso.

El objetivo (1) es minimizar el niimero de maquinas; (2) limita la maquina
en la cual se puede realizar la tarea i; (3) impone el orden parcial a las tareas;
(4) indica que cada tarea debe realizarse en una tinica maquina; (5) limita la
carga méaxima por cada mdquina, y (6) representa un conjunto de variables
booleanas para indicar cuando una tarea es asignada o no a una maquina
especifica.

2.2 Algoritmo

Con el modelo dado anteriormente, hemos buscado soluciones por medio de
un algoritmo exacto codificado en el paquete de optimizacién XPRESSMP
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version 13, y una vez vista la limitacién en el tiempo de ejecuciéon con el
mismo, hemos desarrollado el siguiente algoritmo voraz (en la literatura se
conoce como greedy).

Un algoritmo voraz para el SALBP tipo-1 es:

Paso 1. paratoda h=1,2,...,n, hacer W, =0y T(W;) =0
Paso 2. para toda tarea j = 2,3,...,n, identificar Pred(j)
Paso 3. para toda tarea ¢ = 1,2,...,n, hacer asignada(i) <« falso
Paso4 h=1
Repetir para j = 2 hastan
mientras Pred(j) # () hacer
seleccionar i € Pred(j) tal que t; > tx Vk € Pred(j)
mientras asignada(i) # verdad hacer
sit; < ¢ —T(Wp,) entonces T(Wp,) «— T (W) + ¢4,
asignada(i) « verdad, Pred(j) < Pred(j) - {i}
sit; > c¢— T(W},) entonces
para [ = h — 1 hasta 1 hacer
si t; < T(W);) entonces T(W;) «— T(W)) + t;,
asignada(i) « verdad, Pred(j) <« Pred(j) - {i}
si no
h—h+1, TWy) —T(Wp)+t;,
asignada(i) « verdad, Pred(j) < Pred(j) - {i}
sino h«— h+1, T(W,) «— T(Wp) + ti,
asignada(i) < verdad, Pred(j) « Pred(j) - {i}

Pred(j) « Pred(j) - {i}
Paso 5.  Escribir h, nimero de méquinas usadas

En el algoritmo anterior se comienza con las maquinas vacias, se identifican
las tareas predecesoras de cada tarea, luego se selecciona, para cada tarea, de
sus predecesores, la de mayor duracion, y se coloca en la méquina disponible
en ese momento; si tal tarea no puede ser colocada alli, porque viola el tiempo
de ciclo, entonces se abre una nueva maquina, y se asigna en ella dicha tarea.
El proceso se continua hasta que se hayan agotado todas las tareas.

2.3 Algunos resultados computacionales.

Con la nueva formulacién lineal entera, mostrada en 2.1, hemos hecho expe-
rimentos computacionales, los cuales nos demuestran que a partir de n = 45,
el tiempo de computador para resolver el problema es muy elevado. Como
ejemplo, en la tabla 1, vemos que para Warnecke de 58 tareas, el tiempo de
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consumo es de 5003 segundos, equivalente a unas 1.39 horas, y sin finalizar
el proceso. Esto muestra la necesidad de la implementacién de los métodos
heuristicos para resolver el problema. Nosotros, en nuestro trabajo, presen-
tamos un heuristico simple voraz para encontrar una cota superior para el
problema SALBP tipo-1.

Los resultados computacionales que se obtienen con el algoritmo exacto
SALOME [1], y los obtenidos por el nuevo algoritmo heuristico se muestran
en la tabla 1. En la misma se senalan los datos extraidos de la literatura,
correspondiente a autores que han trabajado en el tema.

Los algoritmos fueron implementados en lenguaje C, y ejecutados en un
PC Pentium 133MHz /32 Mb RAM.

Como se observa en la tabla 1, con nuestro heuristico, el consumo en
segundos del computador fue inapreciable. Ademds, en los casos en los que no
encontrod la solucién 6ptima, la desviacién fue de sélo de una maquina. Esto
demuestra los buenos resultados del algoritmo que presentamos.

Tabla 1. Resultados computacionales para SALBP-1

nombre n npre ciclo m(H) Ti(H) Salo Ti(Salo) SML Ti(ML)
Mertens 7 6 18 2 0.00 2 0.00 2 0
Jaeschke 9 11 9 5 0.00 5 0.00 5 0
Jackson 11 13 10 5 0.00 5 0.00 5 1
Mansoor 11 11 45 5 0.00 5 0.00 5 1
Laporte 20 19 138 7 000 7 0.00 7 34
Heskia 28 39 138 9 0.00 8 0.06 8 35
Sawyer30 30 39 41 9 0.00 8 0.06 8 236
Kilbridge 45 62 79 8§ 0.00 7 0.05 7 810
Hahn 53 82 2004 8§ 0.00 8 0.05 8 2167
Warnecke | 58 70 92 18 0.01 17 0.17 - 5003
Tonge-70 70 86 182 20 0.01 20 0.11 - -
Wee-Mag 75 86 108 32 0.01 32 0.05 - -
Arc83 83 113 8412 10 0.02 10 0.11 - -
Arclll 111 177 16723 10 002 9 0.16 - -
Barthold | 148 175 403 15 0.03 14 0.38 - -

n: Numero de tareas.

npre: Numero de precedencias entre tareas.

ciclo: Tiempo de ciclo que utiliza cada maquina para realizar las tareas

asignadas a la misma.
m(H):  Numero de mdquinas que da como solucién el heuristico.
Ti(H): Tiempo que registra el heurfstico en la ejecucién en segundos.
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Salo: Nuimero minimo de méquinas que encuentra el algoritmo SALOME.
Ti(Salo): Tiempo que tarda la ejecucién con SALOME en segundos.
SML: Solucién hallada con el modelo lineal entero

Ti(ML): Tiempo empleado por el modelo lineal entero en segundos.

3 Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado un problema de optimizacién relacionado con
el balanceo de lineas de ensamblaje, en el cual se consideran ciertas limitacio-
nes. Desde el punto de vista de la Complejidad Computacional este problema
es NP-dificil. Una aportacién importante de este trabajo, es la nueva formu-
lacién lineal entera para SALBP-tipo-1, que resolvemos usando XPRESSMP.
Otra aportacién destacable es un método heuristico para resolver el proble-
ma, y que ha sido implementado y analizado por nosotros en este trabajo.
Queda abierto para trabajos futuros desarrollar algin algoritmo exacto que
reduzca los tiempos de cdlculo de XPRESSMP sobre el modelo lineal entero
presentado aqui.
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