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Resumen

Esta nota esta relacionada con el problema general de extensién de
la teorfa clédsica de funciones analiticas de una variable compleja. Aqui,
presentamos una prueba del principio cldsico del médulo méaximo para
series de potencias definidas sobre un 4lgebra de Banach unitaria.
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Abstract

The present paper is concerned with the general problem of extend-
ing the clasical theory of analytic functions of a Complex variable. A
proof of the maximum module principle for powers series defined on
Banach algebras is given here.
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1 Introduccion

Una propiedad de las funciones analiticas de una variable compleja, es aquella
que afirma que si f(z) es analitica en un dominio D de C, se puede escribir
como una serie de potencias en una vecindad de cada punto de D. En parti-
cular, si f(z) es una funcién entera

f(z) = Z anz",

n=0

con

1
5= 0.

lim |ay,
n—oo
Para el caso de funciones definidas sobre dlgebras de Banach conmutativas
unitarias, E. R. Lorch ha introducido un concepto de diferenciabilidad que
extiende al concepto dado para funciones de una variable compleja (ver [4]).
Las funciones que son diferenciables en el sentido de Lorch en cada elemento
de un dominio €2 del dlgebra de Banach conmutativa, se llaman L-analiticas en
Q). Las funciones L-analiticas, tambien tienen un desarrollo en series de Taylor
(ver [2] pag. 770). En particular si F'(w) es L-analitica en toda el dlgebra de
Banach, se llama L-entera y satisface

o0
F(w) = Z apw"”,
n=0

para a, en el dlgebra de Banach y ||an||% — 0sin— occ.

Desafortunadamente, para funciones definidas sobre algebras de Banach
unitarias no conmutativas, no se tiene un concepto de diferenciabilidad como
el introducido por E. R. Lorch o aquel existente para funciones de una variable
compleja. Esto nos lleva a introducir el siguiente concepto.

Definiciéon 1 Sea B un algebra de Banach unitaria no necesariamente con-
mutativa. Una serie de potencias sobre B, es una funciéon F' : B — B de la
forma

F(w) = Z anw", weB (1)
n=0

1 .
n —(0sin— oo.

con ||an,

Denotaremos la unidad de B por 1p. Al igual que en campo complejo, un
subconjunto 2 del dlgebra de Banach B es un dominio, si es abierto y conexo.
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En [2] se da una extensién del teorema del médulo méximo a funciones
definidas sobre espacios de Banach que son diferenciables en el sentido de
Gateaux. En esta nota probaremos de forma directa una versién del teorema
del médulo méximo para series de potencias definidas sobre un &dlgebra de
Banach unitaria.

Proposicion 1. Sean wg,w € B y F' una serie de potencias. Entonces para
cualquier r > 0

2m
1 ,
F(w) = — /F(w + retfwg)de.
27
0
Demostracion: Basta probar que
27
1 » n
w" = 5 / (w+ rewwo) do
0

Para probar esto, utilizamos induccién matemaética sobre n. Si n = 1,
entonces

27
w = %/(erreiewo) df
0

27 2
1 1 .
= ﬂ/wdé)Jr%/rewwod@
0 0

= w+0=w.

Supongamos que para n es vélido, entonces
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27 27
1 . n 1 ) ) n
%/ (w + re’owo) 1 do = %/ (w + re’ewo) (w + rewwo) df
0 0
1 27
= w- o (w + rewwo)n de
0
2m
+% e'? (w + rewwo)n do

w-w” 40 =w"t!

y como

2

27 0o 0o
% {Zan (errewwo)n}dH = Zan %/ (w+rei0wo)n de,
0 n=0 n=0

0

el resultado se sigue. O

2 Teorema del Mdédulo Maximo

Proposicion 2. Sean B un dlgebra de Banach unitaria, ) un dominio acota-
do de B y F una serie de potencias. Entonces |[F(w)|| no alcanza su mdzximo
en §Q, salvo que sea constante.

Demostracion: Supénga que existe un wo € Q tal que ||[F(wp)| > [|F(w)l]]
para todo w € . Tomemos r > 0 suficientemente pequeno tal que la bola
B(wg,r) C Q, lo cual es posible por que  es un dominio. Con este r > 0,
formemos el conjunto

A={wy+ew:0<0<2rywe BO,r)}

Notemos que A = B(wy, ), ademéds por la Proposicién 1,

27
1 ,
F(wy) = o /F(wo + e®w)df
0
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para todo w € B(0,r) fijo. De aqui,

2
1 .
1Pl < 5= [ (1P +ew)|ds
0

por lo que
2m
1 .
o / {||F(w0)|| — ||F(w0 + e’ew)H} dg <0
0

para todo w € B(0,r) fijo.
Por otro lado, wy + €w € B(wyg,), para todo 6 € [0,27] y todo w €
B(0,r), asf que
[F (wo) || — || F(wo + ew)| >0

de donde, _
| (wo)|| = || F(wo + e"w)|

para todo 6 € [0,27] y todo w € B(0,r). Es decir,
1 (wo) || = [IF'(w")

para todo w’ € B(wy,r).

Esto muestra que el conjunto {w : ||F(wo)|| = ||F'(w)]||} es abierto y como
F es continua es cerrado. Pero (2 es conexo, entonces || F'(wp)|| = || F'(w)]|| para
todo w € L.

Proposicion 3. Sean B un dlgebra de Banach unitaria, ) un dominio acota-
do de B y F una serie de potencias. Suponga que sup ||F(w)| = M, entonces
weEIN

|F(w)|| < M en Q o |F(w)|| = M sobre Q.

Demostracion: Sea a € Q. Consideremos el conjunto Q, = {& = a + z1p :
z € C}N Q. Es claro que Q, # 0. Con Q, tenemos asociado un subconjunto
abierto A de C,

A={zeC:a+zlp € Q}.

Tomemos la componente A de A que contiene a z = 0. Se tiene que F'(a+z1p)
es analitica respecto a z y por tanto continua en Ag, de hecho,

F'(a+ z1) = Z nan(a+ z1g)" L.

n=0
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Notemos que si z € OA, entonces a+z1p € 99, porello ||F(a + z1p)|| < M.
Entonces por el principio del médulo méximo para funciones analiticas de una
variable compleja,

sup [F(a -+ #12)]| < sup [|[F(a + 215) | < sup | F(a + 215)]
A

Ao
de aqui,
[F(a)l] < M.
Como a fue arbitraria en Q, ||F(w)|| < M para todo w € Q. Si [|[F(w)| = M,
aplicamos la Proposicién 2 y concluimos que |F(w)|| = M en Q. O
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