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Resumen

En este trabajo presentamos una aplicacion de las sumas de Gauss
para la determinacion del nimero de puntos de ciertas cuddricas sobre
un cuerpo finito.

Palabras y frases clave: sumas de Gauss, formas cuadréticas, cua-
drados.

Abstract

In this work we present an aplication of Gauss’ sums to the deter-
mination of the number of points of certain quadrics over a finite field.
Key words and phrases: Gauss’ sums, quadratic forms, squares.

1 Introduccion

Gauss introdujo y estudié las sumas que llevan su nombre, usdndolas, entre
otras cosas, para dar una demostracién de la ley de reciprocidad cuadratica
(ver [2] o [4]). Esta ley fue descubierta empiricamente por Euler y demostrada
en forma parcial por el mismo Euler.

El material de divulgacion que presentamos a continuaciéon podria resultar
atractivo a la hora de mostrar algunas aplicaciones de las sumas de Gauss, en
este caso, para calcular el nimero de soluciones de un tipo de ecuaciones de
congruencias médulo un niimero primo impar.
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2 El problema

Los temas relativos a congruencias y sus propiedades bésicas pueden encon-
trarse en [3], [4] o [5].

Como ya dijimos, nos hemos interesado en nimero de soluciones de una ecua-
ciéon de congruencias, mas precisamente, por el nimero de puntos de una
cuadrica asociada a una forma cuadrética sobre el cuerpo de restos mdédulo
un ndmero primo impar.

Notaremos con p un nimero primo impar, y con Z, = Z/pZ el cuerpo de
restos médulo el primo p.

Consideremos ¢ (21, ..., z,) una forma cuadrética sobre Z,, es decir una fun-
cién de las variables z1,...,x, que tiene la forma:
n
q(@1,. . mn) = 30550 0wty (aij € Lp) 1]

El problema a tratar en estas notas es el siguiente:
¢ Cudntos puntos tiene la cuddrica dada por g (z1,...,2,) =k, (k€ Zp)?

En particular, tendriamos el caso de lo que podriamos llamar superficies esféri-
cas dadas por las ecuaciones:

o dai =k

El nimero de puntos de las superficies esféricas fue presentado en [1]. El caso
general no es muy diferente si tenemos en cuenta que toda forma cuadratica
puede ser expresada como:

n

E aixf

i=1

mediante un cambio lineal de coordenadas.

3 Preliminares

3.1 Los cuadrados

En el cuerpo Z,, indicaremos con C el conjunto de elementos no nulos que son
un cuadrado en Z, (cuadrados no nulos), y con N el conjunto de elementos
que no son un cuadrado en Z,(no cuadrados). Se tiene:

Zy,={0}UCUN
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Elegimos como sistema de representante de restos médulo p al conjunto:
-1
{O,il,iz,...,in}

Resulta claro que hay p—;l cuadrados no nulos, dados por:

2
—1
(£1)2,(£2), ..., (j:p2>
En consecuencia se tiene:
p—1

cl=2—- =

€= =N
Observemos que si a € C y b € N se verifican:

aC={am:meC}=C y aN={am:meN} =N
WC={bm:meC}=N y WN={m:meN}=C

Para establecer estas identidades, tendremos en cuenta los siguientes hechos
que se comprueban sin mayor dificultad:

El producto de dos cuadrados es un cuadrado.

El producto de un cuadrado no nulo por un no cuadrado es un no cuadrado.
El producto por un elemento no nulo determina una biyeccion en Z,.

Ahora, aC C C y la aplicacién dada por m — am es inyectiva, resulta aC = C
y consecuentemente aN = N.

Por otra parte, bC C N, la aplicacién dada por m — bm es inyectiva y
IC| = | V], resulta bC = Ny bN = C.

3.2 Las formas cuadraticas.

No vamos a tratar en detalle lo relativo a diagonalizacion de formas cuadrati-
cas. Enunciaremos y usaremos un resultado que garantiza una diagonalizaciéon
de una forma cuadratica con coeficientes en un cuerpo.

YR n .
Dada una forma cuadritica g (z1,...,z,) = Zmzl a;jT;x; sobre Z,, existe
una matriz simétrica B = [b;;] € Z,*" tal que:

T

q(z1,...,2,) = [ Ty ... T, ]B

LTn
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Es claro que:

by, — Y T i
1) T 2
La forma cuadrética ¢ (x1,...,2,) se dice no singular si B es inversible.

El teorema de diagonalizacién al que nos referimos anteriormente se basa en
el siguiente resultado que presentamos sin demostracién.

Lema 3.1. Sea K un cuerpo y B € K™*" una matriz simétrica. Eziste una
matriz inversible U € K™ tal que UB'U es una matriz diagonal.

En el enunciado del lema *U indica la matriz traspuesta de U. La demostracién
del lema no difiere de la que suele darse en un curso de algebra lineal para
matrices simétricas reales.

Teorema 3.2. Una forma cuadrdtica no singular con coeficientes en Z, puede
ser representada por una expresion de la forma:

f%*"‘+xfn+€(x72n+1+'”+xi)
donde m es un entero entre 0 yn, e € N.
Demostraciéon Consideremos la expresion de la forma cuadratica como:
21
q(z1y..y2n) = [ 21 ... Zp }B
Zn

En virtud del lema, existe una matriz inversible U tal que D = UB'U es una
matriz diagonal. En las coordenadas v, ..., y, dado por:

() =[a o m ]U
la expresion de q es:
Y
(1 o wa |D| | =dwit+dayl
Yn

donde los d; son los elementos en la diagonal principal de D. Como B es no
singular, d; # 0 para i = 1,...,n. Reordenando la expresién, si fuera necesa-
rio, podemos suponer que para algin indice m se cumple que dy,...,d, € C
Y dmit,---,d, € N. Fijado e € N, se tiene:

dizk? si i<m
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En el sistema de coordenadas dado por x; = k;y; se tiene la expresién buscada.
[

3.3 El nimero de puntos

Fijado e € Ny m < n, en lo que sigue estudiaremos el niimero de puntos en
la hipersuperficie de ecuacién:

it et tan) =k (RKeZy)
Notemos con ¢, €l nimero de tales puntos. Resulta claro que:

Cmk=Cma1 si kel
Comk =Cme SI kEN

pues basta multiplicar los puntos en una de las hipersuperficies por un escalar
apropiado para obtener los puntos en la otra hipersuperficie.
Los p™ puntos en Z, pueden ser agrupados segun el valor la forma cuadrética,
de donde:

-1 p—1

n p
P =Cmo+ D) Cm,1 + D) Cm,e

Notar que Cm,1 = Chn—m,es> Cm,e = Cn—m,1 Y Cm,0 = Cn—m,0-

3.4 El cason=2

Para simplificar la notacién, usaremos x,y en lugar de x1,x2. En este caso
tenemos las ecuaciones:

e(m2—|—y2):k si m
2?+ey =k si m
2?2+ =k si m

Il
O = O

Proposicién 3.3. Sin=2 y k # 0, entonces ¢y = Cm,1-

Demostracién Bastard ver que, en este caso, ¢;,,1 = Cm,e. Dado que
€0,1 = C2,¢ ¥ Co,e = C2,1, podemos probar la afirmacién para m > 1.
Mostremos primero que ¢y,,1 ¥ Cm,e DO son cero, lo cual es claro si m = 1.
Si m = 2, resulta evidente que cp ;1 # 0. Si ¢z fuera igual a cero, la suma
de dos cuadrados tendria que ser nuevamente un cuadrado, entonces serian
cuadrados: 1,2=1+1,3=241,... es decir Z, C C, lo cual es un absurdo.
Indiquemos con 22 + éy?> = k a una de las ecuaciones, siendo d = esim =1
yod=1sim=2.
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Fijemos (z,y) € Z2 tal que:
22+ 0=e
La transformacién lineal ode ZIZJ dada por:
o (u,v) = (xu — dyv, yu + zv)
es biyectiva, pues su determinate es z? + §y? = e. Ademds de la identidad:
(zu — 6yv)® + 6 (yu + zv)* = (v + 60%) (y°0 + 2°) = (u® + 6v°) e

se sigue que o transforma las soluciones de la ecuacién u? + 6v? = 1 en
soluciones de la ecuacién u? + §v? = e y a su vez soluciones de esta tltima en
soluciones de la ecuacién u? + §v? = €. En conclusion ¢,,1 < ¢pme < ez =
¢m,1, y asi queda demostrada la proposiciéon. m

Corolario 3.4. Sin = 2, entonces:

Slp:4h+]. C()_’():ngozzp—l Cp,1 = C2,1 :p—].

cr0=1 Cle=c11=p+1
Sip=4h—1 60)02627021 607120271:])4-1
c10=2p—1 cle=ci1=p—1

Para tratar el caso general, usaremos la siguiente suma de Gauss:

donde ( es una raiz p-ésima primitiva de la unidad.

Podemos escribir:
a=1+2) ¢*
keC
y tenemos ademads la identidad:

0=1+> ¢F+> ¢*
kecC keN

Por otra parte:

o? = Z C’”Qﬂ!z

(z1y)€Zp
k k
=c20+C21 E " Fae E ¢
keC keN
=30 — C2,1
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luego, de las identidades del corolario, se sigue que:

identidad que fue probada por Gauss.
Consideremos ahora la suma de Gauss:

p—1 ,
B=> ¢
=0

Se tiene:

B=142> ¢*
keN
es decir, f = —a, ademas:

k -1 k 1
YrecC =Y 2ken€ :_%

Por otra parte:

amﬁn—m —

24 g2 el z2 4+
(Z(QZI;“wwm)eZ;n Cxl mm) (Z(xm,+1,--.,rn)ezg*”‘c ( mt

es decir
amgrTm = N (e ttal)
(@1, 0 ) ELY
Z k Z k
= Cm,0 + Cm,1 C + Cm,e C
kecC keN
a—1 a—+1
=Cm,0 T+ Cm,lT - Cm,eT
Luego:

+zg))

2 (_1)m—n o = 2Cm,0 + (Cm,l - Cm,e) a — (Cm,l + Cm,e)

Teniendo en cuenta la paridad de n, resulta:
p—1
o — (—1)Tkpk si n=2k
= 1
(—1)Tkpka si n=2k+1
de donde, si n = 2k:

Elitm g
2 (_1) 2 p = 2Cm,O —Cm,1 —Cme Y Cm,1 = Cme

s
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ysin=2k+1:

2 lpim—1 g
2 (_1) 2 P"=Cm1 —Cme Y 2Cm,O = Cm,1 + Cm,e

De las identidades establecidas y recordando que:

p—1 p—1
pn =Cm,ot+ Tcm,l + Tcm,e

se tienen los sistemas lineales:

2 p—1 p-—1 Cm,0 21£21k
2 -1 -1 em1 | = | 2(=1)7F Mpk | sin=2k
0 1 -1 Cm,e 0
ysin=2k+1,
2 p—1 p—1 Cm,0 2p2h
2 -1 -1 Cmi1 | = 710
0 1 -1 Cme 2 (_1)%k+m—1pk

La resolucion de estos sistemas da lugar a la siguiente conclusion.

Teorema 3.5. Si n es un niumero par:

-2

P (p—1)

2 lntm

n—1
Cm,0 =P + (_1)
n—1 En+m n—2
Cm,e =Cm,1 =P - (71) 4 p 2
Si n es un ndmero impar:

n—1
Cm,0 =P

(p=D(n=1) | no

Cm,1 = pn—l - (_1)

B (p=1)(n—1) no1
Crne :pn 1 + (71) 1 +m
Finalizamos esta nota con algunas preguntas para el lector

1. ;Qué ocurre cuando p = 27

2. ;Dénde pueden fracasar los argumentos previos cuando p = 27

El grupo ortogonal O, asociado con la forma cuadratica g estd dado por
los endomorfismos de Z; (p # 2) que conservan la forma, es decir:

Oy = {0 € End (Zy) : q(0 (x)) = q(x),Vz € Zj)}
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En particular, si b (z,y) denota la forma bilineal simétrica asociadacon ¢, y
7 € Zy es tal que g (r) # 0 la transformacién dada por:

es un elemento de O, llamada reflexion con raiz r.

Algunas propiedades de las reflexiones, que se establecen sin mayor dificultad,
son las siguientes:

i) SiAe Z,, A #0, entonces oy, = 0oy.
ii) 02 = idy,.

iii) Existe una base de Z; tal que la matriz asociada a o, es la matriz dia-

gonal:
-1 0 0
0 1
0
0 0 1

En particular det (o,) = =1y tr (o,) =n — 1.
iv) V7 € O, se verifica 7o, 771 = Or(r)-

A partir i) la raiz de una reflexién puede ser tomada de modo que ¢ (r) =1
6q(r)=e.

Podemos destacar dos subgrupos O; y Og de Oy, el primero es el que generan
las reflexiones o, con ¢ (r) = 1, el segundo es el generado por las reflexiones
o, con ¢ (r) = e. Por iv) ambos son subgrupos normales de O,.

En relacién con el grupo ortogonal dejamos las siguientes preguntas:

3. (Es transitiva la accién de Oy sobre las cuddricas g () = k?

. ¢ Cudl es el orden O,?

4

5. (Cudl es el nimero de reflexiones en O,7

6. ;Qué puede decirse de los subgrupos O; x Ogy Oé nog?
7

. 1 Qué puede decir de 6rdenes de los subgrupos O; y Og.
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