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Resumen

Dado (X, mx) un m-espacio, se introduce el concepto de conjunto
mx-g-cerrado como una generalizacion de las definiciones de varias cla-
ses de conjuntos cerrados generalizados. Se obtiene un nuevo axioma de
separacién, denominado mx — 11,2 y se caracterizan éstos. También se
estudian las relaciones entre los m-espacio mx — T2 y los m-espacio
mx — 1oy mx —1h.
Palabras Claves: mx-estructura, conjunto cerrado generalizado, m-
espacio mx — T%A

Abstract

Given (X, mx) an m-space, we introduce the concept of m x-g-closed
set as a generalization of the definitions of several classes of generalized
closed sets. Also we obtain and characterize a new separaton axiom
called mx — T1/2. Also we study the relations between the m-space
mx — Tl/g and the m-spaces mx — Tp and mx — T1.
Key words and phrases: mx-structure, generalized closed set, m-
space mx — T% .

Introducciéon

Los conjuntos cerrados, semi-cerrados, a-semi-cerrados y (a, 3)-semi-cerrados
han sido utilizados por varios autores para definir diferentes clases de conjun-
tos cerrados generalizados y con estos introducir nuevos axiomas de separa-

cion.
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En 1963, Levine [5] introduce el concepto de conjuntos g-cerrados y en 1991
Ogata [7] define los espacios T} /2, también introduce las nociones de conjuntos
s-g-cerrados y espacios semi-T7 5. En el 2000 Rosas, Carpintero, Vielma y
Salas [12] estudian el concepto de conjuntos a-sg-cerrado y caracterizan los
espacios a-semi-T} /. En el 2005 Rosas, Carpintero y Sanabria [11] definen los
conjuntos (a, (3)-sg-cerrados y estudian los espacios (a, 3)-semi-T} /5.

En este articulo utilizamos la nociéon de estructura minimal mx sobre
un conjunto no vacio X dada por Maki [6] y definimos los conjuntos m x-g-
cerrados como una generalizacién de los conjuntos g-cerrados, sg-cerrado, a-g-
cerrado, a-sg-cerrado y («, 3)-sg-cerrado. También se definen y se caracterizan
los mx — T2 que genera
lizan, de forma natural, a los espacios Ty /5, o — T /3, semi-T} j5, a-semi-T7 /o
y (a, B)-semi-T7 /.

2 Preliminares

Sea X un conjunto no vacio, se dice que a : P(X) — P(X) es un operador
expansivo sobre una familia I' de subconjuntos de X si U C «(U) para todo
U eT. Si(X,7) es un espacio topoldgico y a es un operador expansivo sobre
la topologia 7, entonces diremos que « es un operador asociado a la topologia
7 [3]. Ademas, si a(A4) C a(B) siempre que A C B, entonces decimos que el
operador a es mondtono.

Si (X, 7) es un espacio topolégico, o un operador expansivo sobre la topo-
logia 7 y A es un subconjunto de X, entonces ese dice que A es a-abierto [1] si
para cada = € A existe un abierto U de x tal que a(U) C A. El complemento
de un conjunto a-abierto se denomina a-cerrado, se define la a-clausura de
un subconjunto A de X, abreviada por a — ¢l(A4), como la interseccién de
todos conjuntos a-cerrados que contienen a A. Se prueba que la oo — cl(A) es
un conjunto a-cerrado. Un conjunto A es a-cerrado generalizado, abreviado
por a-g-cerrado, si « — ¢l(A) C U siempre que A C U y U es a-abierto. Todo
conjunto a-cerrado es a-g-cerrado. Se definen los espacios o — T% como aque-
llos espacios en los cuales los conjuntos a-g-cerrado y a-cerrado coinciden,
de modo que X es o — T% si y solo si para todo € X se tiene que {z} es
a-cerrado o a-abierto. La coleccién de todos los subconjuntos a-abierto de X
se denota por 7,

Un subconjunto A de X es a-semi-abierto [12] si existe un conjunto abierto
Uertalque U C A C a(U). El complemento de un conjunto a-semi-abierto
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se denomina a-semi-cerrado. Se define la a-semi-clausura de A, abreviado
por a — scl(A), como la interseccién de todos los conjuntos a-semi-cerrados
que contienen a A; si a es un operador mondtono entonces « — scl(A) es
un conjunto a-semi cerrado. Se dice que A es un conjunto a-semi-cerrado
generalizado, abreviado por a-sg-cerrado, si a — scl(4) C U siempre que
A C U y U es un conjunto a-semi-abierto. Si a es monétono, todo conjunto
a-semi-cerrado es un conjunto a-sg-cerrado. Se dice que X es un espacio
o — semiT% si todo conjunto a-sg-cerrado es a-semi-cerrado, de modo que X
es o — semiT% si y solo si para todo z € X se tiene que {z} es a-semi-cerrado
o a-semi-abierto. La coleccién de todos los subconjuntos a-semi-abierto de X
se denota por o — SO(X). Si 3 es otro operador asociado a T, entonces un
subconjunto A de X es (o, 3)-semi-abierto [11] si para cada z € A existe un
conjunto [-semi-abierto V tal que z € V' 'y (V) C A. El complemento de
un conjunto (a, B)-semi-abierto se denomina (o, 3)-semi-cerrado. Se define la
(a, B)-semi-clausura de A, abreviada por («, 3) — scl(A), como la interseccién
de todos los conjuntos («, 3)-semi-cerrados que contienen a A; se prueba que
(o, B) — scl(A) es un conjunto («, §)-semi-cerrado. Un subconjunto A de X
es un conjunto («, 3)-semi-cerrado generalizado, abreviado («, 3)-sg-cerrado,
si (e, B) — scl(A) C U siempre que A C U y U es un conjunto («a, 3)-semi-
abierto. Todo conjunto (¢, 3)-semi-cerrado es un conjunto («, 3)-sg-cerrado.
Se dice que X es un espacio (a, ) —semiT% si todo conjunto («, 5)-sg-cerrado
es (a, B)-semi-cerrado, de modo que X es («, ) — semiTy si y solo si para
todo = € X se tiene que {z} es (a, §)-semi-cerrado o (a, §)-semi-abierto. La
coleccién de todos los subconjuntos (a, 3)-semi-abierto de X se denota por

(a, B) = SO(X)

3 Estructuras Minimales

En esta seccién se plantea el concepto de estructura minimal [6] y algunas
de sus propiedades. También se define la nocién de m-espaciosmx — 17 y se
caracterizan en funci’on de sus conjuntos unitarios.

Definicién 3.1. [6] Una estructura minimal o una mx-estructura sobre un
conjunto no vacio X, es una familia mx de subconjuntos de X tal que § € mx
y X €mx.

El par (X, mx) formado por un conjunto no vacio X y una mx estructura
sobre X, se denomina m-espacio. Cada elemento de mx se denomina con-
junto mx-abierto y el complemento de un conjunto m x-abierto se denomina
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conjunto mx-cerrado. Si (X, 7) es un espacio topoldgico, a y  son opera-
dores asociados a la topologia entonces las colecciones 7, 7o, o — SO(X) y
(a, B) — SO(X) son mx-estructuras.

Definicién 3.2 ([6]). Sean (X, mx) un m-espacio y A un subconjunto de X,
se define la mx clausura de A, abreviada mx — cl(A), como la interseccién
de todos los conjuntos mx-cerrados que contienen a A, es decir

mX—cl(A):ﬂ{F:FQA,X\FEmX}

Observe que si X \ A € mx, entonces my — cl(A) = A, es decir, si A
es mx-cerrado, entonces mx — cl(A) = A; ademds A C mx — cl(A). Otras
propiedades de mx — cl(A), se enuncian en el siguiente teorema.

Teorema 3.1 ([6]). Sea (X, mx) un m-espacio, A y B subconjuntos de X.
Las siguientes se satisfacen.

1. mx —cl(0) = 0.

2. mx — d(X) = X.

3. 8i A C B, entonces mx — cl(A) C mx — cl(B).
4. mx —cl(AUB) D mx —cl(A) Umx — cl(B).
5. mx —cl(mx — cl(A)) = mx — cl(A).

Teorema 3.2 ([8]). Sea (X,mx) un m-espacio, A un subconjunto de X y
z € X, entonces x € mx — cl(A) si y sélo si UNA# O para todo U € mx tal
que x € U.

Definicién 3.3 ([6]). Si mx es una estructura minimal sobre X tal que la
unién de elementos de myx es un elemento de myx, entonces diremos que myx
satisface la condicién (B) de Maki.

Observe que si mx satisface la condicién (B) de Maki, entonces la inter-
seccién de conjuntos mx-cerrados es un conjunto mx-cerrado y por tanto, si
A C X, entonces mx — cl(A) es un conjunto mx-cerrado.

Teorema 3.3. [6] Sea (X, mx) un m-espacio y A un subconjunto de X. Si
mx satisface la condicién (B) de Maki entonces, A es mx-cerrado si y sélo
simx — cl(A) = A.
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En el teorema anterior, si la condicién (B) de Maki es removida, es posible
tener un m-espacio (X,mx) y un subconjunto A de X para el cual mx —
cl(A) = Ay A no sea un conjunto m x-cerrado, como se observa en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 1. Considere X = {a,b, ¢,d} con la siguiente mx estructura,

mx = {®7X7 {CL}, {b}’ {C}}

Sea A = {e¢,d}. Observe que mx — cl(A) = Ay A no es un conjunto mx-
cerrado.

Definicién 3.4 ([10]). Sea (X, mx) un m-espacio, se dice que X es mx —Tp
si para cada par de puntos distintos z,y € X, existe U € mx tal que x € U
vyyéUoxg¢Uyyel.

Definicién 3.5 ([9]). Se (X, mx) un m-espacio, se dice que X es mx — Th
si para cada par de puntos distintos z,y € X, existen conjuntos disjuntos
U,V € mx que contienen a x e y respectivamente.

Definicién 3.6. Sea (X,myx) un m-espacio, se dice que X es mx — T3 si
para cada par de puntos distintos x,y € X existen conjuntos U,V € mx que
contienen a x e y respectivamente y satisfacen que y ¢ Uy z ¢ V.

Observe que
mx—T2:>mx—T1 :>mX—T().

Los siguientes ejemplos muestran que existen m-espacios que son mx — Ty
pero no mx — 11, y mx — 11 que no son mx — T»

Ejemplo 2. Considere el conjunto de los nimeros reales R con la estructura
minimal

mg = {0,R}U{R\ {z}: z € R}.

R es mg — 11, pues dado z,y € R con = # y, podemos encontrar mg-abiertos
U=R\{y} vV =R\ {z} que contienen a x e y respectivamente y « ¢ V,
y¢U.

Supongamos que R es mg — T3, es decir, para z,y € R con x # y existen
conjuntos U, V' € my disjuntos tales que x € U ey € V. Entonces U = R\{a; }
yV =R\{az} con a; # 'y as # y. Esto significa que UNV = R\ {ay,a2} # 0
lo que implica que R no es mg — T5.
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Ejemplo 3. Consideremos R con la siguiente mp estructura
mr = {0,R} U{[x,00) : x € R}.

R es mg — T pues para z,y € R con x < y, U = [y, 00) es mg-abiertoy « ¢ U
eyeU.

R no es mg — T} pues cualquier mg-abierto U que contenga a x es de la
forma U = [a,00) con a < z y por tanto y € U.

Los teoremas que se enuncian a continuacién caracterizan las nociones de
mx —To ymx —Tl.

Teorema 3.4. Sea (X, mx) un m-espacio, X esmx—Ty si y sdlo si para todo
par de puntos distintos x,y € X se cumple que mx —cl ({z}) # mx —cl ({y}).

Demostracion. Supongamos que X es mx — Ty y sean x,y € X tales que
x # y, entonces existe U € my talquez e Uyy ¢ UoyeUyax¢U. Sin
perdida de generalidad, podemos suponer que existe U € mx tal quex € U y
y ¢ U. Entonces si myx —cl ({z}) = mx —cl ({y}), se tiene v € mx —cl {y})
y por tanto, U N {y} # 0, en contradiccién que y ¢ U. Asi se debe tener
mx —cl({z}) #mx —cl ({y}).

Reciprocamente, sean z,y € X tales que x # y y supongamos que mx —
c ({x}) #mx — cl ({y}), entonces existe z € X tal que z € mx —cl ({z}) v
z ¢ mx —cl ({y}) o viceversa.

Sin perdida de generalidad, podemos suponer que z € mx — cl ({z})
z ¢ mx — cl ({y}), entonces existe V € mx tal que z € Vy Vn{y} =0
VNn{z}#0,esdeciry ¢ VyzeV,esdecir, X es my — Tp.

< <

Teorema 3.5. Sea (X, mx) un m-espacio. Si para cada x € X se tiene que
{z} es mx-cerrado, entonces X es mx — Ty. El reciproco es cierto si mx
satisface la condicion (B) de Maki.

Demostracion. Sean x,y € X tales que = # y, entonces {z} y {y} son con-
juntos mx-cerrados y por lo tanto X \ {y} y X \ {2} son conjuntos mx-
abiertos que contienen a x e y respectivamente y se cumple que y ¢ X \ {y}
y z ¢ X \ {z}, de donde se concluye que X es mx — T}.

Reciprocamente, supongamos que X es mx — 11 y que my satisface la
condicién (B) de Maki. Sea x € X, entonces para cada y € X con x #
y existen conjuntos U,V € mx que contienen a x e y respectivamente y
satisfacen que ¢ V y y ¢ U, es decir, {x} NV = (. Por lo que y ¢ mx —
cl({z}). Por lo tanto, mx — cl({z}) = {a} y como mx satisface la condicién
(B) de Maki, entonces {z} es mx-cerrado. O
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Observe que la condicién (B) de Maki es suficiente para caracterizar los
m-espacios que son mx —717. El siguiente ejemplo nos muestra que el reciproco
del teorema anterior, en general no es cierto si no se le exige la condicién (B)
de Maki a la mx estructura.

Ejemplo 4. Consideremos R con la siguiente mp estructura
mr = {0,R} U {{z} : z € R}.

R es mg — T pues para x # y, {x}, {y} son mg-abiertos que no contienen a
y v x respectivamente. Sin embargo {x} no es mg-cerrado para ningin € R

4 Conjuntos mx-g-Cerrados y my — T%

En esta seccién, utilizando la nocién de mx estructura, se generalizan los
conceptos de conjunto g-cerrado [5], a-g-cerrado [12],a-sg-cerrado [12], («, §)-
sg-cerrado [11] y de espacios T3 [5], @ — T'% [12], a — semi — T3 [12], y
(v, B) — semi — T [11].

Definicién 4.1. Sea (X, myx) un m-espacio, A un subconjunto de X, se dice
que A es un conjunto my-cerrado generalizado, abreviado mx-g-cerrado, si
myx — cl(A) C U siempre que A C U y U € mx.

Si (X, 7) es un espacio topoldgico y o y 3 son operadores asociados a la
topologia, entonces esta definicién coincide con los conceptos de conjuntos g-
cerrados [5], a-g-cerrado[12], («, B)-sg-cerrado[11], cuando la mx estructura
es la coleccion 7,74, (o, 3) — SO(X) respectivamente. Ademds si my satisface
la condicién (B) de Maki, entonces este concepto coincide con la nocién de
conjunto a-sg-cerrado [12], cuando la mx estructura es la coleccién a—SO(X).

Teorema 4.1. Sea (X, mx) un m-espacio, todo conjunto mx-cerrado es mx-
g-cerrado.

Los siguientes ejemplos nos muestran la existencia de conjuntos en un
m-espacios que son mx-g-cerrado que no son mx-cerrado.

Ejemplo 5. Consideremos R con la siguiente mg estructura
mr = {0,R} U {{z} : x € R}.

El conjunto Q de los niimeros racionales es mpg-g-cerrado pues el tnico mp-
abierto que lo contiene es R; pero no es mg-cerrado.
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Ejemplo 6. Consideremos R con la siguiente mp estructura
mg = {0,R} U {[z,00) : x € R}.

el conjunto QQ de los niimeros racionales es un conjunto mg-g-cerrado pues el
tinico mg-abierto que lo contiene es R; pero no es mg-cerrado.

Definicién 4.2. Sea (X,mx) un m-espacio, se dice que X es mx — T3, si

2
todo conjunto m x-g-cerrado es mx-cerrado.

Es de observar que la condicién (B) de Maki no necesariamente la satisfa-
cen los m-espacios que son mx — 1y o mx — 11 o mx — Ts, sin embargo existe
una estrecha relacién entre los m-espacios que son mx — T% y los m~espacios
que satisfacen la condicién (B) de Maki, como se observa en el siguiente teo-
rema.

Teorema 4.2. Sea (X, mx) un m-espacio, si X es myx — T% entonces mx
satisface la condicion (B) de Maki.

Demostracién. Supongamos que mx no satisface la condicién (B) de Ma-
ki, entonces existe una coleccién {Uy, }ocs de conjuntos myx abiertos tal que
UaesUa € mx, luego F = X \Uqe U, 1o es un conjunto mx cerrado. Veamos
que F es un conjunto mx-g-cerrado.

En efecto, sea V € mx tal que F' C V, entonces

mx —c(F) = mx —cl(X \UpesUq)
mx — cl(Naes (X \ Ua))
Nacomx — cl(X \ Uy)
ﬂaeJ(X\Ua)
X\UpesUs =F CV

In

De modo que F' es un conjunto mx-g-cerrado que no es mx-cerrado y por
tanto X no es mX—T%. O

Teorema 4.3. Sea (X, mx) un m espacio y A un subconjunto de X. Si A es
mx -g-cerrado entonces myx —cl(A)\ A no contiene subconjuntos mx -cerrados
no vacios. El reciproco es cierto si mx satisface la condicion (B) de Maks.

Demostracion. Supongamos que A es un conjunto mx-g-cerrado y sea K un
subconjunto mx-cerrado de mx — cl(A) \ A, entonces X \ K es un conjunto
mx-abierto que contiene a A y por tanto mx — cl(A) C X \ K, de modo que
K c (X \'mx —cl(A)) N (mx — cl(A)), de donde se concluye que K = {)
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Reciprocamente, supongamos que mx —cl(A)\ A no contiene subconjuntos
mx-cerrados no vacios y que mx satisface la condicién (B) de Maki. Sea
U € mx tal que A C U, entonces mx — cl(A) N (X \ U) es un conjunto
mx-cerrado y

myxy —c(A)N(X\U) Cmx —c(A)N(X\A) =mx —cl(A)\ 4

por tanto mx — cl(A) N (X \ U) = 0, es decir mx — cl(A) C U de donde se
concluye que A es mx-g-cerrado. O

El siguiente teorema caracteriza los m-espacios myx — T%.

Teorema 4.4. Sea (X, mx) un m-espacio, X es mx — T% sty solo si las
siguientes se satisfacen:

1. Para todo x € X se tiene que {x} es mx-abierto o mx-cerrado.
2. La mx estructura satisface la condicidn (B) de Maksi.

Demostracion. Sea x € X y supongamos que {z} no es mx-cerrado, entonces
X \ {z} no es mx-abierto, de modo que el tinico mx-abierto que contiene a
X \{z} es X, por lo que X \ {z} es trivialmente m x — g-cerrado, por hipdtesis
X es mx — T2, entonces X \ {z} es mx-cerrado y por tanto {z} es mx-
abierto. Por Teorema 4.2 se concluye que mx satisface la condicién (B) de
Maki.

Reciprocamente, sea A un conjunto mx-g-cerrado y * € mx — cl(A),
entonces por hipétesis puede ocurrir

1. {z} sea mx-abierto, entonces {z} N A # () y por tanto = € A; es decir,
myx — cl(A) C A.

2. {z} se mx-cerrado, como A es mx-g-cerrado, entonces my — cl(A4) \ A
no contiene conjuntos mx-cerrados no vacios, entonces x € A; es decir,
myx —cl(A) C A.

En cualquier caso mx — cl(A) = A; como mx satisface la condicién (B) de
Maki, entonces A es mx-cerrado. ]

Existen m-espacios en los cuales los conjuntos unitarios son m x-abiertos
o mx-cerrados y sin embargo el m-espacios X no es mx — T%, tal y como se
muestra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 7. Considere X = {a,b, c,d} con la siguiente mx estructura,

mx = {0, X, {a},{b},{a,b,d},{a,b,c}}

Observe que los conjuntos unitarios son mx-abiertos o myx cerrados y sin
embargo X no es mx — T%. En efecto, {c,d} es un conjunto mx-g-cerrado
pues el unico mx-abierto que lo contiene es X, y {c,d} no es un conjunto
mx-cerrado.

Los siguientes teoremas muestran la relacién existente entre los m-espacios
1
mx —To, mx —T1 ymx _Ti'
Teorema 4.5. Sea (X, mx) un m-espacio, si X es mx — T2 entonces X
es mx — 1p.

Demostracion. Sean z,y € X con x # y, entonces {x} es mx-abierto o mx-
cerrado.
Si {z} es mx-abierto entonces para V = {z} se tiene que z € Vy y ¢ V.
Si {x} es mx-cerrado, entonces V = X \ {z} es mx-abiertoy x ¢ V' y
y € V. Por tanto X es mx — Tp. O

A continuacién se exhibe un m-espacio que es myx — Ty pero que no es
myx — T%

Ejemplo 8. Consideremos R con la siguiente mp estructura
mr = {0, R} U {[z,0) : € R}.
R es mg — Tp; sin embargo no es mg — 1 2.

Teorema 4.6. Sea (X, mx) un m-espacio, si mx satisface la condicion (B)
de Maki y X es mx — T, entonces X es mx — T o.

Demostracion. Si X es mx —T} y satisface la condicién (B) de Maki, entonces
para todo x € X se tiene que {2} son mx-cerrados y por tanto X es mx —
Ty/. O

El siguiente ejemplo nos muestra un m-espacio que es mx — 7172 pero que
noes myx — 11.
Ejemplo 9. Consideremos R con la siguiente mp estructura
me = {0, R, {a}} U{R\ {2z} : = #a},

donde a es un ndmero real fijo. mg satisface la condicién (B) de Maki y los
unitarios son conjuntos mg-abiertos o mg-cerrado. Por tanto R es mg — T /2;
pero no es mg — T} porque {a} no es mg-cerrado.
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Es de observar que existen m-espacios que son m — T} pero que no son
m — T} /3. Para ello es suficiente encontrar un m-espacio que sea m — Ty pero
que no satisfaga la condicién (B) de Maki

Ejemplo 10. Consideremos R con la siguiente mp estructura
mr = {0,R} U {{z} : z € R}.

R es mg — T1; pero no es mg — T /2. En efecto, Q es mg-g-cerrado pues el
unico mg-abierto que lo contiene es R; pero no es mg-cerrado.
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