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La fuente mas importante de problemas de minimos cuadrados con restric-
ciones cuadraticas es sin duda la discretizacién de problemas inversos mal
condicionados. Estos problemas generalmente surgen al tratar de determinar
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la estructura de un sistema fisico, partiendo de su comportamiento. Como un
ejemplo mencionamos la ecuacién integral de primer orden:

b
Mw:i/lﬂ%wfwﬂw (1)

donde el operador K es compacto. Este es un problema mal condicionado ya
que la funcién f no depende de manera continua de la funcién g. El proble-
ma que se genera al discretizar esta ecuacién, es un problema de minimos
cuadrados lineales:

min | Az — b (2)

donde A € R™*™ es la discretizacién del operador K y b representa los datos.
En este tipo de problemas los valores singulares de A decaen exponencialmente
a cero; por esta razon, los métodos tradicionales para resolver problemas de
minimos cuadrados no son ttiles (ver [1, 12, 11]).

Introduciendo cierta informacién sobre la solucién, el problema (2) puede
ser reemplazado por uno equivalente bien condicionado, que pueda resolverse
con cierta precision. Esta técnica es conocida como Regularizacion.

De esta manera (2) puede ser reemplazado por un problema de minimiza-
cién con restricciones:

min ||Az —b||3 s.t. |Cz—d|5 <A, (3)

donde ||Cz — d||3 < A representa la informacién que se tiene acerca de la
solucién. En [3] Eldén propone un método computacionalmente eficiente para
solucionar el problema:

min ||Az —b||3 s.t. |[Cz||3 <A, (4)

que es un caso particular del problema (3).

Este problema ha sido estudiado por otros autores, entre ellos Hansen [9],
Gander [4] y Hanke [8]. En este trabajo se propone un método para resolver el
problema general (3) basado en el método propuesto por Eldén para resolver

(4).
2 Regularizacion

Una de las técnicas de regularizacién més utilizadas para resolver el problema
(2), restringe el espacio de las soluciones imponiendo una cota limite para la
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cantidad ||Cz||. Esta técnica permite reformular el problema inicial, al pro-
blema de hallar # como la solucién de:

min HA:c—bH% st ||Czlls <A, (5)

donde el pardmetro A controla el balance entre el tamafio del residual y la
continuidad de la solucién.

En los casos de utilidad préctica, la solucién se encuentra en la frontera,
por lo tanto, tiene sentido estudiar el problema:

min [|Az —blf3 s.t. [|Cz —dl; = A?, (6)

cuya solucién y algunos aspectos tedricos son tratados a continuacién.

2.1 Existencia y unicidad de solucion

Teorema 1.: Sea F' = {z/||Cx — d||3 = A2} distinto de vacfo, y denotemos

con rank(A) el nimero de columnas linealmente independientes de la matriz

A. Si las siguientes dos condiciones se satisfacen:

Condicién (1): min ||Cx —d| < A

A

c)=™

entonces el problema (6) tiene una solucién global y ésta es tinica.
Demostracién: Basta con probar que si {x;} es una secuencia de F' con

{Ax}, — b} acotada, entonces {z;} también es acotada.

Si la condicién (1) se satisface y Az — b es acotada, lo cual significa que

{Azy — b} < § para algin 0 , entonces para todo xy en F', existe un ndmero

€ >0, e = max(d,A), tal que:

1(2) - (3) =

Por lo tanto, si la secuencia {Axy — b} es acotada, {z)} también lo es.

Una vez que la funcién objetivo es cuadratica y la secuencia {xy} es aco-
tada, un minimo global existe y es tnico.

La condicién (2) garantiza la unicidad de la solucién, ya que si esto no se
cumple, podemos anadir a la solucién cualquier elemento de la interseccién
de los espacios nulos de A y C, y obtener una nueva solucién. Cuando esta
condicidn se satisface, entonces la interseccion de los espacios nulos de A y C
es el vector cero (N(A) N N(C) = {0}), lo cual implica que ATA + uCTC es
invertible para todo u >0 .

Condicién (2): rank
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Definicidn : El problema (6) estd en forma estdndar, cuandod =0y C = 1.
Las ecuaciones normales para el problema estandar son:

(ATA+ pl)x = AT (7)

=]l = A (®)

En la actualidad existen métodos eficientes para resolver el problema en forma,
estdndar, ver por ejemplo: [7] y [13].

Una vez que ATA + ul es invertible para todo g > 0, podemos usar un
método iterativo para resolver la ecuacién no-lineal

Fp) = (@) Ta(p) — A% =0, (9)

donde z(p) = (ATA + pul)~*ATh .

Ahora bien, el método iterativo que soluciona esta ecuacién no-lineal, re-
suelve en cada iteracién, las ecuaciones normales (7), lo cual es equivalente a
resolver el problema irrestricto:

min | <\/%I> - (g) I (10)

Recordemos también, que si A es de orden m X n, con m > n, su factorizacién

QR es:
A=Q (?) — QR

Asi, el problema (10) es equivalente a:

o1 ()0
o w0 (Sh)o- ()

e | (A e (9) 1 1)

T
donde U = (%)2 es ortogonal (UTU =1)y g1 = QTb.

0
I

Para una explicacién detallada de este 1iltimo procedimiento se recomienda
Golub y Van Loan [6] (pags. 239-242).
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La forma natural de resolver (11) es utilizar rotaciones de Givens para
sustituir las entradas \/p debajo de R, dejando asi el siguiente problema:

i | ()= (32) 0 (12)

cuya solucién es © = R;lhl.

Si el problema no estd en forma estdndar, este ltimo procedimiento tiene
un costo O(n?), y ademas debe hacerse en cada iteracién. De alli la impor-
tancia de transformar el problema a forma estandar, lo cual reduce el costo a
O(n) operaciones.

Generalmente C' es una matriz bien estructurada y bien condicionada, es
por esta razén que el algoritmo que se propone esta basado en la descomposi-
cion QR de C. Nétese que si C' es una matriz en banda, esta descomposiciéon
puede calcularse a un costo O(nw), donde w es el ancho de la banda.

Los métodos cldsicos resuelven el problema (10) basdndose en la descom-
posicién SV D de la matriz A (ver por ejemplo [5] y [7]). Para ello proponen
la bidiagonalizacién de A y algunas transformaciones adicionales para con-
vertirla en diagonal, procedimiento éste que no es necesario, ya que como
se verd mas adelante, la bidiagonalizacion de A es suficiente para resolver el
problema.

El método que se propone en este trabajo para resolver el problema (6)
consta basicamente de 4 pasos:

1) Transformar el problema a forma estandar.
2) Bidiagonalizar la matriz A.

3) Resolver la ecuacién secular (f(u) = 0).

4) Regresar los cambios de la transformacion.

2.2 Transformacion a forma estandar

Dados los siguientes datos:

AeR™" CeRPF™ peR™ deR™y AeR
sobre los cuales se asume que:

i) {z/|Cx—d|=A}#© y A>min|Cz—d|

é) =n , es decir N(A) N N(C) ={0} ;

a continuacién se presentan los cambios de variables necesarios para llevar el
problema que se quiere resolver:

ii) rank

min ||Az —b||3 s.t. |[Cx—d|3 <A, (13)
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a su forma estandar:
min ||f1£—l~)||§ s.t. ||£H% < A. (14)
x

Como ya sabemos, el problema (13) es equivalente a :

wto | ()= (5)1 (15)

donde g es el multiplicador de Lagrange asociado a la restriccién cuadratica.
Por lo tanto, nuestro objetivo es convertir este iltimo problema a su forma

estandar: ~ ~
. A\ b
w(B-@r w
caso a: p >n
i) [V,R] = qr(C) . Factorizacién QR de C': C = ViR

\% Vz
o[£ E] ()
n n=p l,xp pXn

ii) Resolver Cxg = d = Rz = Vi'd , (con R no-singular y triangular superior)
iii) Cambio de variables:

T =C(x — x),
l; =b— AIQ,
A=ARWT.
Asi,

Az —b= AR W ViR(x — x20)] — b+ Azg = Az — Azxg — b+ Axg = Az — b,

T=C(x—x0) =ViR(x — R~'Wd) =ViRz —d = Cx — d.

Por lo tanto,

min||[Az —b|| st. |Cz—d| <A = min|di—b| st |z||<A.
casob:p=n

i) [V, R] = qr(CT). Factorizacién QR de C : C = RTV/L.

ii) Resolver Czg =d = RTVTwxy=d ,donde R es no-singular y triangular

superior. Esto puede hacerse en dos pasos: RTz=d ; o = Vz.

iii) Cambio de variables:

T =C(x — x),
l~) =b— AIQ,
A=AVRT.
Asi,

Az —b= AVR™T(RTVT)(x —x0) —b+ Azg = Az — Azg — b+ Azg = Az — b,
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Z=C(x—x9) =Cx—Cxy=Czx—d.

Por lo tanto,

min ||Az —b|| st [[Cx—d]| <A
caso c: p<n

i) [V, R] = qr(CT). Primera factorizaciéon QR de CT : C = RTV/I

EAAME Y
C=| " - VT
PXp  pXN=p [pyn 2 nxn

ii) Resolver Czg =d = RTV'zg=d , donde R es no-singular y triangular
superior. Esto puede hacerse en dos pasos: RTz=d ; o = Vz.

iii) Primer cambio de variables:

T = Vy+xo, donde y = [y1;92]7 vy asi x = Viy1 + Vaya + 70,

l_) =b— Axo.

Asi,

Ax — b= AViy1 + AVoys — b+ Axg = AViyy + AVoys — b,

Cr—d=CViy1 +CVoys+Cxp—d = RTV1TVly1 —|—RTV1TV2y2 +d—d= RTyl
(va que V{"Vy = 0).

Con este primer cambio de variables, el problema (15) es equivalente a:

i (e %) () - ()1 o)

iv) Segunda factorizacién: AVo = Q1T : [Q,T] = gr(AVa)

Tnn
e[ L @] (T
pPXp pPXn

n n—p

min ||AZ —b|| st ||Z]| < A.

Notese que con esta nueva factorizacién podemos definir una matriz ortogonal:

Qf 0
P={Q7 0],
0 I,

y el problema (17) es equivalente a:

(Y W)@ o

QITAV, QT AV, QT
= min || QF¥AV; 0 <y1> Q30| |l (19)
Y \/ERT 0 Y2 0
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Ahora bien, definamos

& QITAV; QT AV, Q1b
r=|r|= QfAv; 0 (yl)— Qtp |, (20
rs VERT 0 b2 0

como el residual que se minimiza en (19).
Una vez que 3 y r3 no dependen de ys, y y2 puede ser escogido tal que r; = 0,
el problema se reduce a:

win | (%50 ) - (%) (21)

Y2 =T7'Q1 (b— AViy)

v) Segundo cambio de variables

= RTylv

A=QFAV,R™T,

b= Q¥

Con estos cambios (21) es equivalente a:

T =T T7,
win | (40 ) (401 22)

= () e (3) (29

Esta ultima expresién corresponde a la forma estandar del problema original.

2.3 Proceso de bidiagonalizacién

Una vez que el problema esta en forma estandar, el préximo paso es bidiagona-
lizar la matriz A del problema estandar, usando transformaciones ortogonales
a la derecha y a la izquierda de A tal como lo propone Eldén:

UTAV = <1g) :>A:U<lg) VT (24)

Después de esta transformacion, hacemos el siguiente cambio de variables:
zr=VTr = z=Vazx,

_ UTb _
7= <92>

Asi,
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14z = b]| = [|UT (A — b)|| = |UT AV — UTB|| = | (ff) o @1) I
2

y el problema a resolver es:

winll( ) o= (4) 1 (29

En este punto, debemos encontrar una matriz ortogonal @, tal que:

f( B = (5], 26)

y resolver B,xx = z; , para hallar la solucién z(u) de (7).

Ahora bien, en vista de que este problema debe ser resuelto en cada itera-
cién para diferentes valores de p, la bidiagonalizaciéon de A es til, si logramos
anular las entradas /i que se encuentran debajo de B de manera eficiente.
Esto se hace usando rotaciones de Givens sin alterar la forma bidiagonal de
B, tal como lo sugiere Bjorck en [2].

2.4 Solucién de la ecuacién secular

Solucionar el problema estandar, significa basicamente resolver la ecuacion
secular:

Flp) = ()T a(p) — A% =0. (27)

En este trabajo, usamos el método de Newton para resolver esta ecuacién no-
lineal, sin embargo, una vez que las derivadas de f(u) son conocidas, también
podrian utilizarse otros métodos.

En cada iteracién del método de Newton, debemos evaluar f(u) y f/(u).
Hallar f () requiere de la solucién de (25), es decir, hallar @, resolver B, zx =
z1 y devolver los cambios. Notese que zx satisface :

(B"B+ pl)zx = BTz, = ax(p) = (BE;BM)*IBTZL
De esta manera la derivada de f(u) en (27) estd dada por :

df(#)fi T
W— 20 v

)

donde Bgv = zx(p).

Si aplicamos el método de Newton para resolver (27), las cantidades J{,((*; L";C))

que se generan en cada iteracion, tienden a ser muy pequenas, y esto dificulta
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la convergencia del método. Para subsanar esta difultad Gordonova y Morozov
[7] resuelven la ecuacién equivalente:

f(p) = (zT2)" —=A* =0, para—1<s<0. (28)
Sorensen [13] usa s = -1 y resuelve ﬁ — ﬁ = 0, obteniendo muy bue-

nos resultados. Considerando estos resultados y el hecho de que algoritmos
numéricos basados en aproximaciones racionales convergen mas rapido que
aquellos basados en aproximaciones polinomiales, la pruebas presentadas en
este trabajo usan ﬁ — ﬁ. En este caso, y siguiendo el mismo esquema
anterior, obtenemos que la derivada es:

df() _ —20"v

dp () Tx(p)’

3 Experimentacion numérica

Los algoritmos para llevar el problema a forma estandar, para bidiagonalizar
la matriz A, y para resolver el problema de los minimos cuadrados fueron
implantados en Matlab 6.5.

En esta seccién se presenta una comparacion entre el método propuesto
(MP) y algunos métodos cldsicos implantados en el paquete Regularization
Tools, desarrollado por Hansen en 1994 [10]. Este paquete consiste en una serie
de rutinas, disenadas para analizar y resolver problemas mal condicionados,
que requieren la técnica de regularizacion, y esta a disposiciéon publica en:

http://www2.imm.dtu.dk/ “pch/Regutools/regutools.html.

Para estas pruebas utilizaremos las rutinas TIKHONOV, TGSVD y LS-
QI, incluidas en este paquete, las cuales ofrecen diferentes esquemas para
regularizar la solucién, y estan basadas en la descomposicién en valores sin-
gulares generalizados de (A,C).

TIKHONOV: Resuelve el problema  min,{||Az — b|| + A||Cz||}.

TGSVD: Resuelve el problema  min, ||Axz — b||, donde Ay, es una apro-
ximacién a A con rank(Ax) = k.

LSQI: Resuelve el problema

min ||[Az — b|| sujeto a ||L(z — zp)|| < A,

donde x( es una aproximacion a la solucion.
En estos problemas, A, k y A juegan el papel de parametros de regulari-
zacion.
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Notese que la rutina LSQI usa la misma técnica de regularizacién que
el método propuesto (MP) en este trabajo, y a pesar de tener restricciones
sobre la matriz C, ya que exige que p sea menor que n, la forma de resolver
el problema es muy similar a la usada en MP. Por esta razén, las primeras
pruebas, fueron realizadas para comparar MP con LSQI.

Los experimentos realizados, pueden dividirse en dos categorias:

I) Pruebas de comparacién con la rutina LSQI, usando problemas generados
aleatoriamente.

IT) Pruebas de comparacién con todas las rutinas de Regularization Tools,
usando problemas reales, tomados de la literatura en el area.

En las pruebas (I) se generaron, de manera aleatoria, problemas en forma
estdndar y problemas en forma general, mientras que para las pruebas (II) se
tomaron algunos problemas reales, de mediana escala, los cuales son clasicos
en el area de regularizacion, y estan disponibles en el paquete de regularizacién
de Hansen [10], entre ellos: blur, deriv2, foxgood, heat, ilaplace, y otros.

3.1 Resultados

Todas las pruebas fueron realizadas con datos sintéticos, en un microcompu-
tador Pentium IV, a 2.8GHz, exigiendo a los métodos una precisién de 1078, o
un maximo de 50 iteraciones para los métodos iterativos. Estas pruebas fueron
disenadas para medir la precisién de cada rutina, y el nimero de operaciones
requerido para lograr dicha precisién.

En la Figura 1 se muestra el resultado de resolver problemas en forma
estandar para diferentes valores de n. En la misma podemos ver el compor-
tamiento de la rutina LSQI y la del método propuesto MP, a medida que el
problema crece.

La parte (a) de esta figura muestra el comportamiento de ambas rutinas,
de acuerdo al error relativo en la solucidn, y la parte (b) de acuerdo al nimero
de operaciones en punto flotante. Como podemos apreciar, el error relativo
en la solucién para la rutina MP es mayor, a pesar de mantenerse dentro de
la tolerancia exigida. Con respecto al nimero de operaciones, es notable la
ventaja de la rutina MP sobre la rutina LSQI.

La Figura 2, muestra como el comportamiento con respecto a la precisién
cambia cuando se resuelven problemas en forma general. Para esta prueba se
seleccioné la matriz C' como una tridiagonal, simétrica y positivo-definida.
Podemos ver en esta figura, que la rutina LSQI no sélo pierde precision,
sino que ademds no satisface la tolerancia exigida de 1078, Con respecto al
nimero de operaciones, la situacién sigue siendo la misma, la rutina LSQI
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Ix =[xl

flops

Figura 1: Comparacién numérica de los métodos MP y LSQI sobre proble-
mas en forma estandar.

duplica el nimero de operaciones de MP.

En la segunda parte de estas pruebas, comparamos el método propuesto (MP)
con las otras rutinas de regularizacién disponibles en Regularization Tools [10].

Ademas de estas rutinas de regularizacién, hemos anadido la rutina LSQR,
la cual resuelve el problema de minimos cuadrados usando la descomposicién
QR de la matriz A, sin utilizar la técnica de regularizacién. Los problemas
seleccionados fueron propuestos por Hansen [10] para evaluar métodos de
regularizacién. Los resultados obtenidos con respecto al error relativo en la
solucién y el niimero de operaciones en punto flotante, se muestran en la Tabla
1. En la primera columna de la tabla se nombra cada problema junto con su
dimensioén entre paréntesis.

Tal como se refleja en la Tabla 1, en la mayoria de los casos, la solucién
hallada por LSQR es completamente errénea. De alli 1a necesidad de utilizar
una técnica de regularizacién para resolverlos. También podemos ver en esta
tabla, que las rutinas TIKHONOV y LSQI resuelven los problemas con gran
precisién, generando soluciones dentro de la tolerancia exigida. Los resultados
de TGSVD se deben principalmente a que esta rutina es fuertemente depen-
diente del pardmetro de regularizacién k. En este trabajo se tomé k = n,
considerando la descomposicién completa en valores singulares de la matriz
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x10° m>n=p, di0, C>0(SPD), (a)
5 ; ; T
at ]
=
= 3r N
B
ool ]
=
1L ]
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x10° m>n=p, di0, C>0(SPD), (b)
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Figura 2: Comparacién numérica de los métodos MP y LSQI sobre proble-
mas en forma general, con C' tridiagonal y positivo definida.

A, lo cual no garantiza la calidad del resultado. La escogencia 6ptima de éste
pardmetro requiere de un anélisis previo para cada problema y el paquete de
regularizacién de Hansen [10] provee herramientas para este tipo de analisis,
el cual esta fuera del alcance de este trabajo.

Cabe hacer notar que el método propuesto en este trabajo (MP), no sélo
resuelve estos problemas mal condicionados con una gran precision, tal como
puede verse en la Tabla 1, sino que ademdas mantiene su ventaja con respecto
al nimero de operaciones (ver Tabla 2).

Un ultimo experimento se disend para comparar las rutinas TIKHONOV,
LSQI y MP en la resolucién de problemas mal condicionados y perturbados. En
estas pruebas perturbamos el lado derecho b, de tal manera que b = b+ o * ¢,
con e representando un ruido aleatorio, y ¢ el orden de la perturbacién. Los
resultados obtenidos se muestran en la Tabla 3.

Los tres primeros renglones de la Tabla 3 presentan resultados sobre proble-
mas donde las componentes del lado derecho se han perturbado en el octavo
digito. Como se puede apreciar, la precisién de las rutinas TIKHONOV y LSQI
se afecta notablemente con la perturbacién.

Para observar el comportamiento de las rutinas a medida que aumenta la
perturbacién o, seleccionamos el problema ”ilaplace”, con C' = trid(—1,2, —1),
que corresponde a la discretizacién de la segunda derivada. Los resultados se
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Problema LSQR TIKHONOV TGSVD | LSQI MP
blur(100) 1,4%«10~15 | 3,8%10~ 1% [ 6,7%«10° T | 3,810~ 1% [ 5,710~ 10
deriv2(10) | 4,9%107% | 6,4%107™ | 1,5%107" | 6,4%107* | 5,3x10715
foxgood(20) | 6,1 101 | 3,1 %1072 | 8,4%107* | 3,8% 1079 | 2,1x1010
heat (50) 1.8%«1078 | 1,5%10713 | 8,8+1072 | 5,8+ 1078 | 1,2x10~10
shaw(20) 37%1071 | 1,6 %1078 | 1,0«107%* | 2,2%107° | 4,910
shaw(500) 1,510 | 1,5%1078 | 3,7%10" | 4,4%1071° | 6,7%x10~ !
wing(15) 6,8%10° | 1,2%107° | 81%10% | 9,5%1079 | 3,610~
Tabla 1. Error relativo en la solucién
Problema LSQR TIKHONOV TGSVD LSQI MP
blur(100) 5578230 | 36774212 | 36026348 | 36772611 | 17594531
deriv2(10) | 10991 43241 41575 43080 22013
foxgood(20) | 74781 273805 264789 277575 178402
heat (50) 1062951 | 4381363 4277141 | 4427049 | 2523334
shaw(20) 74781 272771 263681 275533 188659
shaw(500) | 10° 4,2 % 10° 4,1%10° | 4,2%10° | 2,4%10°
wing(15) 33286 120486 116135 121921 79518
Tabla 2. Niimero de operaciones
[ Problema [ o | TIKHONOV | LSQI | MP \
deriv2(20) 1078 1,5%10°% 6,4%1073 | 1,6 + 107
foxgood(20) | 1078 2,2% 1072 9%1071 | 3.8«10°10
shaw(50) 1078 3,3% 1072 8,2%1073 | 1,6 x 10°
ilaplace(50) | 10716 | 44%107° 471079 | 2,9% 1077
ilaplace(50) | 10~8 ,2190 3,6x107" | 1,1x1078
ilaplace(50) | 10~4 2,4 %103 ,7093 2,7%107°
ilaplace(50) | 1073 1,7 * 10* , 7102 4.8 %104

Tabla 3. Precisién Vs. Perturbacion

muestran en los cuatro ultimos renglones de la Tabla 3.

Es claro que el mal condicionamiento de estos problemas, hace que las
rutinas sean sensibles a pequenas perturbaciones, y puede observarse la forma
en la que las rutinas TIKHONOV y LSQI van degradando su precisién a medida
que se incrementa el orden de la perturbacion.

La rutina MP también es afectada por las perturbaciones, sin embargo,
siempre logra hallar una aproximacién del mismo orden de la perturbacién.
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Esto se debe principalmente a que este método maneja mas informacién acer-
ca de la solucion, que los otros métodos, y a que las transformaciones que
hace, estdn basadas en la matriz C' y no en la matriz A, y en este caso C
es simétrica, positivo definida y en banda, caracteristicas que benefician atin
mas el comportamiento del método.

Es importante senalar, que aunque las pruebas no fueron disenadas para
comparar requerimientos de memoria, el método propuesto (MP) tiene un alto
requerimiento de memoria, el cual llega a ser de orden (5n2) en algunos casos.
Este ntimero es por lo menos tres veces mayor que el requerido por las rutinas
de Regularization Tools.

4 Conclusion

En este trabajo se ha propuesto un método para resolver el problema de
minimos cuadrados con restriccién cuadratica, y se han expuesto las bases
tedricas sobre las cuales se fundamenta el método.

Las pruebas realizadas son concluyentes, y nos permiten afirmar que el
método propuesto es suficientemente robusto como para alcanzar una buena
aproximacién a la solucién, aun en presencia de perturbaciones. Algunas ven-
tajas de este método con respecto a las rutinas de regularizacién del paquete
Regularization Tools son:

1) No estd ligado fuertemente al pardmetro de regularizacién A, aunque una
escogencia apropiada del mismo garantiza una rapida convergencia.

2) Puede resolver problemas perturbados, con bastante precisién.

3) No tiene restricciones sobre las dimensiones, estructura, o caracteristicas
de la matriz C.

4) No requiere de la descomposicién en valores singulares, y por lo tanto,
disminuye el costo computacional.

La principal desventaja del método es su requerimiento de memoria, el
cual lo restringe a resolver problemas de pequena y mediana escala.
Los resultados obtenidos son un estimulo para continuar investigando este
método, razén por la cual se propone, como continuaciéon de este trabajo
una comparacion con métodos actuales de optimizacién, el estudio de una
implantacién basada en productos Matriz-vector, a fin de disminuir los reque-
rimientos de memoria y usarlo para problemas de gran tamano.
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