Divulgaciones Matemadticas v. 5, No. 1/2 (1997), 3—-10

Generadores de Algebras
Universales Libres

Generators of Free Universal Algebras

Hernando Gaitén *
Departamento de Matematicas. Facultad de Ciencias.
Universidad de Los Andes. Mérida. Venezuela.
(e-mail: gaitan@@ciens.ula.ve)

Resumen

En esta nota se da una forma general de hallar el dlgebra libre
sobre un conjunto finito en una variedad de dlgebras universales
generada por un ndmero finito de sus miembros finitos.
Palabras y frases clave: variedad, reticulo, algebra subdirec-
tamente irreducible, teoria de la dualidad.

Abstract

In this note a general method is given for finding the free algebra
over a finite set in a variety of universal algebras generated by a
finite number of their finite members.

Key words and phrases: variety, lattice, subdirectly irre-
ducible algebra, duality theory.

1 Introduccion

El Teorema de representacién subdirecta de Birkhoff nos dice que cada varie-
dad A coincide con ISIP(Ay;) donde As; es la clase de elementos subdirecta-
mente irreducibles de A e I, S, IP son los operadores “formacién de isomorfis-
mos, subdlgebras y productos directos” respectivamente. En otras palabras,
cada &dlgebra de la variedad A es isomorfa a una subédlgebra de un producto
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directo de elementos de Ag;. En este trabajo consideraremos variedades A
para las cuales Ag; es un conjunto finito de dlgebras finitas, digamos

Asi ={P1, Ps,... ,Pp}.

Sea X = {x1,22,...,2,} un conjunto de n variables. Una de las conse-
cuencias de la teoria de la dualidad de Werner-Davey-Priestley es el hecho de
que el dlgebra libre F' A(X ) sobre A con n generadores es isomorfa al conjunto
de todas las funciones f de la unién disjunta de las potencias P en la unién
disjunta de los P; tales que f(P]*) C P; y que preservan un conjunto R de
“relaciones algebraicas”, relaciones éstas que determinan una dualidad para
A. A manera de ejemplo, para la variedad B de las algebras Booleanas, R = ().
Para la variedad D de los reticulos distributivos, R = {<}. En el caso en que
k = 1, ya Birkhoff en 1930 habia notado que FA(X) es una subalgebra de
PP", donde Ay = {P} (ver [5] y para el caso particular k = 1, [3]). Para
la terminologfa y los conceptos bdsicos de dlgebra universal ver [1]. En es-
ta nota presentamos n funciones de las mencionadas arriba que sirven como
generadores del algebra libre F' A(X ), con total desconocimiento de conjunto
alguno R de relaciones que determinen una dualidad para A. Més atn, estas
funciones podrian ser ttiles en la biisqueda de un conjunto apropiado R de
relaciones que arrojen una dualidad para una variedad con un nimero finito
de algebras subdirectamente irreducibles.

2 Funciones Generadoras

Sea * un simbolo para una operacién de m argumentos del tipo de las dlgebras
de A. En el conjunto

P {f U P U P| f(PCP 1zk}

interpretamos * de la siguiente forma: si fi,...f, son elementos de P, en-
tonces dado @ € <U<sz'n hay un tnico ig, 1 < ig < k, tal que a € Pry
1<i

P (fiyee s fm)(@) = #P0 (f1(@),- .., fm(@)).

Afirmamos que la subéalgebra de P generada por las proyecciones

m: U P"— U P, m7ia)=a;
J 1<i<k [ 1<i<h 19 ](_\) J

donde @ = (a1,...,a,), es isomorfa a F'4(X). Para ver esto es suficiente
verificar que el homomorfismo

p:FpA(X) — P
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dado por
¢(@:)(a) = ai,

es inyectivo. En efecto, sean 35, t € FA(X). Aqui, s y t son términos del tipo
de las algebras de A sobre X. Entonces

e(t) = ¢(3) = te@1),... ., o@Tn)) = s(p(@1), ... ,0(Tn))
= tp(@1), - 9(@a))(@) = s(p(F1), ., p(Tn))(@) Vae U P!
= t(@)=s@) VaeP' Vi 1<i<k o
= AEt(r,...,2n) = s(z1,...,2,)
= =35 en FA(X)

Muchas variedades de dlgebras universales son de la forma HSIP(A) donde
H es el operador “formacién de imdgenes homomérficas” y A es un dlgebra
finita tal que todos los elementos subdirectamente irreducibles de la variedad
pertenecen a HS(A), es decir son imdgenes homomdrficas de subdlgebras de
A. (Debido al Lema de Jénsson este es el caso si se trata de dlgebras que
tienen como reducto un reticulo distributivo, o més general, si la variedad
es distributiva para congruencias. Ver [5] p. 149). En este caso, una ligera
modificacién del argumento previo nos lleva a concluir que

Tt A" —= A, mi(a)=a;, 1<j<n

generan el dlgebra libre. Si A mismo es subdirectamente irreducible, el tamano
de las listas a manipular se simplifica significativamente como se verd en el
ejemplo siguiente.

3 Un ejemplo

Consideremos la variedad Doz de Q-reticulos (ver [2]). El tipo de los Q-
reticulos es {V,A,0,1,/}; V y A (unién e interseccién respectivamente) son
simbolos para operaciones en 2 argumentos; 0 y 1 (minimo y méximo) son
simbolos para operaciones sin argumentos y 3/ (cuantificador) es simbolo para
una operacion en un sélo argumento. Los Q-reticulos tienen como reducto un
reticulo distributivo con méximo y minimo de tipo {V, A,0,1}. Los elementos
subdirectamente irreducibles de Dgs son
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D10 : i

D01 : E
)
DQO : D02 : 4
2 3
1
con 17 definido por la prescripciéon

v(a) = el minimo del reticulo si a es el minimo,
el méaximo del reticulo en cualquier otro caso.

Doz = ISP({ Doz, Do }) pues D1g y Doa son isomorfos a subdlgebras de Dys.
Miés atn, Doz = HSP(Dg2) (D19, Do1 son subdlgebras de Doy y Do es una
imagen homomérfica de Dys).

En [5] se determina que un conjunto de 11 relaciones (8 subdlgebras maxi-
males de D32, v 3 endomorfismos de Do) determinan una dualidad para Dos.
El célculo de F'p  (2) por el método de verificar si una funcién f : D3, — Doz
dada satisface o no cada una de estas once relaciones luce bastante dispendio-
S0 & mano y para nosotros, neéfitos en computacién, atin con un computador.
Para tener una idea de la magnitud de los calculos, precisamos aqui, qué signi-
fica que una funcién f : D2, — Dyga preserve una relacién M (para el caso que
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nos ocupa, subalgebra de D3,). Primero que todo, jcudl es la interpretacién
de M en D32,? La natural:

((a,b),(c,d)) e M < (a,c) e My (b,d)e M.

En otras palabras, M se extiende puntualmente a cualquier potencia de
Dgo. Ahora, que f preserve M significa que

((a,0), (¢;d)) € M = (f(a,b), f(c,d)) € M.

Sin embargo, es facil implementar el cdlculo de estas funciones usando las
funciones generadoras

z7 = [11111222223333344444555505]
22 = [1234512345123451234512345]

Aqui por supuesto, se identifica la funcién con el conjunto de las preima-
genes de los elementos de su dominio, en un orden arbitrario pero predetermi-
nado. Aprovechamos aqui para senalar que nuestro célculo del algebra libre
Fp, (2) sobre la variedad generada por Dy, difiere del dado en [5]. Nosotros
obtenemos que el cardinal de esta algebra es 20. A continuacién presentamos
la entrada y salida de un programa en el lenguaje MAPLE que nos da la lista
de los elementos de Fp_ (2).

>mt:=proc(i,j) if {i,j}={2,3} then 1 else min(i,j) fi end:
>mts:=(z,w)->[seq(mt(z[i],w[i]),i=1..25)]:

>jt:=proc(i,j) if {i,j}={2,3} then 4 else max(i,j) fi end:
>jts:=(z,w)->[seq(jt(z[il,w[i]),i=1..25)]:

>nb:=proc(i) if i=1 then 1 else 5 fi end:
>nbs:=z->[seq(nb(z[i]),i=1..25)]:

>x1:=[1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4,5,5,5,5,5] :
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>x2:=[1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5] :
>c0:=[1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]:
>c1:=[5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5] :

>F:=proc(8) local x,y,T;
>T:=S;

>for x in S do

> for y in S do

> T:=T union {mts(x,y)};
> T:=T union {jts(x,y)};

>end:

>G:=proc(S) local x, T;
>T:=S;

> for x in S do

> T:=T union {nbs(x)}:
> od;

>T;

>end:

>S:={x1,x2,c0,cl1}:
>flag:=1:

>while flag<>0 do
> N:=nops(S):

> S:=F(8):

> S:=G(8):

> flag:=nops(S)-N:
>od:

>for x in S do print(x) od;
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[1,1,1,1,1,2,2)22/2/3/3,3.3,3,4,4,4,4,45555,5]
[1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3.4,5,1,2,3 /4,5
t111111,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1]
[5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5]
[1,2,3,4,5,2,2,4,4,5,3,4,3,4,5,4,4,4,4,5,5,5,5,5,5]
1,1,1,1,1,1,2,1,2,2,1,1,3,3,3,1,2,3,4,4,1,2,3,4,5]
[1,2,3,4,5,2,5,5,5,5,3,5,5,5,5,4,5,5,5,5,5,5,5,5,5]
[1,1,1,1,1,2,2/44,5,3,4,3,4,5,4,4,4.4.555,55,5]
[1,2,3,4,5,1,2,44,51,4,3,4,5,1,4,44.51,555,5]
1,1,1,1,1,1,2,4,4,5,1,4,3,4,5,1,4,4,4,5,1,5,5,5,5]
1,1,1,1,1,1,2,1,4,5,1,1,3,4,5,1,4,4,4,5,1,5,5,5,5]
[1,2,3,4,5,2,5,4,5,5,3,4,5,5,5,4,5,5,5,5,5,5,5,5,5]
1,1,1,1,1,1,5,1,5,5,1,1,5,5,5,1,5,5,5,5,1,5,5,5,5]
[1,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5]
[1,5,5,5,5,1,5,5,5,5,1,5,5,5,5,1,5,5,5,5,1,5,5,5,5]
[1,1,1,1,1,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5]
1,1,1,1,1,1,2,1,2,2,1,1,3,3,3,1,4,4,4,4,1,5,5,5,5]
1,1,1,1,1,2,5,4,5,5,3,4,5,5,5,4,5,5,5,5,5,5,5,5,5]
1,1,1,1,1,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,4,4,4,5,1,5,5,5,5]
1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,1,3,3,3,3,1,4,4,4,4,1,5,5,5,5]
[1,5,5,5,5,2,5,5,5,5,3,5,5,5,5,4,5,5,5,5,5,5,5,5,5]
1,1,1,1,1,2,5,2,5,5,3,3,5,5,5,4,5,5,5,5,5,5,5,5,5]
[1,1,1,1,1,1,2,2,4,5,1,3,3,4,5,1,4,4,4,5,1,5,5,5,5]
[1,2,3,4,5,1,5,4,5,5,1,4,5,5,5,1,5,5,5,5,1,5,5,5,5]
[1,1,1,1,1,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3.4,5,1,2,3,4,5]
[1,2,3,4,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5,5]
1,1,1,1,1,1,2,1,4,5,1,1,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5]
[1,2,3,4,5,1,5,3,5,5,1,2,5,5,5,1,5,5,5,5,1,5,5,5,5]
1,1,1,1,1,1,5,5,5,5,1,5,5,5,5,1,5,5,5,5,1,5,5,5,5]
1,1,1,1,1,1,5,4,5,5,1,4,5,5,5,1,5,5,5,5,1,5,5,5,5]
1,1,1,1,1,1,5,3,5,5,1,2,5,5,5,1,5,5,5,5,1,5,5,5,5]
1,1,1,1,1,1,5,2,5,5,1,3,5,5,5,1,5,5,5,5,1,5,5,5,5]
1,1,1,1,1,2,2,2,4,5,3,3,3,4,5,4,4,4,4,5,5,5,5,5,5]
[1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,2,3,4,5,1,4,4,4,5,1,5,5,5,5]
1,1,1,1,1,2,5,5,5,5,3,5,5,5,5,4,5,5,5,5,5,5,5,5,5]
[1,2,3,4,5,1,5,5,5,5,1,5,5,5,5,1,5,5,5,5,1,5,5,5,5]

Las listas a manipular, si se usa Dog U Dag, tienen 4% + 52 = 41 entradas
y por supuesto el resultado es el mismo.
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