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Resumen

En este articulo se estudian las series de Fourier en el circulo
y la transformada de Fourier de funciones reales infinitamente
diferenciables con todas sus derivadas rapidamente decrecientes.
También se dan ejemplos de algunas de las aplicaciones méas im-
portantes del andlisis de Fourier a varias ramas de la matemaética
y de la fisica.
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Abstract

In this article we study the Fourier series in the circle and the
Fourier transform of infinitely diferentiable real functions with
all its derivatives rapidly decreasing. We also provide examples
of some of the most important aplications of Fourier analysis to
several branches of mathematics and physics.
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1 Introduccion

La idea bésica de las series de Fourier es que toda funcién periédica de periodo
T puede ser expresada como una suma trigonométrica de senos y cosenos del
mismo periodo T'. El problema aparece naturalmente en astronomia, de hecho
Neugebauer (1952) decubrié que los Babilonios utilizaron una forma primitiva
de las series de Fourier en la prediccién de ciertos eventos celestiales.

La historia moderna de las series de Fourier comenz6 con D’Alembert
(1747) y su tratado de las oscilaciones de las cuerdas del violin. El desplaza-
miento u = u(t, z) de una cuerda de violin, como una funcién del tiempo ¢ y
de la posicién z, es solucién de la ecuaciéon diferencial

u  d%u
Cu_ZY 450 0<az<1
o2 or2 ’ T

sujeto a las condiciones iniciales u(t,0) = u(¢,1) = 0 para t > 0, %(0, x)=0
para 0 < = < 1. La solucién de este problema es la superposicién de dos
ondas viajando en direcciones opuestas a la velocidad 1, como lo expresa la
férmula de D’Alembert:

1 1
en la cual f es una funcién impar de periodo 2 que se anula en los puntos

x=0,%1,£2,... Euler en 1748 propuso que tal solucién podia ser expresada
en una serie de la forma

flx) = Z f(n) sin nmz,

n=1

y como consecuencia
o0
u(t,x) = Z f(n)cosnrt sinnmwx.
n=1

Las mismas ideas fueron luego expuestas por D. Bernoulli (1753) y Lagrange
(1759). La férmula

f(n) = 2/01 () sinnra dz

para calcular los coeficientes aparecié por primera vez en un articulo escrito
por Euler en 1777.
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La contribucién de Fourier comenzé en 1807 con sus estudios del problema
del flujo del calor

ou  10%u

ot 20x2’
presentado a la Académie des Sciences en 1811 y publicado en parte como
la célebre Théorie analytique de la chaleur en 1822. Fourier hizo un intento
serio por demostrar que cualquier funcién diferenciable puede ser expandida
en una serie trigonométrica. Una prueba satisfactoria de este hecho fue dada
por Dirichlet en 1829. Riemann también hizo contribuciones importantes al
problema.

Modernamente el analisis de Fourier ha sido impulsado por mateméticos
de la talla de Lebesgue, Hardy, Littlewood, Wiener, Frobenius, Selberg, Weil
y Weyl entre otros.

En este articulo se estudian los fundamentos tedricos de mayor relevan-
cia de las series y transformadas de Fourier y se presentan algunas de sus
aplicaciones.

2 Espacios de Hilbert

Definicién 1. Un espacio euclideo es un espacio vectorial complejo H junto
con una funcion que asocia a cada par ordenado de vectores x,y € H un
nimero complejo (x,y), llamado producto interior de x e y, de manera tal que
se verifican las siguientes propiedades:

. (z,y) = (y,x), (la barra denota conjugacién compleja,).

~

2. (x+vy,2) = (z,2) + (y, 2), para todo z,y,z € H.

3. (az,y) = a(z,y), para todo z,y € H y para todo escalar c.

4. (z,2) >0, para todo x € H.

5. (x,2) =0 sdlo si x = 0.

En virtud de la propiedad 4 podemos definir la norma de un vector x de
H mediante la férmula ||z|| = v/(z, ). Se satisfacen las siguientes relaciones:

1. Desigualdad de Schwarz. Para todo x,y € H, |(x,y)| < ||z||||y].

2. Desigualdad triangular. Para todo z,y € H, ||z + y|| < |lz]| + ||y]|.

Si definimos la distancia entre = e y mediante d(z,y) = ||z —y/|| tenemos ahora
que H es un espacio métrico.
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Definicién 2. Un espacio euclideo H recibe el nombre de espacio de Hilbert
st toda sucesion de Cauchy converge en H, es decir, si H es completo con la
métrica inducida por el producto interno.

Definicién 3. Sea H un espacio de Hilbert. Si (xz,y) = 0 para ciertos x,y €
H decimos que = es ortogonal a y. Como (z,y) = 0 implica que (y,z) =
0 tenemos que la relacion de ortogonalidad es una relacion simétrica. Un
conjunto de vectores u,, en H, donde o recorre algin conjunto de indices A, se
llama ortonormal si se satisfacen las relaciones de ortogonalidad (uq,us) =0
para todo o, 8 € A con a # 3, y si estd normalizado de modo que ||us|| = 1
para cada o € A. En otras palabras, {us} es ortonormal si

( )= 1, sia=p
Yo 4B/ = 0, sia#0.

Si {uq : a € A} es ortonormal, asociamos a cada € H una funcién
compleja & sobre el conjunto de indices A, definida mediante

(o) = (z,uq) (€ A).

Los ntimeros &(«a) se llaman los coeficientes de Fourier de x relativos al con-
junto {uq}.

Los cuatro teoremas siguientes establecen algunas de las propiedades mas
importantes de los conjuntos ortonormales y los coeficientes de Fourier en
espacios de Hilbert. Las demostraciones pueden verse en [2] o [3].

Teorema 1. En un espacio de Hilbert todo conjunto ortonormal es lineal-
mente independiente.

Teorema 2. Sea H un espacio de Hilbert. Supongamos que {u, : o € A}
es un conjunto ortonormal con A a lo sumo numerable. Entonces para todo
x € H se satisface la siguiente desiqualdad:

Z\fn(a)F < ||z||> (Desigualdad de Bessel)
a€A

Algunos autores requieren en la definicién de espacio de Hilbert que el
espacio sea de dimension infinita y separable, i.e., se requiere la existencia de
un subconjunto numerable denso en H. Bajo estas hipotesis puede demos-
trarse la existencia de un subconjunto ortonormal maximal que es a lo sumo
numerable. Los conjuntos ortonormales maximales se llaman frecuentemente
conjuntos ortonormales completos o bases.
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Teorema 3. Sea {uy : a € A} un conjunto ortonormal en H con A numera-
ble. Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. {uqa} es un conjunto ortonormal mazimal en H.

2. El conjunto de todas las combinaciones lineales finitas de elementos de
{ua} es denso en H.

8. Para todo x € H, ||z|* =3 c4l2(a)* (Identidad de Plancherel).

4. Sixz,y € H, entonces (x,y) = Y ca T()j(a) (Identidad de Parseval).

Teorema 4 (Teorema del isomorfismo). Si uj,ug,... es una base en H
entonces la aplicacion x© +— Z(n) es un isomorfismo entre H y el espacio lo
formado por el conjunto de todas las sucesiones de cuadrado sumable.

Este tltimo teorema establece que todos los espacios de Hilbert de dimen-
sién infinita que posean una base ortonormal numerable son isomorfos.

3 Geometria de L(I)

El espacio L2(I) se define como la clase de todas las funciones complejas

medibles definidas en el intervalo I C R que satisfacen ([,|f |2)1/2 < oo. Para
f,g € L%(1), definimos

<ﬁ@=¢j@ (1)

Observe que

(o) < [15a1= [1fllal < [ F07F +1P) < o0

y por lo tanto, la férmula 1 define un nimero complejo. Es facil verificar que
la férmula 1 define un producto interno en L2(I) y que, con la norma inducida
por dicho producto interno L2(I) es un espacio métrico completo, es decir,
L2(I) es un espacio de Hilbert de acuerdo con la definicién 2. Si A y B son
subintervalos disjuntos de I entonces

(x4,xB) Z/XAX_BZ/XAmB =0
I I

donde x4 y xp son las funciones caracteristicas de los conjuntos A y B,
respectivamente. En consecuencia existe un conjunto ortogonal infinito, lo
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cual implica, en virtud del teorema 1, que L?(I) es de dimensién infinita.
Puede también probarse que el conjunto formado por todas las combinaciones
lineales finitas de funciones caracteristicas de subintervalos de I con extremos
racionales es un subconjunto denso y numerable de L2(I). En otras palabras,
L2(I) es un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita. Probemos
ahora el siguiente

Teorema 5. Existe un subconjunto ortonormal numerable tal que todas las
combinaciones lineales finitas de miembros de dicho conjunto es denso en
L2(1), i.e., L2(I) posee una base numerable.

Demostracién. Puesto que L2(I) es separable, podemos encontrar un con-
junto numerable de funciones fi, fa,..., fu,... que es denso en L2(I). Si la
funcién f,, puede ser expresada como una combinacién lineal compleja de las
funciones fi, fa,..., fn_1, entonces la eliminamos de nuestro conjunto den-
so numerable. Asi continuamos con nuestro proceso y el conjunto restante,
que también es denso y numerable, lo enumeramos como g1, g2, 93 . ... Ahora
aplicamos el proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt para construir una
familia ortonormal la cual evidentemente serd una base para L2(I). O

Como consecuencia del teorema 4 (teorema del isomorfismo) tenemos que
la aplicacién f — f(n) =(fygn) = fI /G define un isomorfismo de espacios
de Hilbert entre L2(I) y el espacio I de todas las sucesiones de cuadrado
sumable.

4 Funciones de cuadrado sumable en el circulo
y sus series de Fourier

En esta seccién nos concentraremos en el espacio L2(S?), donde S! denota
la circunferencia unidad. El espacio S! puede interpretarse como el intervalo
unidad 0 < z < 1, con los extremos 0 y 1 identificados. Las funciones definidas
en S' pueden verse como funciones de variable real periédicas de periodo 1,
i.e., funciones que satisfacen f(x + 1) = f(x), para 0 < z < 1. El espacio
L2(SY) es el espacio de Hilbert de todas las funciones complejas medibles f
definidas en S' que satisfacen

1 1/2
||f||=</0 |f|2) <o
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En este espacio el producto interno estd definido por

1
(f.g) = /0 F(@)7(@) da.

Es claro que L?(S!) es canénicamente isomorfo a L?(I). El principal re-
sultado referente a este espacio es el siguiente teorema:

Teorema 6. La familia de funciones definidas por

en(z) = 2™ = cos(2mnx) + isin(2wnx)

forman una base ortonormal para L2(S'). En consecuencia, toda funcion
f € L2(SY) puede ser expandida mediante una serie de Fourier en la forma

f@) = 3 fmen.

con coeficientes
1 1
n — en) = o= —27rnxd )
fo = (e = [ 7= [ pe=eaa

De acuerdo con el teorema 4, la aplicacion f — f es un isomorfismo entre
L2(SY) y L3(Z) y por lo tanto tenemos la identidad de Plancherel,

IF13=">_ If(m)*.

n=—oo

Lema 1. Si f € L(SY), entonces f'(n) = = f(n).

2min
Demostracién. f'(n) = fol f'(z)e=?™® dz. Integrando por partes obtene-
mos que f'(n) = e’z’rimf(x)hl) - fol f(z)e~ 2" (—27in) do = 2rinf(n) O
5 Transformadas de Fourier

Las funciones de Schwartz son aquellas funciones definidas en R que son infini-
tamente diferenciables y rapidamente convergentes a cero. Mas formalmente.
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Definicién 4. Una funcién f se llama funcién de Schwartz si f € C°(R)
y lim oo (1 + xQ)kf(p) = 0, para todo par de enteros no negativos k y p.
En nuestra notacion, f© = f. Equivalentemente, f es una funcién de Sch-
wartz st lim ;| o P(z)f™(z) = 0 para todo entero no negativo n y para todo
polinomio P(x).

El conjunto formado por todas las funciones de Schwartz se denota por
S(R). Evidentemente S(R) C L}(R) N L%(R). Puede probarse ficilmente
que S(R) es denso en L}(R) y en L2(R).

Definicién 5. Para f,g € S(R), definimos
fo) = [ 1) exp(-2rinay) de (2)
f@) = [ 1) exp(zming) dy 3)

La ecuacién (2) es llamada la transformada de Fourier de f, y la (3)
la transformada inversa de Fourier de f. El siguiente teorema resume los
resultados mas importantes respecto a las transformadas de Fourier.

Teorema 7.
1. La aplicacion f — f es lineal y biyectiva de S(R) en st mismo.
2. }A: f, para toda f € S(R),
3. |I£llz = lIfllz, para toda f € S(R).

Definicién 6. Para f,g € L'(R), definimos la convolucién de f y g mediante

(fog)(x) = / f(& - 1)g(y) dy.

Es fécil probar que ||f o g|1 < ||fll1]lgll1 ¥ por lo tanto la convolucién
define un producto en L'(R).

La integral de Fourier puede definirse mediante (2) para funciones en
LY(R). Sus principales propiedades vienen dadas en el siguiente teorema.

Teorema 8. Para cualquier funcién f en L'(R) la transformada de Fourier

foy) = / (@) exp(—2minz) dz

existe como una integral de Lebesque ordinaria y satisface las siguientes pro-
piedades:
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L If oo < I
2. feC(R).
3. limpy o0 f(7) = 0.

— ~

4- (fog)=f3.
5. szsiyso’losisz.

6 Aplicaciones

El poder extraordinario y la flexibilidad de las series y transformadas de Fou-
rier se ponen de manifiesto en la asombrosa variedad de las aplicaciones que
ellas tienen en diversas ramas de la matematica y de la fisica matematica, des-
de teorfa de niimeros y geometria hasta mecanica cuantica. En esta seccion
presentamos algunas de las mas importantes aplicaciones del andlisis de Fou-
rier. Comenzamos dando una hermosa y elegante solucién al que demostréd
ser uno de los mas complejos problemas de la geometria plana: el famoso
problema isoperimétrico.

6.1 El problema isoperimétrico

Teorema 9. Si C es una curva cerrada simple de clase C' y de longitud
1, entonces el drea A encerrada por C satisface la desigualdad A < ﬁ. La
tgualdad se satisface si y solo si C es una circunferencia. En consecuencia,
entre todas las curvas cerradas simples de longitud 1 la que encierra mayor
drea es la circunferencia.

Demostracién. Supongamos que la curva C estd parametrizada en la forma
(z(t),y(t)), donde el pardmetro ¢ representa la longitud de arco. En virtud
del teorema de Stokes

1
A= l/ (xdy —ydr) = l/ (zy — y) dt
2 Jac 2 Jo
1, s .
= 5(( 1, — (9,2)1,)  (Parseval)
= % Z(;@ — &) (n) = > imn(Ej — &) (n) (En virtud del lema 1)
nez nez

= Z imn2iIm(2(n)g(n)) = —2r Z nIm(2(n)g(n)).

nez neEZ
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Por otra parte, puesto que la curva C tiene perimetro 1, tenemos que:

1
1:/0(a’c2+y'2>:||fcub+||y||b Sl + i)

ne”Z
=Y 4mn*(|2(n)]* + [§(n)[*) = 47 Y n*(j&(n)]* + |9(n)]?).
neEZ nez
Luego,

! (i - A) = 37 [P+ 15P) + 20l (F)g(n))]

4
nez

Escribamos & = a + i3, §j = 7 + iJ, entonces

% (ﬁ - A) Z:Zn%a? + B2 + 4%+ 62) + 2n(ad — BY))
= [(na+68)> + (nB—7)*+ (n* = 1)(5* +1)] = 0.

Luego A < ﬁ, que es precisamente el drea encerrada por una circunfe-
rencia de longitud 1.

Supongamos ahora que se satisface la igualdad A = ﬁ y demostremos
que la curva C es una circunferencia. En efecto, si A = ﬁ7 entonces

37 [(na+6)% + (0 — 7)? + (n? = 1)(8% +4)] = 0.
n#0

Esta ultima relacién implica que si [n| > 2, entonces § = v = a = 3 = 0,
y si|n|] = 1, entonces a(jzl) = :1:5(:|:1) y B(£1l) = £y(£1). Por otra

parte a( ) = fo )cos(2mt) = a(—1), similarmente 5(1) =
Im(z = fo ) sin 27Tt) = —ﬂ( 1). Andlogamente, v(1) = y(—1) y
6(1 ) = —5(

Desarrollando las funciones z(t) y y(¢) en series de Fourier, obtenemos
entonces que:

x(t) = Z #(n)e?™™ = 2(0) + 2a(1) cos(27t) — 26(1) sin(2nt) (4)
neL

t) = Z §(n)e*™™ = §(0) 4 28(1) cos(2nt) 4 2a(1) sin(27t). (5)
nez
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Luego, de las ecuaciones (4) y (5) deducimos que:

(2(t) = 2(0))” + (y(t) = y(0))* = 4(a(1)* + B(1)*).

En otras palabras la curva C es una circunferencia. O

6.2 Temperatura de la tierra

Un problema sencillo pero muy interesante es el de calcular la temperatura
de la tierra a una profundidad x a partir de la temperatura de la superficie.
Describamos la temperatura de la superficie terrestre como una funcién f
periddica en el tiempo ¢t y de perfodo 1 (un afno). La temperatura u(t,x) en
el tiempo ¢ > 0 y profundidad = > 0 es también periédica en ¢ y es natural
asumir que |u| < ||f]le. Bajo estas circunstancias u(t, z) puede ser expandida
mediante una serie de Fourier para cada 0 < x < oo fijo como sigue:

u(t,x) = Z Cn(x)e?

nez

con coeficientes de Fourier

1
cn(x):/ u(t, x)e 2™ dt,
0

Sabemos que la funcién u satisface la ecuacién diferencial parcial

ou 1 (82u

53 @> (Ecuacién del calor).

Por lo tanto,

1 /592 1
o= / (—a Z) e~ 2mint gy — 2/ <_8u> e~ 2™t gt = Amine,,.
0 ox 0 ot

En otras palabras, los coeficientes ¢, satisfacen la ecuacién
¢ = [@nln) (1 £0)Pey,

tomando el signo positivo o negativo de acuerdo a sin > 06 n < 0. Por
otra parte, sabemos que ¢, (0) = fol f(t)e=?™ntdt = f(n). Resolviendo la
ecuaciéon, obtenemos que:

cn(x) = f(n) expl—(2n[n|)'/*(1 £ i)a],
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y por lo tanto resulta finalmente
u(t,z) = Z f(n) exp[—(27|n|)"/2z] exp[2mint F (2r|n|)*/ %iz].
neZ

Supongamos por ejemplo que la temperatura de la superficie viene dada
por una funcién sinusoidal simple f(¢) = sin(27t) (lo cual significa que la
temperatura anual media f(0) = fol f es cero). En este caso, la funcién u
vendra dada por:

u(t, z) = exp(—v/2mz) sin(2nt — V2rx).

Esta férmula nos dice que la temperatura a la profundidad =z = \/g queda
afectada por el factor e~™ y esta completamente fuera de fase con respecto a
las estaciones como lo indica la siguiente figura.

verano

-1/ 1/2
ult, /772

invierno

6.3 Evaluacion de series no triviales

La identidad de Plancherel puede usarse para evaluar algunas sumas infinitas
no triviales. Por ejemplo, demostremos que Zf;l n~? = 72/6. En efecto,
considérese la funcién f(r) = x definida en el intervalo cerrado [0,1]. El
n—ésimo coeficiente de Fourier de dicha funcién viene dado por:

1 1 ~
1 -0
/ rexp(—2minz)dr =<2 S? "
0 —(2min)~t, sin #0.

Por lo tanto, en virtud de la identidad de Plancherel, tenemos que
! 2 2 p2 1 2\—1 = 2
5= =P = 1A =k ety o

Despejando la suma de esta expresion, obtenemos que

- 11
Zn_z =271%(5 — ) =7?/6.
= 3 4
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Como un segundo ejemplo de este tipo, demostremos que

> nt=x/90.
n=1

En efecto, consideremos la funcién f(x) = 22 definida en el intervalo cerrado
[0,1]. El n—ésimo coeficiente de Fourier de dicha funcién es

f(n)—{%7 sin=0,

1 1 :
57 + 5ty sin# 0.

Luego |f(n)]? = o+ + %=. En virtud de la identidad de Plancherel
tenemos que

1 ! , .
5= | o exp(-2mina) do = |1 = | o)
0
11 1 I 1
R e Dt
n=1 n=1
De lo anterior obtenemos que

Z:1_24 1 1 17\ '
AT \5 79 226 ) 90

n=1

6.4 Desigualdad de Wirtinger

Teorema 10. Si f es una funcion continua definida en el intervalo cerrado
[a,b] con f(a) = f(b) =0, entonces

b—
1912 < (252) 171

donde la constante b% no puede ser mejorada.

Demostracién. Es suficiente probar la desigualdad en el intervalo [0,1/2].
En efecto, dada f € C([a,b]) sea h : [a,b] — [0,1/2] la funcidn lineal h(x) =
(z — a)/(2(b — a)), pongamos y = h(z) y definamos g(y) = (f o h™")(y).
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Entonces
b 1/2
[r@irde= [ lgw)P2o - 0 dy = 260 - a)lg(w)l3
a 0

1
<2(b-— a)mllg’(w\l%

b—a 1/2
- / 19/ dy
0

272
b—a [° ;o dx
=22 | 12(b —a)f'(2)] —a)

™

- (b‘a)2 17 @)l

Supongamos pues que f € C([0,1/2]) con f(0) = f(1/2) = 0. Extenda-
mos f a una funcién impar en [—1/2,1/2]. Entonces dicha extensién es una
funcién periédica de perfodo 1, i.e., f € L2(S') y por consiguiente,

1 oy = SIF P = 3 2minf (n)
7 Z
= S an? fn)? = 4n2 3| ()

n#0 n#0
= 47| f[I72s1)-

Observemos ahora que la igualdad se obtiene si y sélo si f (n) = 0 para todo
n tal que |n| > 1 lo cual implica que la funcién f(z) = c1€?™* 4 cye ™27 =
dy cos 2mx+da sin 27w satisface || f|| = 5= f|, i.e., la constante 1/27 no puede
ser mejorada. O

6.5 Solucién de ecuaciones diferenciales

Tal vez una de la propiedades mas importantes de las integrales de Fourier es
que transforma operadores diferenciales con coeficientes constantes en multi-
plicacién por polinomios de acuerdo con la férmula f/ = 27ivy f.

Veamos en el siguiente ejemplo cémo resolver la ecuacién diferencial

'lLI/—U:_f,

en la cual f es una funcién conocida y debemos encontrar u. Aplicando el
operador ~ en ambos lados de la ecuacién, obtenemos que (47242 + 1)a = f,
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o equivalentemente,
o= (4n%4? +1)71f.

Pero (1 + 47242)~! es la transformada de Fourier de la funcién %e’m y por
consiguiente, tenemos que:

u=[(4n22 + 1) = [(4r2? + 1) o (f) = %e“”' o f
5 [ W
6.6 Flujo del calor

El problema del flujo del calor se describe mediante la ecuacién

ou  10%u

con condicién de borde lim;_.qu = f. La solucién de este problema es similar

a la solucién del problema anterior. Primero aplicamos la transformada de
Fourier en ambos lados de la ecuacién (6):

a0t = —2r%~y2a,
luego calculamos :
o = fexp(—2n2~%t),
finalmente invertimos y obtenemos

(z —y)*/21]
2mt)1/2

ut.a) = fexp(-2e20 /I =pio s = [ h e’“’[‘( £(y) dy,

exp(—x2/2t)

@rpi/z - ©S el llamado kernel de Gauss.

donde pi(z) =

6.7 FEcuacion de ondas

La ecuacién de ondas viene dada por:

9?u  Ou
—=—=, t>0 R
ot? 0x2’ >0, e,



58 Genaro Gonzalez

con condiciones de borde lim;_gu = f y lim;_.q %—’t‘ =g.
El procedimiento para resolver esta ecuacion ya nos es familiar; primero
aplicamos la transformada de Fourier:

0%a

W = —471'2’}/2’1),
después encontramos :
. A sin 2wyt
a(t,v) = cos2myt f(v) + WQ(’Y)
1 2mwiyt —2miyt] £ 1 ! 2mwiyy ~
=gle™ +e ) +5 [ e dy 9(v),
—t

y luego invertimos para finalmente obtener:

x+t

uta) =55+ + S0+ 5 [ gy

r—t

Esta es la llamada formula de D’Alembert.

6.8 Foérmula de Poisson

Teorema 11. Sea f € CY(R) tal que
[f (@) + | (x)

‘SL
1+ 22

para todo x € R (esta condicidn se satisface por ejemplo si f € S(R)).

Entonces
S i) = fm).

neZ nez

Demostracién. Fijemos z € [0, 1] y definamos 7f(z) = >, o5 f(x +n). Es
facil ver que esta serie es absolutamente convergente.

Por otra parte, en el intervalo [k,k + 1] podemos definir 7f(xz + k) =
Yoz fl+Ek+n) =3, flx+1) = 7f(x), para todo k € Z, lo que
indica que 7f es una funcién periédica de perfodo 1; esto es 7f € C(S!).
Similarmente, 7f'(z) = >, o, f'(z + n) converge absolutamente en R a una
funcién periédica en S'; luego tenemos que (7f)’ = 7f' y por consiguiente 7 f
puede desarrollarse en una serie de Fourier.

i) = Yo rf e,

ne”Z
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Donde,

1
T _ T 727rina:d .
o) = [ ri@e da
Luego,

> fm)=7f(0) =) 7f(n) = Z/O 7f(@)e 2 dy

nez nez nez

= Z /01 Z flz+m)e 2™ dy

nez mEZ

1 .
= Z Z/J f(z +m)e 2™ dy

neEZ meZ
m+1 )
_ Z Z / f<y)e—27r'm(y—m) dy
n€Zmez” ™
-3 [ sy = o
n€e”Z ne”Z

6.9 Identidad de Jacobi

La funcién # es una funcién trascendente que aparece en diferentes dreas de
la matemaética como teoria de numeros, funciones elipticas, ecuaciones de la
fisica matemaética y mecdnica estadistica. Se define mediante la suma

o0

o(t) = Z exp(—mn?t), parat > 0.

n=—o0
La Identidad de Jacobi establece que:
0(t) =t=Y20(1/t), parat > 0.
Demostracién: Consideremos el kernel de Gauss

1 e—x2/2t.

pt(m) = \/ﬁ
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Entonces
“ _ 2_2
pe(y) =e 277,

y aplicando la férmula de Poisson, obtenemos que:

s

ne”Z ne”Z
Luego, haciendo el cambio t — t/27, obtenemos que:

% S et = 3 et

nez nez

Es decir,
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