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Resumen

En este trabajo se hace una revisién del concepto de médulo
de convexidad ¢ de un espacio de Banach F introducido por Day
[4]. Se prueba que: (i) E es uniformemente convexo si y sélo si
E es estrictamente convexo y 0 es continua en 2; (ii) si E tiene
dimension finita entonces E es uniformemente no-cuadrado si y
s6lo si 6(2) > 0; (iii) E es super-reflexivo si y sélo si admite una
norma equivalente con la cual § es continua y no idénticamente
nula.

Palabras y frases clave: médulo de convexidad, espacio de Ba-
nach, convexidad uniforme, convexidad estricta, super-reflexividad,
espacio no-cuadrado.

Abstract

In this paper we review the concept of convexity modulus ¢
of a Banach space E introduced by Day [4]. It is proved that: (i)
E is uniformly convex if and only if F is strictly convex and ¢ is
continuous at 2; (ii) if E has finite dimension then FE is uniformly
non-square if and only if §(2) > 0; (iii) E is super-reflexive if and
only if it admits an equivalent norm for which ¢§ is continuous
and not identically null.
Key words and phrases: convexity modulus, Banach space,
uniform convexity, strict convexity, super-reflexivity, non-square
space.
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1 Introduccion

Ante el problema de hallar una clase concreta de espacios de Banach para los
cuales toda funcién absolutamente continua f con dominio [0,1] fuese deriva-
ble casi siempre Clarkson [2], en 1936, introdujo los espacios uniformemente
convexos y demostrd exitosamente que tales espacios eran parte de la cla-
se buscada (hoy sabemos que la clase de espacios donde el problema tiene
una solucién afirmativa coincide con los espacios que tienen la propiedad de
Radon-Nykodim [13]).

Clarkson introdujo también los espacios estrictamente convexos, una cla-
se de espacios un poco més amplia que la de los uniformemente convexos, y
demostrd que en esos espacios no siempre el problema tiene una solucién posi-
tiva, es decir, Clarkson demostré que existen espacios estrictamente convexos,
digamos E, y funciones continuas f : [0,1] — E, con f no diferenciable casi
siempre. Para ello demostré que C[0, 1] es uniformemente convexo y luego
invocé un resultado de Banach [1] que afirma que todo espacio separable es
isomorfo a un subespacio de C[0,1], para concluir que todo espacio de Ba-
nach separable admite una norma equivalente bajo la cual es estrictamente
convexo.

Este resultado también puede ser demostrado usando, en lugar del men-
cionado teorema de Banach, el teorema de Bourbaki-Alaoglu, una herramienta
no disponible para la época en que fue concebido este resultado de Clarkson.
Para ello, imitando las ideas de la demostracién original, se demuestra que si
K es un espacio métrico compacto entonces (C(K), || - ||)oo €8 estrictamente
convexo y luego observamos que si E es un espacio de Banach separable y K
denota la bola unitaria de E* con la topologia débil*, entonces K es compacto
y metrizable y E es isomorfo a un subespacio cerrado de C(K).

Las ideas de Clarkson dieron origen a una linea de investigaciéon en la
Geometria de espacios de Banach, que atin 60 anos después de la publicaciéon
del articulo original sigue siendo prolifera. Una pieza clave para esta prolife-
racién ha sido sin duda el concepto de médulo de convexidad introducido por
Day [4] y del cual nos ocuparemos en la préxima seccién.

En este trabajo Sg denota la esfera unitaria, By la bola unitaria cerrada
y E* el dual de un espacio de Banach F.

2 Modbdulo de convexidad.

El médulo de convexidad constituye la razon de ser de estas notas; se introdujo
con el objeto de hacer mas manejables las definiciones de uniforme y estricta
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convexidad. Especificamente:

Definicién 2.1. Diremos que un espacio de Banach E es uniformemente con-
vexo si para cada € > 0 existe § > 0 tal que

z,y€Bp, [lv—ylze = [z+yl<2(l-9)

Definicién 2.2. Un espacio normado E se dice que es estrictamente convexo
st verifica cualquiera de las dos condiciones equivalentes:

i) siz,ye Eylle+yll=lx]| + ||yl cony#0, entonces existe t > 0
tal que x = ty.

i) siz,y € Sg yx #y, entonces |z +y ||< 2.
En cuanto al médulo de convexidad tenemos:
Definicién 2.3. La funcion ¢ : [0,2] — [0,1] definida mediante

[z+yl

(5(6):inf{1— :

2y € Sp, |x—y|=e}

se llama médulo de convexidad del espacio normado Ey con ello se tiene que
E es estrictamente convezxo si y solo si §(2) = 1.

Las siguientes propiedades del modulo de convexidad fueron observadas
por Day [4], encontrandose en [3] otra demostracién de estos hechos:

donde
6ae) = mf{l—“x;y' . 2,y € S, ||x—y||>e}
S3(e) = mf{lﬂx;yI . € Sp, y€ B, ||acl/||€}
04(€) = inf{l—”x—;y| . ¢ €S, y € Bg, ||x—y||26}
ds(e) = inf{l—"x;y| : z,y € Bg, ||x—y||:e}
de(e) = inf{l—”gc—;y| : x,y € B, ||x—y||>e}.
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Otra demostracién se expone de inmediato:
Del lema VIII.4 de [5], se tiene que § = d3 = J5; mientras que la igualdad
6 = 05 junto con la monotonia creciente de ¢ implican que 5 = dg. Para
concluir la demostraciéon observamos que ¢ > do > 04 > dg.

La continuidad del médulo de convexidad en [0,2) no fue demostrada sino
hasta 1977, cuando Gurarii [9] establecié la desigualdad

< 2v5 + 1 (62—61)

0(e2) — d(ey) < 5 e,

siempre que 0 < €7 < €5 < 2.

Otro intento de demostracién fue hecho por Goebel [8], quien probé que
el médulo de convexidad se puede expresar como un infimo de funciones con-
vexas. Especificamente procedié como sigue: para u,v € Bg definié:

=ty

=inf<1
d(u,v,€) m{ 5

(x,y) € N(u,v), ||z —y||> e}

y demostré que cada funcién §(u, v, -) es convexa y que el médulo de convexi-
dad ¢ satisface la ecuacién:

0(e) = inf{6(u,v,€): u,v € Bg}

para de aqui concluir la continuidad de § basada en el supuesto de que el
infimo de una coleccién de funciones convexas es una funciéon convexa.

Estas ideas allanaron el camino para que Ulldn [12] diera una demostra-
cién de la continuidad de § en [0,2) plena de elegancia y sencillez mejoran-
do sustancialmente la acotacién obtenida por Gurarii al demostrar que para
0<e <€ <28

8(e2) — b(er) < (e;_el)

—€

En el mismo trabajo que estamos comentando Goebel introduce el concep-
to de caracteristica de convexidad de un espacio de Banach E como el nimero
real

€0 = sup{e: d(e) = 0}.

Con esta definicién se tiene que un espacio es uniformemente convexo si y sélo
si €g = 0, y ademads facilita la siguiente definicién:
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Definicién 2.4. Un espacio de Banach es uniformemente no-cuadrado si y
solo si €9 < 2.

La definicién de uniforme no-cuadratura es expresada en estos términos
por pura conveniencia, ya que el concepto ha sido objeto de estudio detallado
entre otros por James [10] y Enflo [6], produciéndose el siguiente teorema cuyo
enunciado adaptamos a nuestra conveniencia, al igual que lo hacemos con la
siguiente definicién:

Definicién 2.5. Un espacio de Banach es super-reflexivo si y sélo si admite
una norma equivalente con la cual es uniformemente no-cuadrado.

Teorema 2.6 (James-Enflo). Un espacio de Banach es super-reflexivo si y
solo si admite una norma equivalente uniformemente conveza.

El teorema de James-Enflo permite refinar un poco la conclusiéon de Ullan:

Teorema 2.7. Todo espacio de Banach admite una norma equivalente bajo
la cual para 0 < €1 < e < 2:

dea) -~ er) <02 (5= ).

siendo §(2) la mejor constante posible.

Demostracion: Sea E nuestro espacio de Banach. Si F es estrictamente
convexo, entonces §(2) = 1 y la conclusién degenera en el resultado de Ull4n.
Si F admite una norma equivalente uniformemente no-cuadrada, entonces
E admite una norma bajo la cual es uniformemente convexo y por lo tanto
estrictamente convexo.

Si E no admite norma equivalente con la cual sea uniformemente no-
cuadrado, entonces para cualquier norma equivalente a la norma original de
FE se tiene que €¢g = 2 y por lo tanto si 0 < €1 < €5 < 2,

S(ea) — 8(er) = 0 < 6(2) (62 — 61) .

2—61

Que §(2) es la mejor constante posible se sigue del hecho de que independien-
temente del espacio de Banach en consideracién,

5(2) — 5(0) = 5(2) (3%8) .
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Las ideas de Goebel nos permiten también una demostraciéon simplificada
de un teorema de Figiel [7]. Otra simplificacién puede verse en Lindenstrauss-
Tzafriri [11]. La importancia de este resultado se pone de relieve en [12] y lo
que resta de este trabajo.

Teorema 2.8 (Figiel). d(¢)/e es mondtona creciente para 0 < e < 2.

Demostracion: Sean u,v € E; || u |,[| v [[< 1y 0 < € < ea < 2. Como
0(u,v,-) es convexa, 6(u,v,0) =0y

€2 — €1 €1
€1 = —O + —€Q
€2 €2

se tiene que:

0(u,v,€1) < 6—15(11,71)762).
€2

y de aqui se sigue el resultado. O

Como consecuencia inmediata del teorema de Figiel se obtiene que para € €
[0, 2] se cumple §(e) < €/2. Mds atn,

Proposicién 2.9. i) 10 <e <2 entonces () < €(2 —€) /4.

ii) 6(2) > (2—€)/2, alcanzdndose la igualdad si y sdlo si 6 es continua en
€=2.

La demostracién usa el siguiente resultado de Ulldn ([12, pdgina 26]).

Teorema 2.10.

. €0
lim §(e) =1—- —
e—2— (E) 2
Demostracion de 2.9: i) si € = 0 la conclusién es inmediata. Si e y

€’ € (¢,2] por el teorema de Figiel se tiene que

3 _ 8(e)

!/

€ €
y por el teorema anterior se concluye que

de) 1-9 2—¢

€ 2 4
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ii) Es consecuencia del teorema anterior, la continuidad de 4 en [0,2) y el
crecimiento de § en [0,2).
O

Proposicién 2.11 ([12]). La igualdad en 6(€) < €/2 es posible sélo si e =0
0 € = 2. FEsto ultimo ocurre sélo si el espacio es uniformemente convezo.

Demostraciéon: Supongamos ¢y > 0. Si 0 < € < € entonces d(e)/e =0y
por lo tanto la igualdad es imposible. Si ¢y < € < 2, entonces

Oy S 2= 0

€ T n—2- 1 4

<1
5

Por su parte si ¢g = 0 entonces E' es estrictamente convexo.
Supongamos que exista € > 0 tal que §(e) = €¢/2. Entonces por la defini-
cién de () se tiene que

[z+yl

Lz-y<t
g M= Yl= 2

cualesquiera que sean x,y € Sg con || x — y ||= €. O equivalentemente,
lz+yll+lz—yl=1G@-y)+@+y) .

Como FE es estrictamente convexo y & —y # 0, existe A > 0 tal que

A—1

rty=MNz—-y) = y:H_—)\l”

= A=1l=]1+}) = A=0 = zx=-y
y por lo tanto € = 2. O

La demostracién de la proposicion 2.13 usa el siguiente resultado de Ullan
[12]:

Proposicion 2.12. Si E es uniformemente convexo o de dimension finita
entonces §(€) es continua en € = 2.

Proposicién 2.13. i) E es uniformemente convexo si y sdlo si E es es-
trictamente convexo y § es continua en 2.

ii) Sea E de dimension finita. Entonces E es uniformemente no-cuadrado
sty sdlo si §(2) > 0.
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iii) E es super-reflexivo si y sdlo si admite una norma equivalente con la

cual § es continua y no idénticamente nula.

Demostracion: i) En virtud de la proposicién anterior basta probar la

ii)

iii)

suficiencia. Por el Teorema 2.10 tenemos que si § es continua entonces
5(2) = 1—¢€p/2. Como E es estrictamente convexo se tiene que §(2) = 1
y en consecuencia €y = 0. Es decir que E es uniformemente convexo.

Si E es uniformemente no-cuadrado, ¢g < 2 y as{ 6(2) > 0. Para la
suficiencia, si E es de dimensién finita por la proposiciéon anterior § es
continua en 2. Y como 0 < 6(2) =1 — €p/2 se concluye que ¢y < 2.

Si E es super-reflexivo, el teorema de James-Enflo implica la necesi-
dad. Si § es continua en 2 y no idénticamente nula entonces, por el no
decrecimiento de d se tiene que

€

0<6(2)=1-=2,
2

lo cual implica que con esta norma E es uniformemente no-cuadrado y

por tanto super-reflexivo.
O

Nota 2.14. Como consecuencia de la proposicién anterior se puede obtener
una prueba diferente de un hecho bien conocido: en espacios de dimensién
finita la convexidad estricta y la uniforme coinciden.
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