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ABSTRACT. Let V be a crystalline p-adic representation of the abso-
lute Galois group of Q. The author has built the Iwasawa theory of
such a representation in Invent. Math (1994) and conjectured a reci-
procity law which has been proved by P. Colmez. In this text, we write
the initial construction with simplification and the proof of P. Colmez
in a different language. This point of view will allow us to study the
universal norms in the geometric cohomology classes associated to V'
by Bloch and Kato in a forthcoming article.
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La loi explicite de réciprocité classique sur un corps local remonte & Artin-
Hasse et Iwasawa et donne une description du symbole de Hilbert. Elle a été
généralisée a des modules de Lubin-Tate, citons Wiles, Kolyvagin, Vostokov,
Briickner, Coleman, Sen, de Shalit, Fesenko. On renvoie a [3] pour un his-
torique. Le développement de ces lois s’est fait en parallele et en liaison avec le
développement de la théorie d’ITwasawa locale ; dans le cas classique, il s’agit de
I’étude du comportement des unités locales sur la Z; -extension cyclotomique
K alaide de 'application exponentielle (Iwasawa, Coates-Wiles, Coleman).
On peut envisager des généralisations de la loi de réciprocité a des
représentations cristallines quelconques. Dans [4], nous avons donné une
généralisation de cette étude des unités locales a des représentations
cristallines V' du groupe de Galois de Q, générales : les unités locales
sont remplacées par la limite projective Z1 (Q,,T) des groupes de co-
homologie galoisiennes H'(Qp(upn),T) et on construit une application
“exponentielle” Qy d'un Q, ® Z,[[G]]-module libre Z,[[G]] ®z, Dy(V)
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220 BERNADETTE PERRIN-RIOU

dans ‘H(Goo) @z, (1G]] Z20(Qp,T) ot Zy[[Goo]] est lalgebre dTwasawa de
Goo = Gal( Oo,(@p) H(Gx) une algebre de “séries formelles” avec condition
de croissance, contenant Z,[[G]] et Dp(V) le module de Fontaine associé
a V. On a alors conjecturé dans ce cadre une loi explicite de réciprocité.
On peut en donner deux formulations : la premieére (appelée Réc(V)) dit
essentiellement que pour les dualités naturelles, Qv et Q- (1) sont adjoints (ici
V*(1) est le dual de Tate de V). La deuxiéme formulation ([6]) plus proche de
la formulation traditionnelle calcule & un niveau fini (c’est-a-dire sur le corps
Qp(ppn)) T'application duale de I'exponentielle sur €y (;)(g) en termes de g
pour des twists & la Tate V (k) convenables de V. Il n’est pas difficile de voir
que les deux formulations sont équivalentes.

Cette loi vient d’étre montrée par P. Colmez ([1]) et indépendemment par
Kato, Kurihara, Tsuji. Plus récemment, D. Benois en a aussi donné une
démonstration en utilisant la théorie des (¢, I')-modules de Fontaine.

Nous reprenons dans ce texte la démonstration de Colmez de la loi explicite
de réciprocité pour une représentation cristalline (ou un tout petit peu plus
généralement pour la partie cristalline de son module filtré). La présentation
est tres légerement différente : outre que nous n’utilisons pas le langage des
distributions, nous commengons par démontrer la loi explicite de réciprocité
puis nous voyons la construction (un peu modifiée) de son application Log(h)
(DANS LE CAS OU V' EST CRISTALLINE) comme une conséquence de cette loi,
ce qui permet d’utiliser des arguments sur ’anneau Bc;js moins subtils que
les siens. Cependant, comme il a été souligné, nous ne regardons ici que la
partie cristalline du module filtré associé a V', ce qui nous permet de travailler
uniquement avec des fonctions analytiques. Dans [1], il est fait plus mais cette
généralisation trés importante est encore mal comprise (par moi en tout cas) : il
semble en effet qu’il faille abandonner I'idée de raisonner avec de bonnes vieilles
fonctions (ou distributions sur Z,). La justification de ce texte est peut-étre
qu’avant de sauter ce pas, nous voulions faire le point sur le cas cristallin, dans
le langage “usuel”. La démonstration de Colmez est alors extrémement simple
et naturelle : donnons-en les ingrédients. Si u est un générateur topologique de
1+ pZ,, il s’agit de calculer la valeur d’une fonction analytique f sur le disque
unité de C, en u¥ —1, la fonction f étant obtenue par interpolation de nombres
en h familles de points de la forme Cu? — 1 pour ¢ racine de I'unité d’ordre une
puissance de p et 0 < 7 < h ; bien str k est différent de ces j. Il y a pour cela
une formule générale qui exprime f(u* — 1) comme une limite de combinaisons
linéaires des f(Cu’ — 1). Plus précisément, on a par exemple

(=D"h—1)!  fu'-1)
k(k—1)...(k—h+1) 1ogu

h=1 k—i
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THEORIE D’ IWASAWA ET LOI DE RECIPROCITE 221

ou R, ;(f) est le polynéme de degré < p™ tel que
f=Rui(H)w(1+T)—1) modu " (1+T)" —1.

Maintenant, si I' est le groupe de Galois de Qp(pp)/Q(up) de générateur
topologique v et si u = x(7y) avec x le caractere cyclotomique, par définition
de la fonction f dont on veut calculer la valeur en u* — 1, Ry, ;(f)(u*~* — 1) est
relié & la valeur en 7, = 71’%1 d’un cocycle de I';, & valeurs dags V' : ce cocycle

Qppoo)

cris

) & l'image de ¢, dans Qp(pp») par

devient un cobord (v, — 1)c, lorsqu’on étend les scalaires & B . On relie

Roi(H)w " —1) k(Rn,i(fxu*W—l)
1—u(kF—0)p™ =X 1—u~—iyk

ainsi

Ga(uyo0)

I'application Ax ., : Byg — Bar/(X * () — 1) — Qp(ppn) (application
de Tate). On peut relier ce dernier élément & lapplication exponentielle duale
grace a une formule due a Kato.

Nous avons ensuite donné quelques conséquences de cette loi. Certaines sont
déja dans des articles antérieurs ([4], [7]). D’autres sont plus nouvelles.

Dans les §1 et 2, nous faisons quelques préliminaires et rappels : théorie
d’Iwasawa locale, lemme fondamental d’interpolation des fonctions analytiques,
résolution d’équations du type (1 — ¢)G = g. Dans le §3, nous reprenons
completement la construction de I’application exponentielle €y faite dans
[4] en tenant compte des points de H(K,,V). Nous donnons dans le §4 la
démonstration due a Colmez de la loi explicite de récipocité. Dans le §5,
se trouvent des conséquences de cette loi explicite (anciennement conjecture
Réc(V) ) et des calculs sur les valeurs spéciales de ’application logarithme que
lon peut en grande partie déja trouvés dans [4], [5] et [7]. On espere ainsi
donner un panorama complet des formules que l'on a a sa disposition. Ces for-
mules sont tres utiles dans la théorie des fonctions L p-adiques comme cela a
déja beaucoup exploité dans [5] et [4]. Dans 'appendice A, on donne quelques
formules relatives au lemme de Shapiro, aux opérations de twist et de projec-
tions puis reliant différentes manieres de voir les fonctions analytiques. Dans
I'appendice B, on démontre la formule exprimant la valeur de f(u* — 1) en
termes des valeurs aux points d’interpolation pour une fonction analytique f
d’ordre fini. Dans ’appendice C, on reprend la suite exacte de Coleman-Colmez
en modifiant 1égerement la présentation de Colmez.

ERRATA. Une erreur dans [4] m’a été signalée par J. Nekovai. La plupart
des résultats ne sont valables que lorsque H est une extension finie de Q,,
car on utilise & divers endroits ’accouplement local de dualité. Ainsi, il n’y
a en particulier pas de résultats nouveaux sur les représentations p-adiques
ordinaires sur un corps local dont le corps résiduel n’est pas fini dans [4].
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1. PRELIMINAIRES

1.1. On pose K = Q,. On fixe une cloture algébrique K de K et on note
Gr = Gal(K /L) pour toute extension algébrique L de K (supposée contenue
dans K). On pose K, = K(pyn) ol pyn est le groupe des racines p"-iemes
de T'unité. On fixe dans tout le texte un systeme e de racines de l'unité ¢,
d’ordre p™ vérifiant ¢}, | = (,. On note G, le groupe de Galois de K,,/K pour
n € NU{oo} et A = Z,[[G]]. On note x le caractere cyclotomique Gx — Z,.
On désigne par v un générateur topologique de I' = Gal(K /K1) et on pose
Y = 71’"71 pour n > 1, c’est un générateur topologique de Gal(K/K,). On
pose A = Gal(K(up)/K) = Gal(K1/K). Tous les groupes de cohomologie
galoisienne considérés sont les groupes de cohomologie continue.

1.2.  Soit H l'algebre des séries formelles en une variable convergeant sur le
disque unité {z € C,, tel que |x| < 1} ot C,, est le complété p-adique de Q,. Si
p est un réel inférieur & 1, on note || f||, = sup, =, [f(z)| = sup|, <, |f ()]
On pose p, = pfm. Il est commode d’introduire R = RU {r~pour r € R}
avec Vordre total : si r1 < rq, alors 11 < ry < r9. Pour r € R™, on note [r] le
plus grand entier inférieur ou égal & r. Si r est entier, on a donc [r~ | =7 — 1.
Si r € R, on note H, le sous-Q,-espace vectoriel de H formé des séries I telles
que la suite % est bornée sir € Ret tend vers 0 si 7 € R™. On dit que F est
tempérée d’ordre < r. Sir; < ro dans R, on a ‘H,, C H,,. Plus précisément, si
F appartient a H,., la suite % tend vers 0 lorsque n tend vers 'infini pour
tout 7 < r. On note Hy la réunion des H,. Si g € Hoo, on note o(g) (resp.
9(g)) la borne inférieure des r € R tel que g € H,.— (resp. le plus petit réel r tel
que g € H, sl existe). Pour r € RU{oc}, on note H,.(I) les éléments de Q,[[T]]
de la forme f(y —1) avec f € H,, Hy(Goo) = Zp|Gal(K (11p)/K)] @ H,(I') et
H(G ) la réunion des H,(Goo).

On munit H, de la norme C,. définie par C,.(F) = sup,, % et H,(Goo) de
la norme qui s’en déduit.
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1.3. Sig € Qu[[T]], onpose D(g) = (1+7T)+%g. Onpose ¢(g) = g((1+T)P—1)
et on note ¢ Popérateur de Q,[[T]] tel que pot)(g) = p~! Zceup fc+1)-1).
On peut aussi voir pi) comme la trace de extension Q,[[T]/¢Qp[[T])-

Il est important de rappeler qu’on dispose d’un isomorphisme canonique
d’espaces vectoriels normés entre HY=0 et H,(Gs). Si 7 € G, on pose
7.(14+T) = (1+T)X") et on prolonge cette action & A par continuité. Pour la
prolonger & H,(G ), on montre que si fy . est le polynéme d’approximation
de f modulo HZL;JO) (X" () — 1), la suite f,,.(1 +T) converge dans H,
et ne dépend pas des choix ; c’est par définition f.(1 + T). L’opérateur D
sur HY=0 correspond sur H,(Gw) & Popération de twist 7 — x(7)7 et est un
isomorphisme topologique de HY=°.

Soit D un espace vectoriel de dimension finie muni d’une norme fixée. On
définit alors naturellement ||f||, pour f € H ® D.

1.4. DEFINITION : Soit u un automorphisme de D. On dit qu'un élément
F € H®D est u-borné (resp. u~-borné) si la suite ||(1® u)~"F||,, est bornée
(resp. tend vers 0) lorsque n tend vers Uinfini.

On note (H ® D)y Pespace vectoriel des éléments u-bornés (il est contenu
dans Hoo ® D) et on pose alors Cy, (F) = sup,, (|[(1 ® w) " F||,,).

REMARQUES : 1) Prenons D = Q,, et pour v = p~"I la multiplication par
p~". Alors, si v > 0, Hp—rje = Hpe 5 sir <0, Hp-rye = 0. Ainsi, on a
Cp-r; = C, pour r > 0.

2) Supposons la suite d’opérateurs p~""u~" de D bornée. Alors, H, @ D est

contenu dans (H ® D),e. On a en effet alors
g
pnr

avec ¢, bornée. Sil'on pose ||v||, = sup|[p~™™"v"|| pour un endomorphisme v
de D lorsque cela existe (r peut étre négatif), on obtient plus précisément

Cu(F) < |lu™ |, Cr(F) -

3) Supposons la suite p™*u™ bornée. Alors, (H®D),e. est contenu dans Hse @ D.
En particulier, si s < 0, (H ® D)ye = 0. En effet, en écrivant F' = (1@ u™)(1®
u”™)F, on a

T @u)™Fll,, <cn

F o, -
Tf <l @u)™"F||,,
avec ¢, bornée et on obtient plus précisément

Cs(F) < |lull-sCu(F) -

4) Si g est un élément de (H¥=° ® D), , alors D¥(g) est aussi u°-borné et on

a Cu(DH(g)) = Culg).
5)Sir <s, ona

(H ® ID);D*Tue - (H ® ID);D*Sue .
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6) S’il existe un réel s tel que g € H ® D soit p~*u~ bornée, on note 0,(g)
(resp. O4(g)) la borne inférieure des 7 € R tel que g € H,—r,~ (resp. le plus
petit des r tels que g € H,-, s'il existe). Ainsi, 0,(g) < 7 si et seulement
si la suite |[p™u""gl|,, tend vers 0 lorsque n — oco. Si O,(g) existe, on a

Ou(g) = 0u(9).

1.5.  Soit V une représentation p-adique continue de Gx de dimension finie.
Si T est un réseau de V stable par Gk, on note Z! (K,T) la limite pro-
jective des H'(K,,T) pour les applications de corestriction (encore appelées
trace) et ZL (K,V) = Q, ®z, ZL(K,T). On note Z. (K,T) le quotient du
A-module ZL (K, T) par son sous-A-module de torsion et Z1 (K,V) = Q, @z,
Z;O (K, T). Rappelons que ce sous-A-module de torsion est la limite projective
des HY (Ko /K, TG et est isomorphe & T%*= une fois choisi un générateur
de Gx. Le lemme de Shapiro implique que Z1 (K,T) = HY(K,A®T) ([1,
I1.1], il s’agit ici de cohohomologie continue). Gréace a la suite exacte inflation-
restriction, les applications de restriction induisent I’isomorphisme canonique

Z (K, T) = H' (Ko, A @ T)"
et en tensorisant par @, I'isomorphisme canonique

ZL (K, V)2 HY (Ko, A V)T .

1.6. Si k est un entier, on note V (k) la représentation p-adique V avec la
nouvelle action de G donnée pour 7 € Gx par v — x(7)¥7v. On a alors
un opérateur de twist Tw* : ZL (K,T) — ZL (K,T(k)) induit par I'identité,
'action de Galois étant modifiée : 7(Tw¥(x)) = x(7)*Tw" (7). Pour tout
entier n > 0 et pour tout entier £ € Z, le composé des opérateurs de twists
et de la projection canonique de Z1 (K,T(k)) — H'(K,,T(k)) induisent des
applications

Tong : ZA (K, V) —HYK,,V(k))
Tt ZY (K, V) —H (K, V (k) H (G, V(k)C5=) =" HY (Koo, V()"

oll Tess est la restriction de H'(K,,V(k)) dans H' (K., V(k))'». On
démontre comme dans [4, 3.4.3] que si V est de de Rham, laction de G, sur
VGre est semi-simple et que VEx~ = @V (—5)9% (). En particulier, on en
déduit que VExn = VEE pour tout entier n et que V*(1)%xn = V*(1)9%. En
utilisant la dualité locale et le fait que G, est de dimension cohomologique 1, il
n’est pas difficile de démontrer que I'image de Z1 (K, T) dans H*(K,,, T(k)) est
d’indice borné par rapport & n des que V (k)*(1)9% est nul (voir par exemple
[4, 3.2.1]). Lorsque V*(1)¥% est non nul, 'application

Z3 (K, T)r, — H' (K, T)
n’est pas surjective, le conoyau est isomorphe & H (T, (V*(1)/T*(1))% % )".

L’'image de Z1 (K, T)r, est par contre d’indice fini borné dans I'intersection de
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THEORIE D’ IWASAWA ET LOI DE RECIPROCITE 225

HY(K,,T) et de I'image Y,, de Q, ® Z. (K, T)r,.. Un élément de H'(K,,,V)
est dans Y,, si et seulement si son image dans

H' (D, V(1) 5 )" = (VL) S5 /(= 1)) 2= (VF(L)F50n )" 22 (VF(1)95)*

est nulle, 'application H'(K,,V) — H(T,, V*(1)%%=)* provenant de la du-
alité locale. Nous dirons que z € H'(K,,V) est admissible s’il appartient &
I'image de Q, ® ZL (K, T)r,. Ce qui précéde montre que z est admissible si et
seulement si sa trace a K D'est.

1.7.  Les applications m, j se prolongent en des applications que ’on note de
la méme maniere :

Tn,k - HT(GOO) ®Qp®A Z;O(Ka V) - Hl(Kna V(k>)
Mo+ Hi(Goo) @n Z3(K, V) —H' (K, V(K))/H' (Tn, V (k)95)
= H' (Ko, V(k)"™

pour tout entier n > 0 et pour tout entier relatif k. Nous verrons souvent
HY (Ko, V(k))' comme contenu dans H' (K, V). On note *, I'action twistée
s T m = x(1)krm.

Nous allons donner un critére pour qu'une famille de points de H(K,,, V (k))
soit dans l'image de H,(Goo) ®q,0a Za (K, V) (interpolation de familles de

points).

1.8. PROPOSITION. Soit s € R et h un entier > s. Soit P, une famille
d’éléments admissibles de H' (K, V (k)) pourn € N etk =0,...h—1 telle que

(1) Trosi,n(Pagie) = Pog ; 4
(ii) les suites plr(s=)] Sreo(=1)*(])resocPak  convergent vers 0 dans
HY (Ko, V) pour tout 0 < j < h— 1.
Alors, il existe un unique élément z de Hy— (Goo) @ ZL (K, T) tel que 7, 1(2) =
Py

Démonstration. On commence par remplacer G, par I' (on a H,;- (Go) ®
ZL(K,T) = Hy (T)®Zp[Al®@ZL (K, T)). Il existe un systeme libre X1, - -+ , X4
du Ar-module Z1 (K, T) tels que pour tout entier k compris entre 0 et h — 1,
les éléments 7, ,(X;) de reseo H (K, T'(k)) = H (Koo, T(k))'" € HY (K, T)
en forment un systeme libre (modulo torsion) engendrant un Z,[G,]-module
d’indice borné ¢ par rapport a n dans le Q,-espace vectoriel des éléments ad-
missibles de H! (K, T(k))'. On écrit alors les points ress (P, ;) dans cette
base :
resoe(Pag) = 300 sk T o(Xi) = O Twbb) fn 1(Xs)
i=1 i=1

avec les bf:ﬁ)k dans Q,[G,]. On peut écrire bgi)k = RS,)k (v—1) avec y générateur

de T et Rg)k polynéme en T de degré < p™ & coefficients dans Q,[A]. La
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premiere condition signifie que par I'application naturelle de Qp,[Gpn+1] dans
Q,[Gr), V'image de bfgrl’k est bif,)k et donc que RSJ)FUC = 7(1,)16 mod (1+T)P" —1.
La deuxieme condition signifie que pour tout entier j avec 0 < j < h—1 et pour
i=1,---d, les suites p"(>~7) Zizo(fl)k(i)RS’)k(x('y)k(lJrT)fl) tendent vers
0, ce qui est la condition pour qu’il existe un unique élément de f ) € H,-
tel que fO(T) = Rs)k(x(’y)k(l +T) — 1) mod x(?")kyP" — 1. L’élément
SOy —1)X; € Hy (Goo) ® ZL (K, T) convient. L'unicité de z vient de
'unicité des f(?). O

REMARQUES : 1. Une famille d’éléments vérifiant les conditions de la propo-
sition sera dite tempérée d’ordre < s. Nous parlerons de congruences pour
évoquer les conditions (ii).

2. On peut mettre d’autres types de conditions : par exemple, si s est un
entier, une famille de points P, , pour n > 1 et k € {0,...,s — 1} telle que

(1) TTnJrl,n(PnJrl,k) = Pn,k

(ii) les suites p™ Zz;é(—a)k(sgl)resooPn,k convergent vers 0 pour tout a €
Ly,

est tempérée d’ordre < s. Pour le démontrer, on écrit (X — 1)7 pour j €

{0,...,5 — 1} dans le systeme libre formé des (X — a;)*~! pour a; s points

distincts de Z, et on en déduit une relation

7 . s—1 s—1
k(J _ k(s—1
Z(—l) (k)resooPn7k—ch7lkz_O(—al) ( i )resooPn,k.

k=0 =0

Le résultat s’en déduit.
3. La proposition dit aussi que ’application naturelle

Ho (Goo) @ ZL (KD IZY T (Ko, V(R)
n,0<k<h—1

est injective.

1.9. L’application naturelle de A-modules de Z1 (K,T) dans H'(K,A®T) se
prolonge en une application § de Hy(Goo) @p ZL (K, T) dans H' (K, Hs(Goo) ®
T). Colmez démontre qu’il s’agit en fait d’un isomorphisme. Pour cela, on re-
marque qu’il suffit de montrer que I’homomorphisme H,(Goo) @a ZL (K, T) —
HY (Koo, Hs(Goo) ® T)%> est un isomorphisme. On a en effet un diagramme
commutatif dont les lignes sont exactes :
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0=  HGu)8TO%~ =  H(Gu)®ZL(KT) —

! !
0 = H'(Goo, Hs(Goo) @ TR=) —  HY K, Hs(Go)®T) —

- Hi(Ge)®ZL(K,T) — 0

l
— H'(Ks,Hs(Goo) @ T)%> — 0

Il est facile de vérifier que la premiere fleche verticale est un isomorphisme. 11
ne reste donc plus qu’a montrer que la troisieme l'est. On a des applications
naturelles de H' (K, Hs(Go) ® T) dans H(K,,V (k)) pour tout entier n > 1
et k € Z induites par 'homomorphisme s, ; de G, -modules Hs(G) @ V —
Z,|Gy] ® V(k) — V(k) donné par f — R, (f) = Tw*(f) mod *" — 1 s
vE(Rn ik (f)) ot vy (>0, arT) = arq (cf. Dlappendice A.1) et le diagramme
suivant commute

Ho(Goo) ©0n ZL (K, T) > H'(Koo, Ho(Goo) @ T)C
Tl ]
Hn,k Hl(KOOaV(k))Fn = Hn,k Hl(KOO’V(k))Fn

L’'image d'un élément de H'(K ., Hs(G o) ® T)%> vérifie les conditions de la
proposition 1.8, ce qui permet de définir un homomorphisme ¢’ de A-modules de
HY (Koo, Hys(Goo)RT)G> dans Hy(Goo )0 ZL (K, T) tel que 7' (500’ (x)—z) = 0
et tel que (6" 0d(x) —x) = 0. Comme [], y<p<p,_1 T,k est injective, 6'0d(z) =
z. De méme, il n’est pas difficile de voir que T[n70<k<h_1 w;’k est injective, ce
qui implique § 0 §’(x) = . D’ot1 isomorphisme.

2. EQuATIONS (1 —p"®)G, = D"(g)

On fixe un ¢-module D de dimension finie, c’est-a-dire un Q,-espace vectoriel
de dimension finie muni d’un automorphisme ¢. Le Q,-espace vectoriel Hoo @D
est muni d’une action continue de G, des opérateurs ® = pQpet D = D®1.

2.1. On note A : H¥=" @ D — ®pezD/(1 — p~F9)D lapplication définie
Dr(9)(0) _ ok — (V=0 A=0

par g — (=5 mod (1 — p~"¢)D)kez. On note Do e = (HE" @ D)

'ensemble des éléments g € HY=° @ D tels que % €

tout k € Z.

Soit g € Deo,e. Alors, 'équation (1—p"®)H = D" g a une solution dans Heo @D

pour tout r € Z. Pour le démontrer, on fixe un entier h assez grand pour que

la série Y7 ®"(f) converge dans Ho, ® D des que f € H NT"Q,[[T]], on

r+k
remarque que f = D"(g) —=>gcpen w log"(14T) € T"Q,[[T]] ; comme

r+k k r+k
E 0 — (1= prtEp)ag et que (1—p"®)(ap 24ty = Z(a O 1og* (1 +
T), on en déduit P'existence d’une solution de I’équation (1 —p"®)H = D" (g).

(1 —p~*p)D pour

r+k
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Définition :  Soit g € Dy On appelle solution compatible des équations
(1 — p"®)G,. = D"(g) une famille G = (G,.) de solutions G, € Heo ® D de

léquation (1 —p"®)G, = D"g tels que D(G,.) = G,41. On pose alors D" (G) =
G, pour tout et D(G) = G.

Deux solutions compatibles des équations (1 — p"®)G, = D"(g) différent d'un
dlément H = (H,) avec Hy = 3,5 %= log' (14+T) = 3 1., Gy log” 7" (14T)

4!

—pd
avec a; € D¥=P °.

D’autre part, il existe toujours une telle solution pour g € D . : soit r vérifiant
D¥=P"" = () pour tout s < r ; pour s < r deux solutions H et H’' de ’équation
(1 —p*®)H = D*g telles que D"~*(H) = D"~*(H') sont égales. Pour exhiber
une solution compatible des équations (1 — p"®)G, = D"(g), il suffit donc
de choisir G, € Hoo ® D tel que (1 — p"®)G, = D"(g) et de prendre G) =
D*="(G,) pour k > r et G} = 'unique solution de (1 — p*®)H = DFg telle
que D""*(H) = G, pour k < r.

On obtient aussi que G est déterminé par G, pour r assez petit. De plus, si
D?=P" est nul pour tout r € Z, la donnée de Gy détermine tous les G,.. Il suffit
donc de se donner une solution G de ’équation (1 — ®)G = g.

2.2. Notons Do = HY= @ D. Pour tout entier r, définissons une appli-
cation Ly : @jezD — Hoo ® D par Lr(c) = 355, gy log’ "(1+ 7). Ona
D(Lr(c)) = Lr41(c).

Définition : Soit g € Do, r. On appelle solution compatible des équations
(1 —p"®)G, = D"(g) un couple G = (b,G) o1 b € ®jezD et ot G = (G.)rez
est une famille d’éléments de Ho, ® D tels que

1. D(GT) = GT+1
2. (1 _qu))GT - Lr(b) = Dr(g) :

Il existe toujours une solution compatible des équations (1 — p"®)G, = D"(g).
Il suffit en effet de choisir des éléments a; presque tous nuls tels que a; =
Di(g)(0) mod (1 —pi¢)D pour tout j € Z, de poser b = (a;);ez et de prendre
pour 7o assez petit une solution G,, de I’équation (1 — p™®)G,, = D" (g) —
D isre Tty log’ (1 +1T). et de poser pour tout r > 7o, Gy = D" "Gy, et
pour r < ro 'unique solution G, telle que D™~ "G, = G,,.

Considérons I'application 5 : @jezD — (BjezD) & BrezHoo @ D donnée par

. o .

(ej)jez = (1= po)ag)jez, (O G _]T), (log(1+1))"""))rez

jzr '

Deux solutions compatibles des équations (1 — p"®)G,, = D"(g) différent d’un
élément (B, (o)) avec a € Bz D.

Si G = (b, G) est une solution compatible des équations (1 — p"®)G, = D"(g),

on note D"(G) = (L, (b), G,) pour tout r € Z.
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2.3. Si T est un élément de G, on pose
B L+ T)X(0) -1
1,(7) = (1~ g)log WAL
Comme ((14T)X(") —1)/T appartient & Ly +TZp[[T]), I, € Qp ®Zy[[T]] par
le lemme de Dwork. C’est de plus un élément de Q, ® Z,[[T]]¥= et 'on peut
donc considérer pour tout entier r € Z I'élément D" (I1;) € Q, ® Z,[[T]]¥=°.

Définition : On définit D, ; comme 'extension de G o-modules de oDY=r' (i+
1) par Do ¢ = HZ" ® D donnée par le cocycle
e ((a) — 30 DHILa)
icZ
Paction de Goo sur D?=P' (i + 1) = D*=PF' étant donnée par le caractére y**L.
Si a € D?=P'(i + 1), on note U(a) 'élément de Dy, , tel que (7 — 1)(U(a)) =
D11, )a.
On a donc une suite exacte de Go-modules
0 — Doo,f = Doo,g — @D‘/’:Pi(l‘ +1)—0.
Remarquons aussi que si l’on tensorise par 'anneau total des fractions K(G)
de H(G), on obtient un isomorphisme K(Goo) @ Doo, f = K(Goo) ® Doo,g- On
prolonge I'application U par linéarité sur @D‘P:pl (i4+1). La formule Do 7 =
x(7)T 0D et le fait que ’'on a muni ici D¥=F" de P’action de G, donnée par x*+?
impliquent que I’expression écrite est bien un cocycle. L’équation Doy = ppoD
implique que pour a € D¥=F",
) 14+ 7)) — 1
(1 —®) (D" log (Jr)—
T

Ainsi, moralement pour a € D¥=P" ' on a U(a) = (1 — ®)(alogT) et pour
a € D¥=P' U(a) = (1—®)((D"*logT)a). On notera symboliquement U (a) =
(D logT)a et (1 — ®)U(a) = U(a). Remarquons que si on veut évaluer
logT en T = (, — 1, il est nécessaire de faire un choix du logarithme : nous
prendrons lorsque cela sera nécessaire l'extension de log telle que logp = 0. Si
g € Doo 4, 0n n0te \;(g) sa projection sur D= (i + 1) ; donc

9= 3 UN(9) € Doy

a) =D I1)a .

Définition : Soit g € Du, 4. On appelle solution compatible des équations de
(1 —p"®)G, = D"(g) une solution compatible des équations (1 — p"®)H,. =
D"(g =32 U(Xi9))) € Do,
Ainsi, on se donne b € ®jezD et H, € Hoo @ D tels que

1. D(H,) = Hy 41

2. (1-p'@)H, — ) G ﬁjrﬂ log’ "(1+T)=D"(g ~ Z U(Xi(9)))-

jzr
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Si G est une telle solution, on pose D"(G) = (A\(g), L (b), H,).

3. APPLICATION EXPONENTIELLE

3.1. Nous utiliserons comme Colmez les anneaux Apax €t Bmax [t‘l] a la place
de Beis- La norme définie sur Biax par ||2]|max < 1 si et seulement si z € Apax
vérifie la propriété

P12 hmase: Y Tmax < (2] lmax < 112 lmas- [yl max

L’importance de la norme || ||max vient en particulier de son lien avec les || ||,
définies sur H. Pour 'énoncer, introduisons [e] le relevement de Teichmiiller de

€ = (Cn) dans Apax et B = 0 "(le]) = [(Cmtn)m]-
3.1.1. LEMME. Si F est un élément de H, alors F(3, —1) = @~ "(F([¢] — 1))

vérifie
1F o, < IF(Bn = Dllmax < plIFllp,, -

Ainsi, si F' est p~%p™ -borné, la suite |[p™“(1 ® @) " F (B, — 1)||max tend vers
0 lorsque n — oo.

Démonstration. Nous ne donnons qu’une esquisse de la démonstration. Colmez

([1, corollaire V.5.5]) démontre que dans BSE= muni de la norme [ [|max, les
k

éléments e,, , = E@’;kl) (& n fixé) forment un systéme libre de Banach, c’est-
g

a-dire que la série Zk>0 apen, i converge dans Byax pour a € K si et seulement
si sup |ak| < oo et on a alors

1D aren illmax = sup |ax|
k>0
(il démontre plus que cela, mais nous ne nous servirons que de cela). Si F' € H,
on a d’autre part
ok
[|1Ellp, = sup |ax|p), = sup |ag|p~ 7D .
En utilisant le fait que
k k k
— - 1< ] < ;
pp—1) prp—1)" " prp—1)
on en déduit que F (3, — 1) existe dans Bpax €t que
[E o, < [F(Bn = Dllmax < pIF|lp,

ce qui termine la démonstration. Remarquons qu’en utilisant le fait que
[|FG|l, = ||F|l5l|G|lp, on peut en déduire I'inégalité pour x = F(8, — 1) et
y=G(B—1)

p72||z||maX||y||maX < 2yl lmax < Pl|2]|max ||yl max

ce qui est bien str moins fort que ce que démontre Colmez, mais suffisant. O
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Soit Dy(V) = (Beris @ V)95 = (Biax @ V)95 et Dgr(V) = (Bar ® V)95, On
note ey, la base canonique du ¢-module filtré Q,[k] égal & Q, avec pa = pFa
; on a donc un isomorphisme canonique entre D, (V) et D,(V (k)) donné par
d+ d® e_k. On plonge D,(V(k)) dans Bpax ® D,(V) par d — t=F @ (dey,),
ce qui donne lidentification D,(V(k)) = Dp(V) ® e_p — Bmax ® Dp(V) :
d®e_ — t % ®d. Remarquons que cette identification est compatible avec
la filtration et avec 'homomorphisme de Frobenius, mais non avec l'action de
Galois : ainsi, on obtient bien que Fil®(Bpyax @ D, (V (k)))9=" est V (k).

Nous utiliserons la propriété suivante du ¢-module filtré D,(V) : si
Fil=" D, (V) = D,(V), les applications 1 — p®¢ sont des isomorphismes de
D, (V) pour s > h.

Bloch et Kato définissent une application expy = expy , : Dp(V) © K, ®
Dur(V) — HY(K,,V). Plus précisément, nous noterons :

expy . = expy g, o Kn ® Dgr(V) — Hel(Kn, V),
exXpy, ; = eXPy g, f Dy(V)® K, @ Dgr(V) — Hel(Kn7 V)
€Xpy , = XDy K, ¢ :Dp(v)wzfl ©Dy(V) & Ky, @ Dar(V) — Hgl (Kn, V)

la dermiere de ces exponentielles dépendant du choix d’un logarithme (nous
prendrons ici log, p = 0). Rappelons les définitions des applications exp, pour
x € {e, f,g} sur la partie “cristalline” qui nous intéresse. Fixons un scindage
continu Ful de

1 — ¢ : Fil’(Bmax @ Dp(V)) — Buax @ D,(V) .

Deux tels scindages different d’un homomorphisme continu de Bpax @ D, (V)
dans V. Ainsi, i b € Buax®D,(V), (1—¢)Eul(b) = b et Bul(b) € Fil®(Byax®
D, (V). )
Soit L une extension algébrique de K contenue dans K.

3.1.2. Soit a € L& D,(V). Alors P = expy.(a) € H'(L,V) est la classe du
cocycle

TE€GL— (1—=1)(c— Eul((1 - ¢)c))
olt ¢ € Binax®D, (V) vérifie c—a € Fil’(Bar®@D,(V)). SiC = c—Eul((1-¢)c),
on a donc (1 —p)C' =0, NC =0et C=a mod Fil’(Bar @ D,(V)).

3.1.3. Soit (b,a) € D,(V) @ L ® Dy(V). Alors P = expy ;(b,a) € H'(L,V)
est la classe du cocycle

TE€GL— (1—1)(c— Eul((1—@)c—0))
ol ¢ € Bay ® D, (V) vérifie ¢ — a € Fil’(Bqr ® D,(V)). De nouveau, si C' =
c— Bul((1—¢)c—b), il vérifie (1 —¢)C =bet C =a mod Fil’(Bgr @D, (V)).
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3.1.4. Soit (d,b,a) € Dy(V)?=P @ D,(V) ® L @ D,(V). Alors P =
expy,(d,b,a) € H'(L,V) est la classe du cocycle

T€GL— (1=1)(c— Eul((1-¢)c—10))
ol ¢ € By @ D, (V) vérifie

1. ¢ —a € Fil®(Bar @ D,(V)),

2. Nc=d
(remarquons que N((1—¢)c—b) = (1—p~Lp)Ne=0et Eul((1—p)c—b) est
donc définie) et C = ¢ — Ful((1 — p)c — b) vérifie (1 — ¢)C = b, NC = d et
C =a mod Fil’(Bgr ® D,(V)).

REMARQUE :  ep(a) = c—Eul((1—¢p)c) est bien définie & valeurs dans B£5! ®

max
V/V. Lorsque L est contenue dans K, on peut en fait choisir ¢ dans Bg;ﬂg‘) ®

D, (V) : en effet la nullité de H' (K, Fil° Biax) (voir [1, IV], voir aussi le §4.1)
implique la surjectivité de I’application BSKe (Bar/Bjg)“%>= et donc en
tensorisant par V celle de Bake @ V — (Bar/BjR)%%= @ V; nous allons
le faire explicitement au paragraphe suivant. On en déduit que la restriction
resSeo(P) de P & K est la classe du cocycle 7 +— —(7 — 1) Eul((1 — ¢)c), ou ¢

est un élément de BSEF ® D, (V) congru & a mod Fil’(Bqr ® D,(V)).
3.2, On pose

Doco(V) =(HL" © D, (V))*=°

Dec 1 (V) =HLT® @ Dy(V)

Dooyg(v) :Dooyg(Dp(V))
Soit h un entier > 1 et k un entier tel que h+k —1 > 0.

3.2.1. Soient g € Dy (V) et G une solution compatible des équations
(1-p"®)G, = D"(g). Posons pour n > 1

=M @) =(~ 1"+ k= Dl (1@ @) (D @) (G — 1) @ e)
=(-D)"** a4+ k-1 V1@ o) DTHG) (G - ) @ ey, ;
c’est un élément de K,, ® D,(V(k)). Posons pour n > 1
PG = expy .o (E1(@) € H (K, V(E)) -

3.2.2. Soient g € Dy (V) et G une solution compatible des équations
(1-p"®)G. =D"(g) : G = (b,(Gr)rez) avec b € BjezD et Gr € Hoo ® D.
Posons pour n > 1

(=DM h+ k= 1Dlp (1@ ) (D F(G)((n — 1) ® e—r)
(D) + k= 1)p"* V(1@ o) "D F(G)(Cn — 1) @ e

—(h) /7~
=M(G)
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c’est un élément de D, (V' (k)) & K, ® D,(V (k)). Posons
PU@) = expy 1,4 (E/4(C)) € H} (K V()

Comme log ¢, = 0, les contributions des b; dans L_(b) pour ¢ > —k sont nulles
et on a donc

=@ =
()" 4 k= 1) (b @ e, (1@ @) "Gop((n — 1) @ es) -

3.2.3. Enfin, soit ¢ € De y¢(V). On fixe une solution compatible ¥, des
équations (1 — p" )G, = D"(I1;), c’est-a-dire une famille de (" = pr (U,) de
solutions de I’équation (1 — prcp)\Il(TT) = D"II; pour tout entier r € Z vérifiant
D(EY) = v On vérifie alors que pour 7 € Gal(Koo/K,) non trivial
et i # 0, I'expression (x %(7) — 1)"1D*(V,)(¢, — 1) est un élément de K, ne
dépendant pas du choix de 7. On le note /(=9 (¢,, — 1). On pose [V (¢, — 1) =
log(¢, — 1) (ou I on a choisi log, p = 0).

SiaeD,(V) P*™'on pose
= )(U(a)) = (D" (h 4+ k= 1)(a,0,log(¢n — 1)a) ® e—g .

SiaeDy(V )#=F" avec k # i + 1, on pose

0 (0(@) =(=1)" (bt k= 10,0657 (G~ Da@ e

DM (W) (G —
(xFH(r) = 1)

On pose P (h)(U( ) = ex (:(h) (U(a)). On note (h)(U( )) la restriction

nk PV (k),g\=n k . nk

de P} (U(a)) & H' (Koo, V (K)).

Si maintenant g = h + > ,., U(a;) est un élément de Ducg(V) et si G =

F+Ziez U(a;) est une solution compatible des équations (1—p"®)G = D" (g),

on étend les définitions de :(}?,1 et de Pflhk) par linéarité. On a donc Péhk) (G) =

P H) + Y00 PM (U (a:)).

3.3. THEOREME. Soit V une représentation de de Rham et soit h un entier
> 1 tel que Fil™" Dar (V) = Dar (V). Soient g € Doo (V) et G une solution
compatible des équations (1 — p"®)G, = D" (g). Soit u un entier > —h tel que
g soit p~"@~-bornée. Si g n'est pas dans D (V), on suppose de plus que
D"(g)(0) € (1 — pho)D,(V). La famille (P,,(Lflk)(éwnZl,szthl est tempérée
d’ordre < (u+h)~ et définit un élément Qv,n(g) de Hiyrn)- (Goo) ®ZL (K, T)

ne dépendant que de g. Ainsi, on a

Tk (Qva(g) = PL(9)
pour n > 1 et pour k € {1 —h,---,+oo}.

=(—1)"""Y(h + &k — 1)1(0,0, a@g_k),
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On a
0(Qv,n(9)) < h+o0u(9)

et lorsque V est cristalline,

0(Qv,n(9)) = h+o0,(g) -

Ainsi, si 7o est un entier tel que la suite d’opérateurs p"™p~" de D,(V)
est bornée et si g appartient de plus a HZ’,ZO ®@ D,(V), Qv,n(g) appartient
& Hrorsih)-(Goo) @ ZL(T). En effet, g est alors p~ (")~ -borné. Remar-
quons que ry peut étre négatif, mais on a nécessairement rg + h > 0 et donc
ro + s > —h. Par exemple, si V = Q,(r), on peut prendre h =r et ro = —r.
La relation entre les ordres de tempérance signifie : Qv (g) est un o(log®) si et
seulement si g est p~ (="~ -bornée et Ny (g) est un O(log®) si et seulement
si g est p~ =M y-bornée.

REMARQUES : 1) Cet homomorphisme est (—1)"~! fois le Qy 5, de [4]. Cela
permet d’éliminer certains signes : par exemple, il n’est pas difficile de déduire
du théoreme la relation suivante entre Qy 1 et Qyp, -

Qv s = 0,Qv

avec

o logy , loex(7'y T (28T )
log x(v) log x(v) log x(v)

(attention au changement de signe par rapport a [4]). On pose pour tout entier

r

(3.3.1) Que=(]] &) 'n
r<j<h

pour h > r et tel que Fil™" D, (V) = D, (V). Cest un élément de K(Guo) ®
ZL (K, T) avec K(Go) anneau des factions total de H(Gs) (il suffit en fait
d’inverser les £;). De méme, avec des identifications convenables, on a

Qv ().t (9) = Tw’ (Qvn(D?(9))) -

2) La lettre © évoque pour certains une période : isomorphisme de périodes
entre Hoo ® D, (V) et H(Goo) ® ZL (K, V). On peut le voir aussi comme une
maniere de mettre ensemble toutes les exponentielles de Bloch-Kato relatives a
V et a ses twists cyclotomiques, d’olt la notation Expy, v de [2]. Il est d’ailleurs
amusant de remarquer que dans [2], c’est le point de vue “matrice de périodes”
de cet homomorphisme qui est utilisé.

3) Ici, on n’a pas supposé V cristalline mais si V' ne l’est pas, la dimension de
K, @ D, (V) est de dimension sur K, strictement inférieure & la dimension de
V et donc le rang de A ®D,, (V) est strictement inférieure a celui de Z1 (K, T).
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Nous ne démontrons dans les paragraphes qui suivent que I'inégalité
0(Qv,n(g)) < h+0,(9) ;

I’égalité dans le cas ou V est cristalline sera une conséquence de la loi de
réciprocité (cf. 4.2.4).

h

4) Si D,(V)¥=P = # 0, V contient alors Q,(h). Dans ce cas, si
D"(g)(0) ¢ (1 — p"p)D,(V), on peut définir Qyp(g) a valeurs dans
(X(’Y)ihx - 1)71H(u+h)* (Goo) ® Zéo(T) par

Qunlg) = (x() ™" = D7 Qa((x(7)"x = 1)g) -

Remarquons qu’alors Qv 541(g) est défini directement par le théoreme, ce qui
est cohérent avec la relation Qv p4+1(9) = hQva(g) : Qv p+1(g) n'a plus de
poles. Donnons maintenant les formules qui s’en déduisent pour n =0 :

3.3.1. PROPOSITION. Sous les hypothéses du théoréme 3.3, on a

7o,k(Qv,n(g)) = eXPV(k),f(E(()}f;Z (@)

avec

E0(G) =(-)" (4 k- 1)1 x
(1 —p" o™ by ®@ ek, (1 - p" o™ )DH(G)(0) ® e_y)
En particulier, si 1 — p~*¢ est un isomorphisme sur D,(V), on a

7o.k(Qv,n(g)) = eXpV(k),e(E((J},L]z (@)
avec
E0UG) =(—1)" N (A k — 1)1 x
1=p" ™)1 —pFe) ' D(g)(0) ®ey .

La proposition se déduit de I’équation fonctionnelle reliant G et g et de ce que
¥(g) = 0 (voir (4.3.2)).

Avant de commencer la démonstration du théoreme, expliquons comment on
peut traiter le cas oit g € Dy 4(D,(V)). 1l s’agit de définir I'image de U(a)

pour a € Dp(V)‘P:pi. Pour cela, plutot que de vérifier les congruences, ce que
nous n’avons pas su faire, on définit directement Qy,,(U(a)) puis on vérifie que

T e (v (U(a)) est bien expy ) 4(E4% (0 (a))).

Pour cela, on commence par énoncer le lemme suivant :

LEMME. Soit T un élément de Goo non de torsion. Soit u € H(Gs) ®
ZL(K,T) tel que moo(u) = 0. Alors, il existe v, € H(Goo) @ ZL (K, T) tel que
(r— v, = u.

On peut exprimer le lemme sous la forme suivante en le twistant : sim ;(u) =0,
il existe v, tel que (x(7)?7 — 1)v, = u. Remarquons qu’on a alors pour tout
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entier k la formule (x(7)'~% — 1)m, k(v;) = mnk(u) pour 7 laissant fixe K,
c’est-a-dire que pour tout entier k # j, m, (vs) = ank(u)

Enfin, remarquons que l'on a unicité de v, si 'on ne regarde que son image
dans H(Gs) ® ZL (K, T) et que si u est tempérée d’ordre < r, il en est de
méme de v,. v
Appliquons ce lemme & z, = Qv (D '11,a) pour a € D,(V)?=P". Par twist,
on peut se ramener au cas ou i = —1.

Comme 7, o(2) = expy . ((—1)" 71 (h — 1)! G+ (¢ — 1)a) pour n > 1 avec G, =

x(m) _
log (HT)%, on a

i((T) -1

G—1
1l existe donc ¥ € Hoo(Goo) @ Zoo (K, T) tel que (7 — 1)y = z et on vérifie
facilement que y ne dépend pas de 7. On pose alors Qv (U(a)) = y. On a
donc

0,0(2r) = Tric, /i (expy,((=1)" 7' (h — 1)!log a))=0.

Quan(U(a)) = (= 1)"'Qun(Tl;(a)
et en général pour a € Dp(V)<P:Pi
Qo (U(@) = (((7) 7 — 1)1y (DL (a)

On définit ainsi un prolongement de Qv 5 & Doo,o(Dp(V)). La formule

expy () (L (U())) = Tk (Qvp(U(a)))

est claire pour k # i+ 1. Pour k = i + 1, nous la montrerons plus tard en
utilisant la loi de réciprocité.

3.4. DEMONSTRATION DU THEOREME.

3.4.1. Tl s’agit de montrer que les points P, »(G) vérifient les conditions de la
proposition 1.8. La propriété que

Trn-l—l,n(P(ljr)Lk(a)) = P’r(zhk)(G)

n

dans H'(K,,V(k)) se déduit de la condition t(g) = 0. Pour montrer

que les points P, (G) sont admissibles, il suffit de le faire pour Py (G) =
Trr, /i (Pi(G)). Prenons k = 0 pour simplifier (on s’y raméne en rem-
placant V par V(k)). Ce point est admissible si et seulement son accouplement
local avec un élément v de V*(1)¢x = gYT, V*(1)¢x) c H'(K,V*(1)) est nul
(§1.6). Pour le calculer, nous utilisons les formules de Kato qui sont rappelées
en 4.1.3. On en déduit que si v est vu comme élément de Fil® D, (V*(1))#=! C
D, (V*(1)), cet accouplement est de la forme [(1—pp~1)(u),v] = [u, (1—p)v] =
0.

Démontrons les congruences vérifiées par les Pr(lhk) . Comme me ’a fait remarqué
Colmez, il y a une démonstration beaucoup plﬁs simple au niveau des calculs
que celle faite dans [4]. Nous allons commencer par celle-1a. Cependant, nous
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avons besoin pour la démonstration de la loi de réciprocité du calcul explicite

du cocycle fait dans [4]. Aussi, ferons-nous ensuite ce calcul.

Notons [e] le relevement de Teichmiiller de € = ((,) dans Apax et G, =

© " "([e]) = [(Cmtn)m]. I s’agit donc d’un relevement de la racine de l'unité

(n dans Bpax puisque 'image de (§,, dans K C BdR/B;{R est (.

Prenons g € Dy, (V). On se donne une solution compatible G de 1’équation(1—
Q)G = g, c’est-a-dire des éléments G, de Hoo @ D, (V) vérifiant D(G,) = G141
t (1 - p"®)G, = D"(g). On pose D"(G) = D7(G) = G,. Le point P\ (G)

est la classe du cocycle

(*1>h+k_1(h+ k— 1)!pn(k—1)eB((1 ® @)_ntk(Cn . 1) ® e,k) .

Pour démontrer les congruences, il suffit de montrer que pour s’ > h + u et
pour 7 € Gk__, la limite de la suite

j
P == (1 1)kth1 J +h*1 _(h) e
D N (A ERIGT
k=1—h
tend vers 0 lorsque n — co. (rappelons que Eglh,)c(G) € D,(V(k)) est identifié &

Esl}?])v(G)tikek S Bmax ® Dp(V)) Notons

J .
_ _7+h—1 —(h) =, _
2, (O 1<kz+h—1>:’(1’])€(G)t k
h

k=1—
On a
J n(k 1)
Yh=(j+h-1) Z 1®¢) "Gk (G — 1)t7F
k=1—h ‘7

. htil pfnk .
= (+h =107 37 S (1@ ) DN G ) (G — D

k=0

en changeant k en j — k. B
Soit H € Hoo ® Dp(V). Posons H(Z) = H(Gnexp(Z) — 1) : comme f, =
Cnexp(t/p"), on a H(B, — 1) H(t/p"). Si Tj,_1(H) est le développement de
Taylor d’ordre h—1de H en 0, on ver1ﬁe facilement que

A(t/p") ~ Ta(H)(t/p") € "B © Dy(V) = Fil" Bag © D (V)

et que

T
)

. 1 i
T (B)(t/") = 3 D ()G = 1)
1=0
On en déduit que
h—1 ;
3 %Di(H)(gn _ 1)ptm_ — H(B, —1) € Fil"(Bqr) @ D, (V) ,
i=0
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et en remplagant h par h + j, que

htj—1 ;
> DG~ V2t — H(5, = )i € Fil' (Ban) £ Dy(V))
=0

Remarquons que la condition sur & implique que Fil” Bgg ® D, (V) est contenu
dans Fil°(Bar@D,(V)). En appliquant cela & H = (10¢)~"G_; et en utilisant
le fait que ep est nul sur Fil° (Bar ® D), on obtient que

es(V)) =ep((j+h—1)p" V" V(1 @) "G (B, — )t 77)
=(+h—1)p U Vep(@ (G _j(e— 1)t

Par définition de ep et de Eul et comme ®~"(G_;(e — 1))t~7 appartient &
(Bmax ® D, (V))9%= on a

(1= Vep(¥)) == +h ="V (r = ) Eul(@ (D7 (9)([] = 1))t77) .

Il s’agit donc de montrer par continuité de Eul et stabilité de Apn.x par Gi
que pour s' — h > u, la suite p"& =M®="(D~7(g)([e] — 1)) tend vers 0 lorsque
n — oo. On applique pour cela le lemme 3.1.1 & D77(g) qui est p~“p~-bornée

167 @D (g) (€] = 1)) lmax = 2"+ p" (1 © ) "D (g)] .

tend vers 0 lorsque n — oo.
Il n’est pas difficile de voir que la méme démonstration s’applique a g €
Do, 1 (V).

3.4.2. Comme annoncé, nous allons maintenant reprendre la démonstration
en calculant explicitement un cocycle représentant Pr(lhk) pour g € Do (V). On

se donne donc une solution compatible G, c’est-a-dire b = (by) € ®rezDp(V)
et des éléments G, de Hoo ® D, (V) vérifiant D(G,) = Gr41 et (1 —p"®)G, =
D" (g) + Ly (b) avec L.(b) = ;5. ﬁ log" "(14T). 1l est commode de noter

formellement L(b) = Y, % log"(1 + T) et L(b), = D"(L(b)) = L,(b). On pose

G = (b,G) avec G = (G,) et D"(G) = (L,(b), D"(G)) = (L,(b), G,). Posons

—

>

S8 =1 b = DL (<1 DG — 1
= h+k—1 1
SPG) =) k=1 ST (<) DTG ([ - e
i=0 ’
h—1
=(-D)"Yh+k-1) Z (fl)iﬁDi(G)([e] -1t
i=—k
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et
S s (@) =(p®) (S (@)
SM) L (G) =(p®) " (SM(@))

Ainsi, S (@) = ST (D=R(G))t*.
Lorsque h = 1, les formules se simplifient et deviennent

81 is(G) =(p®) " (Go([d - 1))
') is(@) =(p®) " (! (—1)i—k%Di—k(G)([e] 1)k

w 1
(=1) (k —u)!

M- 1~

=(p®)~" (k! D™(G)(le] = 1)t™) .

0

IS
Il

Notons b(") la suite b ot 'on a remplacé le r-iéme terme par 0. On définit par
N h h r

les mémes formules thlzﬂis (L(b)) et thlzﬂis (L(b™))).

3.4.3. LEMME. Supposons comme dans le théoréme que Fil™" D4r(V) =

Dar(V) et que h+k —1 > 0. Alors,

(i) Péhk) (Q) est la classe du cocycle

(G) = Bul(S,} crisl + L)) 5

n,k,cris

7€ Gk, — (T — 1)(8(h)

n,k,cris

(i) TGSOO(P(hk) (@) est la classe du cocycle

_. D"(g)(0)t"

™€ G = ~(r = DEU(SY) i) - p L)

n,k,cris

Si D"(g)(0) € (1 — pho)D,(V), resoo(P(hk) (@)) est la classe du cocycle

77"7

T€Gx. (1~ DEu(S) ...(9)) -

Démonstration. Soit H € Hoo @ D,(V). Posons H(Z) = H(Bnexp(—Z) — 1)
: en utilisant la formule ¢, = G, exp(—t/p™), on a H({, —1) = H(t/p™). La
méme démonstration que précédemment donne que
h=l_qyi 4
16 -1 - Y S0 6, - 1) € B 9 D,w)
i=0

En appliquant cette formule & D™%(G) et & h 4+ k — 1 > 0, on en déduit que

=h(G) =S

n, n,k,cris

(G) € Fil"(Bar) ® D, (V) C Fil®(Bar @ D, (V (k)))
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De plus, szh,z wris(G) est invariant par Gg__. En utilisant la formule
(1 —p"®)D"(G) = D"(g) + Lr(b), on a

h h h
(1= ®)8, % eris(G) = 81 ris(@) S s (LD)) -
En revenant a la définition de exp; et en remarquant que

ST (L) = (1) (g k= D)(pp) "bogtF = ST

n,k,cris

(LOEM)

on obtient que ress (Pr(lhk) (G)) est la classe du cocycle

7€ Gk, — —(1—1)Eul(S") . (g+LOP))) .

n,k,cris

Calculons maintenant Silfli,cms(lf(b(_k))- On a

S i (L(b))

n,k,cris
h+k—1 i
_ (71)h+k71(h+k7 1)| Z (71) ( Z by t’u.fi+k)ti7k
— 7! it (u—i+k)!
h+k—1 i
= ()" k-1 Y ) > b
P 1! S (u—1i+k)!
= (D" A k=1 Y albut”
u>—k
avec
hoo_ (=1)°
Yk = Z-<uz+k Mu—i+ k)l

0<i<h+k—1

Lorque u < h—1,0n a

(ut k)= > M_(l_l)wc:{o si—k<u<h-1

N2 — 4 1 S —
o<izain iNu—i+k)! 1 siu=—k
Ainsi,
SU) (L) = (h+ k= D=1 byt 37 al bt)
u>h
et
8™ s LOW)) = (1) b k= 1S ol bt

u>h
et O‘Z,k = ((hT)' On en déduit que

(LOM)) € thBTSX= @D, (V) € Fil°(Bumax ® D,(V)) .

max

S(h)

n,k,cris
Plus précisément, pour u > h ou pour b, € (1 — p"p)D,(V), b,t* appartient
a(l—ep) FilO(B+GK°° ®@ D,(V)), car 1 — p“p est alors un isomorphisme de

max
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D,(V), et on en déduit que (7 — l)Eul(S(h)

n,k,cris

(L(B™)) =0 pour 7 € Gk__ et
resoo(Pﬁk) (G)) est simplement la classe du cocycle

—n(h+1) " (bh)th )

(h)
TE€Gr = —(T = DEUl(S, } 0ris(9) + P Nk

et si by, € (1 — php)D,(V), c’est la classe du cocycle

T€GK, — —(T— 1)Eul(8£7£16Tis(g)) )
Sans condition sur by, remarquons que b, + D"(g)(0) € (1 — p"p)D,(V) et
pour les mémes raisons,

(T = DEul(p™" (bn)t")

= (7 — D) Eul(p"bpt") = —p""(r — 1) Bul(D"(g)(0)t") .
On en déduit le lemme. (]
3.4.4. COROLLAIRE. La restriction de Pé,k)(a) a H' (K, V (k)) ne dépend que
de g, on la note P(hk) (9).

n7

3.4.5. Plagons-nous sous les hypotheses du théoréme en supposant que
D"(g)(0) € (1 — p"p)D,(V). Montrons que pour s’ > h + u, la suite

o)y G+h—1Y o
n(s'—(j+h—1 1 kth—1 _ s |
g ; ( ) (k +h — 1) n,k,cms(g)

k h

j+h—1 .
n(s' —j— I h=1 "
= pn(s’=i=ht1) E (1)’“( P >S7(z,lz—h+1,cris(g>
k=0

tend vers 0. Notons

(h) _
Zj =
j+h—1 . k
+h—-1 il ik i—k+h—
> (T T R D ) - D
k=0 i=0 ’
On a done (p®)~"(Z{") = S2_, (=11 ()8 (). Onaen

changeant ¢ en k — i

zM =
j+h—1 , B & | | |
= (_1)k (] +Z 1)klz(_1)z (kii>!D_z+h_1(g)([€] o 1)t_l+h_1)
k= X
o
= (=1)vi j1n 1 DT (g)([] — 1)1
=0
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avec

(1= X)) x1
Donc, seul vy, est non nul, il vaut (—1)'¢! et on obtient finalement

P~ (p®) (2 =p~"I (p®) " ((j + h — 1)ID I (g)([e] — 1)t )
=(p®) " ((j + h — VDI (g)([e] — 1))t~

Il s’agit donc de montrer que p™(s'~1=A+D&="(D~7(g)([e]—1)) tend vers 0 pour
s’ > h+ u. On applique pour cela le lemme 3.1.1 & D77 (g) € HZ ™ @ D, (V)
qui est p~“¢~-bornée pour obtenir que

1" P& (D (g)([d — )l = 9|0 (1 © ) "D (g)]

tend vers 0 lorsque n — oo. Cela termine la démonstration du théoreme 3.3.

3.4.6. Revenons sur le cas ou D"(g)(0) € (1 —p
fait que D,,(V)“”:pfh # 0 avec Fil ™" D, (V) = D
est non nul.

On voit alors apparaitre dans le cocycle définissant le point Pflhk) (G) un terme

de la forme Cz’j;f”. Ce terme est signe de l'existence d’un pole dans Qv p(g). Il

<p)D (V). Rappelons que le
V)

» implique que V(—h)%x

disparait si I'on remplace g par § = (x(7) "y —1)g (on a alors D"(3)(0) = 0),
d’ou la définition
Qnlg) = (x(1) ™" = 1) 7' Qu(9) -

Il disparait aussi lorsqu’on remplace par h par h 4+ 1 et cela s’explique par la
formule :

Qvni1(g) = LhQv,n(g)

et le fait que x( ) — 1 divise I;,. Que peut-on dire du résidu, c¢’est-a-dire de
7o —n((x(y)™" )QVh( ) 7 D’apres la deuxieéme formule, il s’agit de

h

7o,—n(Qvnt1(g)) = Po(,hjll) =17k, /x5, (ﬁé,hjzl))
= TréSeo expv(_h)7f(bh ®@en, (1 —p "l H)DMG)(0) @ ep) .
Le cocycle associé (restreint & Ko.) est

T (T — 1)Eul(Dh(g)([e] — 1)th) .
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On peut supposer que b, = D"(g)(0) car

D"(g)(le] - Dt" =
(1= @)(D"(G)([d] = Dt*) + D"(9)(0)t" mod (1 - @)(t" @ Dy(V)) .

Le premier terme disparait lorsqu’on applique (7 — 1)Eul pour 7 € Gg__, on
obtient donc

(r— 1)Eul(Dh(g)(0)th) .

Dans ce cas, Ful(D"(g)(0)t") appartient en fait & QZT D, (V(=h)) = QZTth(X)
D, (V)es, ou Q;}T est le complété de I'extension maximale non ramifiée de Q,,
c’est-a-dire que comme il est bien connu, on n’a pas besoin de passer dans ce
cas & Beys. Par exemple, prenons V = Q,(h) et D"(g)(0) = 1, on est donc en
train de construire un élément de H'(K oo, Q)% par la recette

T (1 — 1) Eul(t") .

Il s’agit en fait de résoudre I’équation (1 — ¢)Q = 1, ce qui se résoud dans (@;”.
On a dans ce cas un isomorphisme

H}/G(K, Q) = H/le(Ka Qp) = Hl(KOOa@p)GOO = Homg,, (G%’w,(@p)

Cette situation ne se produit pas si V&%~ = 0. On ne le voit non plus pas trés
bien si V(—i)¥% # 0 pour un i < h & cause des relations du type

Qv ns1(g) = LhQv,n(g)

qui font disparaitre le pole. Cependant cela doit apparaitre en théorie globale
avec une bonne normalisation des “facteurs I'”.

4. LOIS DE RECIPROCITE

Yo . 7 7 7 n—1
On désigne toujours par v un générateur fixé de I' et on pose v, = ~?
4.1. L’APPLICATION EXPONENTIELLE DUALE. Ce paragraphe repose sur les

théoremes de Tate dont on rappelle ici I’énoncé : on note K, le complété de
K.

4.1.1. THEOREME. (Tate)
1. HY(Kw,C,) =0, H (Koo, Cp) = Koo ;
2. Pour n > 1, il existe un unique isomorphisme Tk, : Km/(vn -1)— K,
induisant pm—l,nTTKm/Kn sur Ko, ;
3. H'(Koo/Kn, Koo(i)) = 0 pour i # 0 ; HY (Ko /Kn,,Ke) = K, et
HY (Ko /Ky,, Km) = K, ou cette derniére application est donnée par

Hl(rnvkm) = IA{OO/('Yn*U - K,

¢ = )TKn (cy)

PN
log x(7n

Cy,
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Avec cette normalisation, on a Tk,, = p" " Trk, /K © Tk, pour n > m > 1.
On a le diagramme commutatif pour m <n

Hl(Km/Kn,Km) - KOO/('an -1) — K,
res | T 1
HY Ko/Km,Koo) — Koo/(7?" —=1) — Ky
ou la deuxieme fleche verticale est donnée par ¢ — E’i;m_l ¥ e et la
troisieme par 'inclusion. Remarquons aussi que si z € K,,, avec m > n > 1,

ona Tk, (x) = I%TTKW/KTL (2).

4.1.2. Construisons une famille d’applications A, : BfIf‘” — K, pourn >0
et keZ.

On rappelle que Fil’ Bgr/ Fil'™ Byg = Cp(i) en tant que Gg-modules. La
nullité de H'(K,C,) implique que Fil’ Bfé(”/FﬂHl pr‘f“’ = K.o(i). On
déduit alors de la nullité des H™(Goo, Koo(i)) pour i # 0 que v, — 1 est

. . 11 G . G 10 G
inversible sur Fil' Bi>= de méme que sur By / Fil’ B> et donc que

GKoo Groo ~pt Greo GKoo
BdIi( /(’7n_1)BdI§( :B;_R " /(%‘”B:{R *
GKey |1
=By "~ /Fil' Bar¥= /(yn — 1)
=Koo/(Yn — 1)K .

En composant avec Tk, , on obtient une application Ay, : Bfff‘” — K,,. Les
applications Agp, : Bfgw/(x(’yn)*k'yn - 1)Bfé(°° — K, sont obtenues par

twist :

G -k G Xo,n
By "L BOE [y, — 1) " K,

On a ainsi A, (b) = Ao.n(t7FD).
LEMME. Les applications Ay, vérifient :

1. Mgn(T2) = X(T)kAkyn(SC) ;
2. Trg, /K, Mk (2) = D™ " A (2) pour m > n.
3. Soit G € Hy. Alors, pourm>n etk >0

1 Trg, /i, (D*(G)(Gn — 1))

/\k,n(G(ﬂm - 1)) =

Démonstration. Démontrons la troisieme assertion. Remarquons d’abord qu’il
est facile de calculer Ay, sur un élément de K,,((t)). En effet, si a € K,, et
m > n,ona \gn(at’) =0sii#ket #TTK"L/K” () si i = k. Le premier
cas vient de ce que x(7,)" *v, — 1 est un isomorphisme sur Koo, le deuxieme
de ce que Mg p(at’) = Ao n(a) =Tk, ().
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Si on utilise le fait que By, = Gnet/P™, on obtient que

= DG —1) B

G(Bm —1) . v’
=0 7! pm™
et donc que
D*(G)(¢m —1) t*
M (G (B — 1)) Ak’n(%#)
_ e L/ 16, (DM(G) (G = 1))
- klpmk

O
Remarquons (ce qui a été utilisé dans la démonstration) que si f =
>oiai ()Y € Kn((t)), onaAgn(f) = ax(f) et que 'on peut définir une applica-
tion T, de Koo ((t)) dans K,,((t)) par Tn(f) = p~™ >, Ak (f)tF. Un résultat
important de Colmez est que T, se prolonge en une application continue de
BSEe dans K, ((t)). Nous n’en avons pas besoin pour la démonstration de la

loi de réciprocité pour ’application Qv j, que nous avons construite ici. Ce pro-
longement semble par contre fondamental dans I’extension qu’en donne Colmez.

4.1.3. Rappelons le théoreme de Kato relatif a I'application exponentielle
duale. Si W est une représentation p-adique de de Rham de Gg, et L une
extension algébrique de Q,, on note expj,. (1),L,/u* I’application duale de
I'application exponentielle expy .1y 1, avec u € {e, f} et e* = g, f* = f.
On pose

AW,z = exDiyery 1 g 0 H (L, W) = L@ Fil’ Dar (W) .
En notant par < .,. >w,r le cup produit :
HY(L,W) x H'(L,W*(1)) — H(L,Q,(1)) = Q,
et [.,.]p,p(w) la dualité naturelle

Trr/op
—

L® DdR(W) X L ® DdR(W*(l)) — L QP )

on a donc par exemple la formule

< @, exXpyye(1),L,e(b) >w,L= [exPiy- (1) 1,/4(2), OlD, (W) = [Aw;L(2), b, (W) -
On fera attention que
< eXpW,L,e(a’)a Y >w,L= *[aveXP;V,L,/g(y)]Dp(W) = —[a, )‘W*(l),L(y)]Dp(W) .

PROPOSITION. Leapplication Ay i, : HY(Kn,V(k) — K, ®
Fil’ Dgr(V (k)) peut se calculer de la maniére suivante : soit T +— c; un
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cocycle de Gg, a wvaleurs dans BGKOC ® Dgr(V) ayant méme image que
r € HY(K,,V(k)) dans Hl(Kn,BdR ®@ V) ; alors,

C
Av k)., (2) = )“’“’"(W) '

Démonstration. L’existence de ¢ vient de ce que Hl(Koo, B4r®V) =0, ce qui
implique que Iapplication inflation suivante est un isomorphisme :

HY(Goo, (Bar @ V)5 ) = H'(Goo, BSX= @ Dar(V)) = H'(K,Bir ® V) .
Kato démontre que si x est représenté par un cocycle 7 — d, les deux cocycles
de Gk, & valeurs dans Bqr ® V donnés par 7 — Ay g, (¢)log x(7) et par
7 — d, ont méme image dans H'(K,,Bqr ® V). Colmez remarque alors
qu’on peut remplacer d par le cocycle 7 +— ¢, ayant méme image que d dans
HY(K,, Bar ® V). On en déduit que Ay g, (z)log x(7n) = ¢y, mod v, — 1 et
donc que

vk, (%) 10g x(7n) = Aon(Av, K, () 1og x(n)) = Aoyn(cy,) -

Pour passer a V(k), il suffit de faire un twist convenable. O

REMARQUES : 1) L’image de H'(G,, V=) dans K,, ® Fil° Dyr(V) par
Av est égale & VOK = Fil’ Dgr(V)#=!. Notons S\V(k),Kn le composé de
AV (k),K, avec la projection modulo V(k)Cx.

2) On a le diagramme commutatif

HY(K,V)
l
HY(K, Bar ® Dar(V)) X HO(K,Bar ® Dar(V)) = K @ Dar(V)
=~ ! |

H'(Goo, BO5 @ Dyn (V) VX B95> @ Dyp(V)/(y — 1) — K ® Dan(V)
ot log x est vu comme élément de H'(K,Q,) = H'(Goo, Qp) = Hom(Goo, Q).

4.2. Lol DE RECIPROCITE (ENONCES).

4.2.1. THEOREME. (Colmez) Soit h un entier tel que Fil™"Dgr(V) =
Dar(V). Soit g € Ds(V), G une solution compatible des équations
(1 —p"®)G, = D"(g). Alors, pour tout entier k < —h et pour tout entier
n>1,ona

v )16 Tk (Qvn(9))) =
prk— 1)(1 ©) " DH(G)(Cn — 1)
(—k — h)!

®e_r mod V(k)Fx
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Remarquons que sous les hypotheses du théoreme, V (k)% = 0 sauf peut-étre
pour k = —h.
Rappelons que l'on a par définition méme de Qy ;,(g) les formules pour k > 1—h,

108y (1) (Tn kQvn(9)) = (=11 (h 4+ k — 1) x
x p"* D1 @) ™D HG) (¢ — 1) ®e_p mod Fil®D,(V(k)) .
Pour uniformiser les formules, posons (cf. [5]) I'*(k) = (k—1)!'si k > 0 et

(—=1)¥/(—k!) si k < 0. On a encore 'équation fonctionnelle : T*(k+1) = kI'*(k)
pour tout k € Z sauf pour kK = 0. On obtient alors que

(4.2.1)

p" VA @) " DTG (G = 1) _ [ logy () (T kQvin(9)) sih+k—1>0
I*(=k = (h—1)) Avk) K, (T k(Rvin(g))) st h+k —1 <0

On peut aussi remarquer que

h—1
r*(=k) = [[(-k = i)T*(~k — (h — 1))
i=1
a condition que k ¢ {—h+1,---—1}. Le produit H?;ll(—k — i) est un produit

. h—1 N —
de h — 1 termes et c’est aussi la valeur de [~} ¢; sur le caractere y*. On a
donc aussi

VAR ) "D G (G — 1) _ Jlogy (k) (v (9)) sitk=>0
F*(—k/’) )‘V(k),Kn (ﬂ'n,k(QV,l(g))) sik<-—h

en posant Qy,; = (H?;ll £;)" Qv . On a en effet alors

h—1

T,k (2v1(9)) = (H(_Z — k) 1 (Qvn)

i=1

On a bien stur perdu un certain nombre de termes.

4.2.2. 1l est commode de transformer le théoreme 4.2.1 et de le mettre sous
la forme de la conjecture Réc(V') de [4]. Cela permettra ensuite d’obtenir de
nouvelles formules que nous donnerons dans le §5.2. Nous supposons dans la
fin du §4.2 que V' est une représentation cristalline.

Rappelons que l'on a un accouplement naturel sesquilinéaire par rapport a
I'involution ¢ induite par 7+ 77!

Z (K, V) % Zoo (K, V(1)) — Q@ A
donnée par

<,y >y=lim Z <7 ' 0(®), Tno(y) >vik, T
n 1€G,
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oll <, >y, est I'accouplement de Kummer H(K,,V) x H(K,,V*(1)) —
Qp. 1l vérifie pour tout entier 4

Tw (< z,y >v) =< Tw'(z), Tw " (y) >v@
On a d’autre part ’accouplement naturel
D,(V) x Dyp(V*(1)) = Qp

On prolonge respectivement ces deux accouplements par extension des scalaires

A K(Go) :
< >V K(Goo) @4 ZE (K, V) x K(Goo) @a ZL (K, V(1)) — K(Goo)
et
[+ b, 1) K(Goo) @A Dp(V) X K(Goo) @4 Dp(VF (1)) = K(Goo)

On note de la méme maniére Paccouplement qui s’en déduit sur HY 0 ®
D,(V) x H%™" ® D,(V). Notons encore ¢ I'involution de H%" correspon-
dant & linvolution ¢ précédemment définie sur H(G ). Enfin, notons o_;
I'élément de G agissant sur les racines de I'unité par ¢ — ¢~!. On a donc
o1(1+T)=01+T)""

4.2.3. THEOREME. (Réc(V)) Supposons que V est wune représentation
cristalline. On a pour tout entier h

<Qn(g1),0-1Qv-)1-n(g2) >v .(1+T) = (*Uh[glvl(gz)]Dp(v) .
Autrement dit, Uinverse de Qy,;, est au signe prés l'adjoint de Qy«(1),1-p-

Ainsi, au lieu de commencer a construire v & partir des exponentielles de
. . N R . , .

Bloch-Kato, on aurait pu construire €27,. (1) 1—h & partir de I’exponentielle duale,

ou son inverse, ou I’adjoint de son inverse. Remarquons que l'application Qy

dépend du choix de e. Appliquer o_; revient & changer € en ¢~ *.

Nous donnerons au §5 les formules sur 'application inverse Ly ; de Qv se

déduisant de ce théoréme.

Démonstration. Montrons comment le théoreme 4.2.3 se déduit du théoreme
4.2.1. On s’appuie sur les formules données dans l'appendice A.2. On
vérifie facilement que cela ne dépend pas de h, on prend alors h tel que
Fil™" D, (V) = D, (V). Soit h* tel que Fil™* D,(V*(1)) = D,(V*(1)). On
a alors Fil" D,(V) = 0. Prenons k tel que —k > 1—h et k < —h*. On
pose x = Qy,u(g1) et y = Qy«(1),n+(g2). On note encore abusivement 7, ; la
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projection H(Gx) ® ZL (K, T*(1)) — HY(K,,V*(1)(k)). On a alors

S,k (< Quin(91), Qve1),1-n(92) >v)
= sn k(< Qvin(g1), ( H gj)flﬁv*u),h* (g2) >v)

—h<j<h*
=sun(< ([ =) 'my>v)
—h<j<h*
_ (k)
ey T, =k () Tk (Y) >V (=), K,

car my —k(l_;x) = (j + k)mp,—k(x) ;
(—k — h*)!
= 7mT7’Ku/K([IOgV(7k),K" Tn,—k(2), Av (i), 16, (Tnk(Y)) D, (v (= 8)))

(remarquons que 7, —k(z) € HL(Kn,V(—k)) sous les hypotheses faites sur
k : Fil°Dgr(V(—k)) = 0 ; le signe — provient de 4.1.3). Exprimons le
dernier terme A l'aide de g1 et go. Avec (1 — p*®)D*(G1) = DF(g1) et
(1-p *®)D7*(G2) = D™*(g2), on a
(—=k — h*)!
(Ck+h—1)
= (=1)"Fp " Tri, i ([DM(G1) (G = 1), D7(G2) (Gr = Vo, v (- y)

en utilisant les formules (4.2.1) et

< 7Tn,fk(z)a 7rn,k(y) >V(—k),Kn

[pu, v, (vi—ky) =P [t VD, (v (—k)) -
Ce qui vaut pour n > 1,
(D" Fp YT [IDMG)(C 1), DH(G2) (¢~ Dlp,v) -
<€Np"'_ﬂpn—1
On remarque que pour n > 1
Z [D*(G1)(¢” = 1), D7 *(g2)(¢ = D]p,(v) =0
CEHpn —fpn—1

car ¥(g2) = 0 et idem en renversant les roles de G5 et G;1. Donc,

> [DMG)(EC 1), D7F(G)(¢ — Db, vy

CEMpn —Hpn—1

= Y. [P =1), D7 g)(C = Db,

CEMpn —Hpn—1

+pp! > [D*(G1)(¢ = 1), D7(G2)(¢ = Dlp,v)

CEMpn—1—Myn—2

DOCUMENTA MATHEMATICA 4 (1999) 219-273



250 BERNADETTE PERRIN-RIOU

En recommencant, on en déduit que

> [DMG)(EC-1), D7H(G2)(¢ - Db, vy

CENPT"_NPTL*I
= Z [D*(g1)(¢ = 1), D™"(g2)(¢ — Db, (v)
CEppn —pp
+ Y [DHG)C 1), D7H(G2) (¢~ Db,
CENP {1}
Enfin

)

> IDMG)(C - 1), D7H(G)(¢ — Dlp,v)

<eﬂp_{1}

=Y [D*(G1)(¢ = 1), D7H(G2)(¢ = b, vy — [D*(G1)(0), D7*(G2) (0)p, (v,

CEpp

=Y [D*(g1)(¢ = 1), D*(g2)(¢ = Db, (v

CEpp
+[D*(G1)(0), D™M(G2)(0)]p, (v) — [D*(G1)(0), D*(G2)(0)]p, (v,
= > [DM(g)(¢ = 1), D*(g2)(¢ = Db, (v)

CEMp
D’ou I'égalité pour n > 1
Pt Y IDFG)(C—1),D7H(G2) (¢ — Db, vy
CEMpn —Hpn—1

=p™" > DHg)(¢ 1), D7M(g2)(¢ ~ Db, ) -

CEppn

Comme D% oo_y = (—1)*¢_1 D¥, on obtient finalement que pour n > 1,

S,k (< Quin(91), Qv+ (1),1-1(92) >v)
=(=1)"p™ > [D¥g1)(¢ = 1), D7 (o 192)(¢"! = DI, v

Celu'p"
= (=1)"sn1([d1,0-135]D, (1))
L’égalité ayant lieu pour tout k inférieur a h et a —h*, on en déduit que
< Qvnlgr), Qve),1-n(g2) >v=(—1)"[d1,0-185]p,(v) »
ou ce qui revient au méme que

< Qvnlg), Qveyi-nlg2) >v .1+ T) = (=1)"[g1,0-195]p,(v) -
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4.2.4. Avant de passer & la démonstration de la loi de réciprocité, montrons
comment elle permet de transformer l'inégalité

0(Qv,n(9)) < h+0,(9)

pour g € Do #(V) en égalité. On a de méme
0(Qy-(1),n+(97)) < h" +04(9%)
pour g* € Dy r(V*(1)) avec h* comme précédemment. Choisissons ¢g* de
maniere & ce que 0,(g) + 0,(9%) = 0,([9,0-19"|p,(v)). Les inégalités déja
montrées et le théoreme 4.2.3 impliquent alors que
0(Q,n(9)) +0(Qvn-(97)) < 04(9) +h +0,(g") + h*
< o(Qvin(g)) +0(Qva-(97))

a cause du terme ([]_;, ;- ¢;)71. On en déduit I'égalité
0(Qv,n(9)) = h+ou(g) -

4.3. Lol DE RECIPROCITE (DEMONSTRATION). Soient g un élément de
Deo.e(V) et G une solution compatible des équations (1 — p"®)G, = D"(g).
On suppose que g est p~“p~-bornée, ce qui assure que Qv ,(g) appartient a
Hhtu)- (Goo)®ZL (K, T). Au cours de la construction de Qy,,(G), nous avons
construit explicitement (lemme 3.4.3) un cocycle Z,, - de Gk, & valeurs dans
V représentant m, x(Qv(G)) pourn >0et k+h—1>0: pour 7 € Gg,,,

Zn,k,T = (X(T)kT - 1)(€n,k)

avec en ) = Cpk — Eul((1 — @)en k) et cpp = Sff,zﬁcns(G). Une remarque

fondamentale de P. Colmez est qu’on peut retrouver G a partir d’un tel cocycle

4.3.1. PROPOSITION. Soit g un élément p~tp~-borné de HY ™" ® D et et
G une solution des équations (1 — p"®)G, = DT( ). Alors, la suite
™ Zu+h Y(=1) ("Jr?*l)em] ht1 converge dans (Bmax @ D,(V))2=P" et on

a pour tout entier n > 0 et tout entier k tel que k 4+ u > 0,

u+h—1
Aun( Jim p™ 3 (1) <u i ? - 1> Cmj—ht1) =
7=0
(uth-1)'1®e) "D"G) (G —1)

(k + u)! prk

Remarquons que pour k + u < 0, le membre de gauche est nul.

Démonstration. La limite de p™ Zu+h e 1)j(“Jr?*l)Sggithcris(g) est

nulle (3.4.5, cest d’ailleurs un argument essentiel dans lexistence de
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Ihomomorphisme Q) et donc par continuité de FEul, il s’agit d’étudier

la limite de -

ut+h—

m (u+h—1 h

Y (TS (@)
j=0

Nous avons calculé dans le §3.4.5 (avec g a la place de G, mais le calcul est

bien sur identique)

u+h—1
fu+h-—1
Z (71)J < . )Sfr}z,)j—h—i-l,cris(G) =

=0 J
= (u4h—1)lp™@= DO D=(G)([e] — 1)t
On utilise alors le lemme suivant :
LEMME. Sig est p~ "¢~ -bornée, alors, p"™“®~"D~%(G)([e] — 1)) a une limite
dans (BSE= @ D, (V))®=r".

Démonstration. On s’appuie sur le fait que si F' € Hoo, F(Gm — 1) existe dans
B et que l'on a
(4.3.1) IE B = Dllmax ~ [|Fllp,, »
(le symbole ~ signifiant que ||F||,,, < ||F(Bm —1)|lmax < p||F||p..)- Rappelons
que D7%(g) = (1 — p~“®)D~*(G) et que (D *(g)) = 0. Posons u, =
prBm D (G) (] — 1) = (1 @ 9) "D (G) (B — 1). Oma
U — Um—1 =p™" @ (1 = p~ @) (D™(G))([e] — 1)
=p™" " (D" (g)([e] = 1)) -
On a grace a 3.1.1
[t — Um-1]lmax ~ [P (X ® ©)"" fl|p,,
Comme g est par hypothese p~“p~-borné, il en est de méme de D~*(g) (voir

1.3, 1.4) ; U — Um41 tend donc vers 0 dans By, ® D,(V) et la suite (uy,)

max
converge dans B, @ D,(V). 1l est clair que sa limite est fixe par Gk,

max

puisque ce groupe de Galois laise fixe les 3,,. Comme p~"® (U t1) = Um, elle
appartient & (Buke @ D, (V))*=r" O
On déduit de ce qui précede que
u+h—1
fu+h—-1
)\k n lim p™ -1 J( .
oy S ("
=
=(u+h—Dn( im p™*@~"D7(G)([e] — 1))
= (b= D!l w08~ D (@) ([e] ~ 1))

eh=1 1 Tr 0710 9) DG 1)
(k + u)' m—oo pMm—n p’m(k+u)

)Sm,j—h-i-l,cris(G)) -
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pour k +u > 0. Comme ¥((1 — p*®)(D*(G))) =0, on a
(432) Y DHOCO+T) 1) =g @@ DHG+ TP ~1).
CEHp
On en déduit que
Trrc, 50, (L@ )" (DF(G)(Gm — 1)) =
pHDI= (1@ o) DH(G)) (G — 1)

d’on,
1 Trg, k0" (1® ) "DMG)(Gn —1)  (1®¢) "DF(G)(¢a — 1)
pmT pm(k-‘ru) - pkn :
On en déduit la proposition. O

4.3.2. Posons pour simplifier h = h+u. Notons Amazw =t " Amnax. On a des
applications

HY(Goo, Hj,— (Goo)@(ARKE, @ Dy(V)))
— H' (Koo, Hj, (Goo) © (Afakz, @ Dy(V)))

et

B:H; (Geo) ® Z2(K,T) — H' (K, H; - (Goo) @ V)
— H' (Koo, Mj— (Goo) @ (Afaszz, @ Dy(V)))

LEMME. Il eziste un élément 2’ de H'(Goo, Hj— (Goo) @ (Aglf;?f’v ®@V)) tel que

a(z) = B(Qv,n(g)).

La démonstration utilise les résultats du type de ceux de Tate et de Sen. On
renvoie & [1, chap. IV,§1-3 et lemme VI1.3.2].

Choisissons un cocycle Z’ représentant z’. Pour j + h — 1 > 0, 'image de
Qvn(g) dans HY (K, (Bmax ® V(5))?~!) est nulle, il en est donc de méme de
celle de 2’ et on a donc m, ;(ZL) = (1 — 1) *j dp; = (x(7)/ 7 — 1)d, ;

LEMME. Awvec les notations précédentes, la suite
mqurh Y(=1)7 (“+?_1)dm7j_h+1 a une limite dans (B4Le @D, (V))®=P" et
pour tout entier n > 0 et tout entier k tel que k+u >0, on a

u+h—1
Ak Jim p™ > =1y (u +§L - 1) dim,j—h+1) =
=0
(ut+h—1DI1®¢)"D*G)(G —1)
&+ ) o '
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Démonstration. 1l suffit de montrer que la limite de
u+h—1
m Sfu+h-—1
p Z (1)]< . )(dm,thrl — €m,j—h+1)

— J

7=0
est nulle. Or si Z est le cocycle représentant Qy,1,(g) tel que

7Tm,k(Z)‘r = (7_ - 1)(€m,k) )

ona Z — 7. = (1 —1)(B) avec B € H;_ © (A5kz, ® D,(V)) et donc
€m,j—h+1 — Am,j—h+1 = Sm,j—h+1(B). Il s’agit donc de montrer que

t

-1 ~
. m (h—1
lim p Z(I)J< . )methrl(B) =0,
m— 00 — i
7=0
ce qui se déduit du fait que B appartient a H;_ ® Amax,o @ Dp(V). O

4.3.3. Prenons donc un cocycle 7' comme dans le paragraphe précédent et
posons Z = Z!. Avec les notations précédentes, on a pour i +h — 1> 0,

Tmi(Z)7 = (T = 1) % dms = (X(7)'T = D) s
avec dp, ; € (ASKe, @D, (V))*=L et 7 € Gk,,. D'oty, pour i+ h—1> 0,

Tmi(Z )y = (X(Ym) Y — )i
et pour k # i
1
A n(mmi(Z))
ke T 2)n)

Commengons par faire le cas ot m > n = 1. Dans I'appendice A, est fait
le calcul explicite de 7y, i(Z’). Si Ru,(Z) est le polynéme d’interpolation de
Tw'Z modulo v, — 1 vu comme élément de Z,[G,,] ® M, on a

)\_kal(ﬂm7i(Z/)'YWL) =< X >k7i (Rm,l(Z))
Gk

avec M = (Amag ® D,(V))®=1 Dot

)\—k,n(dm,i) =

L B
lim A_pq( (1)]( , >p dm.j—n—1)

m—00

71 ~ . ~

. (h=1\p" < x >FIHU (R w1 (2))

=) 1 § —1) _ o )
k’l(minéojzo( ) ( i ) <X > ()i Pk 1 )

On applique alors la proposition de lappendice B & Tw="+1Z (avec k remplacé
par k+h —1, h par h et < x > (y) par < x > (v)~!) et on obtient que pour
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k n’appartenant pas a {1 —h,--- ,u}

t

71 ~

. i(h—1 m

im A () (1)J< j )p dim,j—h—1)
i=0

(1) (h—1)! Ai(< x>k (2))
(k+h—1)---(k—u) log<x>(v)

Lorsque n est quelconque (avec toujours m > n), on décompose mp, i(Z'),

sous la forme d'une somme de termes de la forme m,, (2’ )g],zyvj €
Q,[Gal(K,,/K,)]y? pour j compris entre 0 et p"~' — 1, ce qui re-
vient a remplacer le groupe I' par le groupe I';,, on utilise le fait que
Agn(T2) =< x >7F (7)A_gn(z) pour 7 € T, (cela n’est pas vrai pour 7
avec j = 0,---,p" 1 — 1) et on procede ensuite de la méme maniere. On
obtient alors de nouveau que pour k n’appartenant pas a {1 —h,--- ,u}

-1 ~
. i(h—1 m
n}gnoo Akyn(2(1)3< ) )p dm,j—n—1)
7=0

l

J

1) (h—1)! A k(< x >F (2))
(kth=1)---(k—u) log<x>(7)

Le premier membre vaut pour —k + u > 0,

%Wﬂ ® @) "DHG) (G 1) -
D’ou,

(h—1)!

m?nk(l ®p) DTG (G — 1) =

(—1)f (h—1)! Ain(< x> (2))
(k+h—=1)--(k—u) log x(7) '

Grace au lemme de Kato

A wa(< x>k (2)
p"log x(v)

= Av(),n(mnk(2)) -

D’ou,
AV (&), K, /g(Tnk(2)) =

k&
_1\h ~ 1) (k—-u
(-1) (kf_hk:i)! =) -0n(1 & )" DH(G) (G — 1)

pour k—u <0et k#1—h,..., u, c’est-a-dire K < 1—h. En posant k=k—u
(on a toujours h = h+wu), on trouve que le coefficient dans le membre de droite
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est

p"* (1@ @) "D HG) (G — 1)
(—k — h)!

AV (&), K, (T ke (2)) =

Ce qui termine la démonstration du théoreme 4.2.1.

5. QUELQUES CONSEQUENCES

On suppose dans ce paragraphe V cristalline. Nous trouvons commode
d’identifier ici Z,[[Goo]] avec Zp[[T]]¥=° et H(Goo) avec HY O par I'application
induite par 7 — (1 + T)X(") pour 7 € G4. On a donc canoniquement
Do (V) = H(Go) © D,(V).

Pour tout entier 7, on note Ly, I'inverse de Qy . Il est donc a valeurs dans
K(Goo) @ Dp(V).

5.1. DETERMINANT ET INVERSE DE Qy. Si Fil7"D,(V) = D,(V),
on mnote d,(Qy) lidéal suivant de Q, ® K(Gs) : c’est limage par
I'application déterminant det Qv du Q, ® A-module detg, oA (A ® Dy(V)) ®

Die 1,2 (detg,en 25 (K, V)TV o ZL(K,V) = Q, @ lim H*(K,,T) =

(V*(1)%%)*. Ainsi, si B est une base du Q,-espace vectoriel D, (V) et B’
un systéme libre de Z1 (K,T) engendrant un A-module Z de Z1 (K,T), si
detp Qv n(B) est le déterminant de Qy,;, dans les systeémes libres B et B’ si
Fz1_(k,r)/B est une série caractéristique du module Z! (K, T)/Z et F. - (1)G Koo

une série caractéristique de T*(1)%%=, on a
on(Qv) = Fzi (k1) /8(Fpe ()0 )" et Qyn(B)A .
On pose ensuite

— dimg,, Fil/ D, (V
sv) = [ =™ Vsu(v)

j>—h

qui est indépendant de h & condition que Fil™"D,(V) = D,(V). Tl est
démontré dans [4] que §(V') est contenu dans Q, ® A et que (Réc(V)) implique
que 6(V) = Q, ® A. On obtient ainsi le théoréme.
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5.1.1. THEOREME. (8(V)) Si V est une représentation cristalline, alors

S() =Q, DA .

Soit i > 1 tel que Fil™" D, (V) = D, (V). On déduit de §(V) que

— dimg,, Fi D,(V), -, _
Lu(z)e J] ;™ (Fp )6 )T H(Goo) @ Dy(V)
j>—h

En particulier, si Frac(A) est Panneau total des fractions de A,

La(z)e T 2™ ™ P Frac(AYH(Ga) © Dy(V) -
j>—h

Soit h* > 1 tel que Fil"” D, (V) = 0 (remarquons que cela est équivalent & dire
que Fil™" D,(V*(1)) = D,(V*(1))). Dans le cas ou V contient Q,(h), (resp.
ot V*(1) contient Q,(h*)), on augmente h (resp. h*) de 1. En utilisant le fait
que V*(1)%% est de la forme @;c;V*(1)(—5)9% (j) avec J un sous-ensemble
de | — h*,...h[, on en déduit qu’il existe des entiers a; pour —h < j < h* tels
que Lv([T_p<jcn- ﬂfjjac) € H(Gs) @ D, (V). On a en fait la proposition plus
précise suivante.

5.1.2. PROPOSITION. Siz € H(Gx) ® ZL (K, T), alors

Lop(x)= J] ‘-iLn(@)

—h<j<h*
appartient ¢ H(Goo) @ Dy(V).

Remarquons que 2’ = [[_, ;- {—jz vérifie automatiquement la condition
que 7, x(2') € H (K, V(k)) pour tout k > 1 — h.

Démonstration. Soit g = Lvn([1_j<jcp- (Y1) € H(Goo) @ Dy(V) avec a; >
1. On désire montrer que si a; > 2, il est possible de diviser g par {_; dans
H(Goo) @ Dy(V), c'est-a-dire que g s’annule sur tout caractere du type x ~7n
avec ) d’ordre fini. Soit g2 € H(Gs) ® D, (V*(1)) quelconque, on a alors en
remarquant que Qy-)y1-n = ([1_joj<p- 1) Q- (1),

(—1)"g,0-168lp,0v) =< Qn(9), ([ 1)7'Qv-qyn-(92) >v
(5.1.1) . eI -
=< J] ¢ e 9-@ug2)>ve [ € H(Gx) .

—h<j<h* —h<j<h*

Ainsi, si a; > 2, le dernier terme est nul sur tout caracteére ny ™/ ; comme go
est quelconque, cela implique qu’il en est de méme de g qui est donc divisible
par {_;. O
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5.1.3. PROPOSITION. Soit J un ensemble fini d’entiers contenu dans {—h +
1,...,h* = 1} et J¢ le complémentaire de J dans {—h +1,...,h* —1}. On
suppose que v € H(Goo) @ ZL (K, T) vérifie m, 1 (x) € H(K,, V(k)) pour tout
entier n > 0 et pour tout k € J. Alors, gh"" 7 = HjeJC 0_;Ly(x) appartient &
H(Goo)®Dy(V). Autrement dit, [ [ ;¢ ;. {—j.x appartient a l'image de H(Goo)®

D, (V) par Qv,. De plus, ow(gg*h*"]) =o(z)+h*—¢J — 1.

Démonstration. Onprend g = Lva([]_j<;<p- £—j2). Ona alors comme précé-
demment

(5.1.2) (—1)"[g,0-195]p,(v) =< T, Q- (1)1 (g2) >v
Soit k € J. 1l s’agit de montrer que ¢_j divise g. Comme h* —k —1 > 0,
Tn,—k(Qv+(1),n+(g2)) appartient a H}(Kn,V(k:)*(l)), on en déduit que pour
tout g2 € H(Go) ® Dp(V), x *n([g,0-195]p,(v)) = 0 pour tout caractere
d’ordre fini (cf. Appendice A.2, rappelons que l'orthogonal de H}(Kn, V(k))
est égal a H}(Kn7 V(k)*(1)) pour la dualité locale). Donc g est divisible par
£_k.
La formule sur I'ordre de tempérence se déduit de ce que

0 (gp" )+ h=o(@) +h+h" —1-t],
(cf. 3.3). O

Prenons par exemple comme dans [1] J = {—r+1,---,0} avec r = o(z). On
a donc alors

o (g ) = ht 1
Ainsi, ggvh*“’ est p*(h**l)gp’—bornée. On peut alors appliquer le lemme 4.3.2 :
si 'on choisit un cocycle Z(y) représentant y = [ | C_jz avec Tp k(Z(y)r) =
(x(7)¥7 — 1)d,, 1 (y) pour k > —h, la limite de

h*—1
. h*+h—2
pn -1 ]+h1< ' )dm Y
3 e (G0

jeJe

existe et vaut

lim p™™ =Ne=™(D= ™ =D(@) ([ — 1))=Y =
lim &~™(D~" =D(GQ)([¢] — 1)t~ D)y

m—00

On remarque alors que 'on peut d’abord choisir un cocycle Z(x) représentant
x avec Ty x(Z(z),) = (x(7)kT — 1)d, k(x) pour k > —h et que l'on peut alors
prendre

dni(y) = (] 7 = F)dnr(x)

jege
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pour j € {—h+1,---,h* =1} ; en particulier, d,, 1 (y) est nul pour k € J¢. Un
calcul élémentaire montre que

h*—1
1 (B h—2
(h+ h* —2)! > (- 1<j+h—1>d"’j(y)

j=—h+1
1 0 i 71
— o X o (U Y

fj=—r+1
Faisons-le ! Le premier terme vaut
0 —r h*—1
1 - h*+h—2
_— —1)ith=t k—j k—j)dn;(x) .
(h—i—h*—Q)!_Z (=1) j4+h—1 H( ])H( J)dn,j(x)
j=—r+l k=—h+1 k=1

On a pour j compris entre —r + 1 et 0

(—1)i+h=1 hr b -2\ o =
(h+h*2)!(j+hl)k_l__Ll(k_j)kl:[l(k_J)
1 (h+j— D! (h* —1— )

iD= -1 G+l ()

(1)1 1 (=D r—1
=(=1 (r—14+)(=4)!  (r—1) (j+7’1)'

La limite de la suite (Tpfnl)! Z?Z_Tﬂ(fl)j”’l( "1 )dn j(x) lorque n — oo

j+r—1
est ce que Colmez appelle Logg )(z) modulo un isomorphisme entre (Bg;(;o

D, (V))®=! et H(Gw) ® D,(V) (voir appendice C). Ainsi,

gm0V D (@)~ D) = Log(a)

= (-1

pour Qv (g) = Hje{—h-l—l,...,—r}u{l,w,h*—l} ¢_;.x. Remarquons que I'on peut
préciser dans quel cran de la filtration il est. A priori, on obtient un élément
de (Fil-" -V BEE= & D, (V).
5.2. UN FORMULAIRE. Nous allons essayer de donner un formulaire complet.
On a les formules
ﬁV,r = €T£V7T+l

Ly ) rek(Tw"(2)) = D™ (Ly,,) .
Nous avons ici abandonné 'idée de ne pas identifier D,,(V (k)) avec D, (V) !
Nous réserverons la notation h pour un entier tel que Fil™" D, (V) = D, (V).

On fait agir ¢ sur K, ® D, (V) par 1 ® ¢. Soient p =< x >*» 1, ot k, est un
entier et 7, un caractére d’ordre fini et de conducteur p/) . On note logy(, et
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eXpy ()« 1e logarithme et les exponentielles associés a la représentation twistée
V(p) et m, Papplication composée

) Wk,i()np)

Z (K, V H' (Kf(y,), V(K) = H' (Kf,),V(k)") = H' (K, V(p))

Enfin, on pose

I*(p) =T*(k — h+ 1)

Po(s) = {pf"kpcpfﬂ s? 7 est non trivial N
(1 —pFetlo=1)(1 —p~Fe) sin est le caractere trivial
bo = li(p) = loge” ()
x(7)
G(p) = G(np)

La proposition suivante est une simple traduction de résultats déja démontrés:

5.2.1. PROPOSITION. Soit x € H(Gs) ® ZL (K, V) appartenant a limage de
H(Goo) @ Dp(V). Soit p un caractére géométrique de Goo.
1. Sik,>1—h,
logy () (T ()
P(ep)(p (Lvn(2) = Glp™ ) =
(0o) (P (Lvin(@))) = G(p™7) T (o™ 1)
2. Sik,<1—h,

Av(p), (T (2))

P
*(pxh=1)

»(9) (™ (Lyn())) = G(p™)

On ne suppose maintenant plus que z est dans 'image de H(G) @ D, (V). 11
ne Pest en particulier pas si 7, 1 (z) n’appartient pas a Hg1 pour tout n > 0 et
k > 1 — h. On trouvera la démonstration des formules suivantes dans [7].
5.2.2. PROPOSITION. Soit z € H(Gw) ® ZL (K, V).
1. Si Fil* D, (V) = Fil® D,(V(p)) = 0 et si D,(V(p))¥=* ' =0,
logy () (mp())
I (px"=1)

2. Si Fil®D,(V(p)) # 0 et D,(V(p))¥=*"" =0, alors

Po(@)p™ (0 Lvp(2)) = G(p™1)

Av (p), (mp())

Py(p)p~ (Lvn(@) = G(p™") T (o)

Si de plus mp(z) € H}(K,V(p)), on a

logy () Tp(2)
I (px=1)

Py()p™ (€% Lya(x)) = G(p7") mod Fil" D, (V(p))
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3. Si DID(V(p))WZZf1 # 0, alors

(0™ Ly pyn(@), —(1 = p" o™ (07 Ly (pyn(2)) =
(=g s )

Si de plus 7,(z) € H{(K,V(p)), on a

(1 =pr o™ (€ Lyn(2))
_ 10gf,1(77p($)) - (1~ P_k”@) logf,z(ﬂp(w))
I (px"~1)
ou logy, et logy, désignent les composantes de l'application réciproque
de exp; (voir 3.1).

mod (1 —p~" ) Fil’ D, (V (p))

5.3. CONJECTURE DE TAMAGAWA LOCALE. On renvoie & [4] et & [6] pour les
conséquences sur les conjectures de Tamagawa locales. La loi de réciprocité
implique que ces conjectures sont invariantes par twist. En particulier, on peut
pour la démontrer twister V' de maniere & ce que FilD,(V) = 0 (un des
nombres de Tamagawa est alors juste un cardinal d’un groupe de torsion).

APPENDICE A. FORMULES DIVERSES
A.1. LEMME DE SHAPIRO.

A.1.1. Soit G un groupe profini et H un sous-groupe fermé distingué de G.
Soit M un H-module. On définit Ind M comme l’ensemble des applications
localement constantes f de G dans M vérifiant f(hx) = hf(z) pour h € H. Le
groupe G opere sur Ind M par g(f)(z) = f(xg). L’application « : Ind M — M
donnée par a(f) = f(1) est un homomorphisme de H-modules. On a en effet

a(h(f)) = (hf)(1) = f(h) = hf(1) .
On en déduit une application de Z'(G,Ind M) dans Z'(H,M) puis de
HY(G,Ind M) dans H'(H, M) qui est en fait un isomorphisme.
Le cas qui nous intéresse ici est celui ou M est déja muni d’une action de G-
modules et ot G/H est abélien et méme cyclique. On a alors un isomorphisme
de G-modules

Z|G/H)® M = M[G/H] — Ind M
I'image de ZTGG/H ar7 est Papplication f : = +— za,-1 avec un abus sur
az—1 : il ne dépend que de l'image de ! dans G/H ; f € Ind M car
f(hx) = hxapz)—1 = hxa,— = hf(x)) ; Iapplication réciproque est donnée
par f > a =3 o g7 (f(F)77" (on vérifie que la définition ne dépend pas
du choix des représentants 7 des éléments 7 de G/H, puisque pour h € H,
(h7)"Y(f(h7)) = 77 A h(f(F)) = 771(f(F)), le composé des deux appli-
cations est dune part f — g avec g(z) = wa,1 = zz 1f(z) = f(x),
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d’autre part a = 3 avec f = 3 gy T HTaza) 7Tl = 3 g panT =
a. Laction de G sur Z[|G/H] @ M est action diagonale (si ¢ € G,
Vimage de gf est g7 GNENT = Socam P FE)T =

ZTGG/Hg%_l(f(%))gT_l = g(ZTGG/H%_l(f(%))T_l). En composant avec
I’application Ind M — M, on obtient un homomorphisme de Z-modules
VIC;/H t ZIG/H] ® M — M donnée par } g/ ga;7 — arg , qui in-
duit un isomorphisme de G/H-modules H'(G,Z[G/H] ® M) = H'(H, M),

laction sur le premier étant donnée par action de G/H sur Z[G/H] par

e G/H G/H
multiplication. On a I/Id/ (9 rea/n a,.7) = yld/ (>Xreq/m9lar).gr) =
G/H
vid " (Crecyn 9(ag-1-) 7) = gag-1.
Notons Vf/H I’application ZTEG/H ar.7 — ag—1. On a donc Z/IGd/H(gf) =
G/H

gvg' " (f) pour f € Z[G/H]®@ M et g € G.

A.1.2. Reprenons la situation du texte. Si M est un Go.-module avec action
continue de Goo, on identifie M et M (k) en tant que Z,-modules, on note 7x,m
Paction sur M (k) : 7% m = x(7)*7m. On note v = v™ pour alléger les
notations.

On considere d’abord l'isomorphisme de Goo-modules ¢ : H(Goo) @ M —
H(G o) ® M (k) induit par 7@ m + x(7)¥7 @ m [vérifions que c’est compatible
avec 'action diagonale de G : t(9(7 @ m)) = 1(97 ® gm) = x(9)*x(7)k g7 ®
gm = x(T)kgT @ g m = g *1, (x(T)*T @ m) = g *1. t.(T ® m)]. On peut aussi
éerire 1, = Tw® ® id. Soit R, la projection de H(Gw) sur Q,[G,]. On pose
alors

Spk = Vig 0 Ry otg :V?doRnoka ;

c’est une application de H(Guoo) ® M — M (k). Remarquons que R, o Tw® a
a voir avec le “polynome d’interpolation”. Ainsi, on peut écrire avec d’autres
notations R, x(f) = Rp o Tw*(f) et Tw ™ R, 1(f) = f mod x(y) """ —1
ou Ry, 1 (f) = Twkf mod +*" — 1.

Vérifions pour se rassurer que sy, j est bien un homomorphisme de Gk, -modules
: on a en effet pour f € H(Gx) et me M

snk(9(f ©m)) = Vig(x(9)" Ru(9Tw* () © g(m))
= x(9)"vy (Ru(Tw"(f)) ® g(m)
= V2 (Ra(Twh(£)) © g 4 m)
Utilisons maintenant le fait que g € Gk,,, ce qui implique que vy = v}, et donc
snk(9(f ©m)) = vig(Ra(Tw" (f)) ® g %4 m)
= g%k Vig(Ra(Tw" (f)) @ m)
= g *k Snk(f ®m)
On désire maintenant décrire 'application

Tkt HY(G oo, H(Goo) @ M) — HY (Koo /Ky, M(K)) .
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induite par sp 1 : H(Goo) ® M — M(k). Rappelons que I'on a des isomor-
phismes

HY (Goo, H(Goo) ® M) = H(Goo) ® M/(7n — 1)
et
HY (Koo /K, M(k)) = M(E)/(x() 7 — 1)

obtenu en fixant un générateur v de Goo; 7o = 7*" est alors un générateur
de Gal(Ks/Ky) : si Z est un cocycle de Goo (resp. de Gal(Ko/K,)), on lui
associe Z, € H(Goo) ® M (resp. Z.,).

Soit donc Z € H(Goo) ® M et Z le cocycle déterminé par Zy = Z. On a alors
Twh(Zy) = Twb (X207 Z) = Y1 x()*Twb (v Z). Le cocycle m, 4 (Z)
associé dans Z' (Koo /K, M(k)) est déterminé par sa valeur en 4*" qui est

p"—1
Tk (Z)yn = via( Z X('Y)ZkRn('YZkaZ)
=0
p"—1
= X(V)Zkfyzy'yi (Rn(kaZ))
1=0
p"—1
= > A sk vy (Ru(Tw" 2))
=0
= (R, (Tw*2))
avec
p"—1 p"—1
Vk ( Z a'yl ®’Yl) = Z ,yl *k a'y*'b
=0 =0

Si maintenant Ag est un homomorphisme de M dans N vérifiant A\;(7m) =
X*(T)As(m), on a pour f € Zy[Gn] @ M, Xs 0 57 (f) = As(x"*7*(f)), d'o

As(Tn 1 (Z)yn) = )‘S(X_k_s(Rn(kaZ))) = )‘S(X_k_s(Rn,k(Z)))

Si on écrit Z = f(y — 1) avec f € H ® (Z,[A] ® M), si u = x(7), Rux(f)
est le polynome en T de degré < p" tel que R, x(f) = f(u*(1 +T) — 1)
mod (1 + T)P" — 1 et la formule devient

Xs(Tn i (Z)4n) = As(Rp i (f) (w575 — 1)) .

A.2. FORMULAIRE D’EVALUATION. Rappelons que l'on a un isomorphisme
canonique de Go-modules entre A et Z,[[T]]¥=° qui se prolonge en un iso-
morphisme entre H(Gs) et HL=0. 1l est induit par 7 — (1 + T)X(") pour
T € Go. D’ou lisomorphisme canonique Do ;(V) = H(Goo) ® Dy(V). Si
g€ HE @D, (V), on posera g = §.(1 + T).
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A.2.1. Sin est un caractere d’ordre fini de conducteur p™ avec n > 0, on
note e, = ZTeGal(Kn/K) n(T)T. Soit p = nx* un caractére continu de Goo a
valeurs dans Cj, avec n un caractere d’ordre fini de Gal(K,,/K) de conducteur
p" (c’est-a-dire ne se factorisant pas par K,,_1). On peut évaluer les éléments
de H(Gs) sur un tel caractere. On a

eng(Gn —1) = Gn)n"(9)

avec

G =enC)= Y

reGal(K,/K)
la somme de Gauss associée a . On a d’autre part
D¥(g) = Tw*(9).1+T) .
On en déduit que
(A.2.1) Gmp~'(9) = enDM(@) (G — 1) -

A.2.2. On a une application Ry, i : H(Goo) — Qp[Gr], composé du twist Tw"
et de la projection sur Q,[G,]. Siz € H(Gx) ® ZL (K, T) et y € H(Gx) ®
Z1 (K, T*(1)), image twistée de < x,y >y dans Z,[Gy] est donnée par

Rn,k(< z,Yy >V) = Rn(< Tw_k(x),ka(y) >V(k)

= Z < T_l-ﬂ-n,—k(x)aﬂ-n,k(y) >V(7k),Kn T.
T7€G,

En prenant le coefficient de Id € G,,, on obtient que

Sn,k(< €T,y >V) =< 7Tn,fk(z); 7rn,k(y) >V(—k),Kn .

Enfin,
p_1(< T,y >V) = n_l(Rn,fk(< T,y >V))
= Z <7 Tk (@), Tk (Y) >V, 1 (T)
TEGH
=< Z 7771(7—)7_71-7(71,]6(1');Wn,fk(y) >V(k),Kn
TEG,
D’ou

(A.2.2) p_1(< T,y >y) = (ﬁGn)_1 < enTn,k (), €170,k (Y) >v k), Kn

A.2.3. Passons aux formules concernant le produit de convolution. On a g; *
g2 = G1G2.(1+T). On a D¥(g; x g2) = D¥(g1) * D*(go). D’autre part, on note ¢
I'involution de HY=° correspondant & 'involution ¢ de H (G ) changeant T en
771, On a alors D*(g*) = D™%(g)* et D*(g, * g5) = D*(g1) * D~%(g2)*. Enfin,
010 DH(g) = (—1)*DH(o-19).
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Le polynéme d’interpolation de g * go modulo (1 + T)P" — 1 est

p"—
1 1 _ .
Ru(gixga)= Y. — Y q(¢ =D -na+T).
PN 4
J=0,(4,p)=1 CEppn

D’ou,
~ AL ki~ ~L 1 k —k v —1
sua§138) = sn0(TuH(G139) = = 3 DHgn)(C — DD Hea) (7~ )
Celu'p"

Enfin

)

en(D™ (g1 % g5)) = G(m)p~ " (91)p(32) -

APPENDICE B. INTERPOLATION

Soit u un générateur topologique de 1 4 pZ,. Un élément f € H;- est connu
par ses polynomes d’interpolation modulo les u_ipn(l + T)*" — 1 pour i €
{0,...h—1) et on peut calculer f(u* —1) pour tout entier & comme une limite
de combinaisons linéaires des R,, ;(f)(u? — 1) pour i € {0,...h—1) ([4, lemme
1.3.4]. Nous allons ici démontrer la formule exacte.

Pour tout entier 4, on désigne par R, ;(f) est le polynome de degré < p™ tel
que

fF=Rui(f)w (14+T)—1) modu P (1+T)P" —1.
En particulier, on a f(u! — 1) = R,, ;(f)(0).

LEMME. Si f € Hy,—, alors pour tout entier k > h (resp. pour tout élément k
de Z, —{0,---h—1}), on a

(h —1)!

v | S PN

flu* =1)
h—1 _ . ub—i

— 7}1_{20 Z(_l)i (h . 1) Rnﬂ‘(f]){:(i - 1)_
=0

La formule peut encore s’écrire pour f € Hy-(Goo) et k € Z, — {0,---h — 1},

(h —1)!
(k—1).. . (k—h+1)

h—1 7
1=0

Ici, < x > est la projection de x sur 1+ pZ,. La formule s’étend par continuité
a tout élément de Z, — {0,--- ,h — 1}.

(=1 <x>F(f)
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Ce lemme ou ses variantes est a la base de tous les calculs de valeurs de fonctions
obtenues par interpolation p-adique. Lorsque f € A ou H;-, le lemme dit
simplement que

fu® —1) = lim R, o(f)(u*—1).

n—oo

Démonstration. Nous avons choisi une démonstration “élémentaire”. Il suffit
de démontrer la formule pour k > h et de conclure par continuité.
Si g est une fonction sur les entiers positifs, on définit (cf [8])

i) = 21 (3ot =)

r=0
On a alors la formule d’inversion

o) =3-0.0)(7)

En particulier, si les 05(g) sont nuls pour s > h, on a

o) = }gug)(’j) .

et toute valeur de g sur un entier positif s’exprime uniquement en fonction de

g(0), g(1), ..., g(h — 1). Plus précisément,
h—1
(h—1
=S (1) gl
g(k) ;( ) ( . )ch,k, g(i)
avec

K= 1—i) "SR (k=i
Ch’k’i(l)m > (-1 ( s )

s=0

On remarque alors que on a l'identité (que 'on peut montrer par récurrence)

S (D)= ("))

pour 0 < u < v. On obtient alors

ey Kl(h=1=0)! (k—i—-1
(h=DW k- \h—1—1
k!
(k—m)(h— Dk —14)
Ainsi, si g est une fonction sur les entiers telle que §;(g) = 0 pour tout entier
s > h, on a pour tout entier k > h

Chki = (—1)

- (D!

h—1

-1 (h—1)! B i(h—1\ g(7)
(=1)" k(k—l)---(k—h+1)g(k)Z(l)< i )E

=0
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Revenons au lemme & démontrer et posons g, (i) = Ry,;(f)(u*~% —1). Le
fait que f € Hjp- implique que pour tout entier s > h, la suite d5(g,) =
i o(=1)%(5)gn(s — i) tend vers 0 avec n. On en déduit que pour tout entier
k > h, la limite de g, (k) — Z};:_(} 6s(gn)(§) est nulle. Il ne reste plus qu’a
utiliser le calcul précédent et & remarquer que g,(k) = f(u* — 1) pour tout
entier n > 0 pour conclure. O

LEMME. Si f € Hp- et P est un polynome de degré < t, on a

h—1

lim p" ™M) 2 (—1) (h ; 1) P(k —i)Rn(f)(k—i)=0.

n—oo 4
=0

Démonstration. Soit g une fonction sur les entiers vérifiant §,.(¢g) = 0 pour r >
. . t—1

h—1 et P un polynome de degré < t avect > 1;onaen P(z) =3, ds(P)(%)

(ces deux polynomes de degré < ¢t — 1 coincident en = 0,--- ,¢ — 1 et sont

donc égaux), ainsi, d5(P) =0 pour s >t). On a

h—1
on-1(Pg) = _ 6;(P)on—1-;(g)

- <
Il
- o

3;(P)on-1-5(9) -

<
I
o

Prenons pour P le polynome @ = P(k — z) et remplagons g par g, =
i — Rin(f)(u*~* —1). Rappelons que p"8,(g,) — 0 pour r > h et que
P 6p—1-j(gn) — 0 lorsque n — oo pour 0 < j < h — 1. On déduit alors du
calcul précédent que

h—1
Jm () P R )
=0

= nlingop”téhfl(an)

t—1
= 1Lm p"t Z5j(P)5h—1—j(g) =0
Sit < h, on a encore
h—1
6h—1(Pg) = Z&](P)(Sh—l—](g)
=0
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et

h—1
Jm 0 (M) P R - )
=0

h—1
= lim p"hZ(S )on—1—;(g)
. h71 .
= lim pr(h=9) Z 3;(P)p™ép—1-;(g) =0
O
ProrosITION. Si f € Hy,—, alors pour tout entier k > h, on a
D)"h-1)!  fuF-1)
k(k—1)...(k—h+1) logu B
h—1 i
Tim Z Pt (1) ) Rt -

Nous avonc utilisé cette proposition pour des éléments de f € Hj,- (Go,). Elle
se traduit alors par la formule

DM R
k(kf 1) (k—=h+1)logx(vy)
p" h—1 i
nh—{go Z w( i >Xk (Rn,i(f))

+ 7 = Yo ¢T7 avec pplc; € Zy pour 1o

(B.0.3)

Démonstration. On écrit =z
indépendant de j. On a alors

p" 1 nGHD () —
1 — ylk=p" + (k—i)log Z &b iy’
h—1
=) p"Iplep™ (k—i) +Zp"““ M=IpT e (k — i)
j=0 j=h

Comme n(j+1—h)—j > 1—h pour j > h, on en déduit du lemme précédent
que si (i) = 7= + ymogw aue

h—1
Jn Y (T RORWE - =0,

7

Il ne reste plus qu’a appliquer le premier lemme. O

DOCUMENTA MATHEMATICA 4 (1999) 219-273



THEORIE D’ IWASAWA ET LOI DE RECIPROCITE 269

APPENDICE C. SUITE EXACTE DE COLEMAN-COLMEZ
C.1. Rappelons la définition suivante :

Définition :  Soit D un espace vectoriel normé de dimension finie muni d’un
automorphisme u. Si € € {£}, on dit qu’un élément F' € H ® D est u-borné si
la suite ||(1 @ u)~"F||,, est bornée pour € = + et tend vers 0 pour € = —.

On note (H ® D), I'ensemble des éléments u-bornés et on pose alors ||F||, =
Cu(F) = sup,([[(1 @ u) ™" Fl]5,).

C.2. Fixons un Q,-espace vectoriel D de dimension finie muni d’un automor-
phisme ¢. Colmez démontre le théoréme suivant (nous avons déja utilisé et
démontré le A):

C.2.1. THEOREME. (Colmez) A) Soit F un élément de H ® D tel que
(1-®)F e (H®D),- -

Alors la suite @ (F([e] — 1)) = (1® @) "F(Bn — 1) converge dans Bar ® D
vers un élément ap de (B, )9%~ @ D)?=1.

B) Réciproquement, soit o un élément de (B, )95~ @ D)®=1. I existe une
série I, € H® D telle que (1 — ®)F, € (H® D), et telle que a = ar, .

C) L’application o — F, est une bijection entre (B}, )¢5~ @ D)®=! et les

éléments de H ® D tels que (1 — ®)F € (K=" ® D),-.
On en déduit une application

Co : (B O~ © D)™ — (V=0 D) -

max

donnée par a — (1 — ®)F, .

C.3. COROLLAIRE. On a la suite exacte de Go-modules

0 — Brsot" PP " ((Bf) <= @ D)*=! — (K= @ D),
— @D/ (1 — pFe)(k) — 0

et on a ||Cp(a)lly = ||a|max-

C.4. REMARQUES. 1. Un cas particulier est celui o D = D,(Q,(1)). On
obtient alors la suite exacte de Coleman :
0 — Zyt — (B, ) 6%=)9=P = A@D,(Q,(1)) — Z,(1) — 0

max

2. L’idée fondamentale de Colmez est de montrer la convergence des éléments
du type (1® @) "F(B, — 1) vers un élément de ((B,, )%~ @ D)®=! et de

max

construire 'application réciproque de F' — ap, c’est-a-dire de construire une
série tempérée & partir d'un élément de (B, )%%=~ @ D)®=!. Pour cela, il a
besoin d’opérateurs de trace sur (B, )%~ que nous allons introduire dans

le paragraphe C.6. Ces opérateurs nous permettront aussi de compléter le
théoréme en reliant « avec les valeurs de F,.
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C.5. QUELQUES PROPRIETES DE (B . )X« . Enoncons sans le démontrer la
¢

max

proposition cruxiale suivant [1, lemme VIII.3.3] :

C.5.1. PROPOSITION. (Colmez) Si n > 1, tout élément o de B, N K,[[t]]

max
s’écrit de maniére unique sous la forme o = F(8, — 1) oo F € K[[T]] a un

rayon de convergence > pn. On a de plus ||F||,, < ||F(6n—1)|lmax < p||F||p.-
Ainsi, si F = Y 72 apT*, la suite vy (ag) + (;)—1)% en k tend vers +o0o. On

définit un opérateur oy, sur K. [[t] par

o0
a= Z o (a)tk
k=0
et on pose 8, = 0,tF. L’opérateur 8 n’est pas continu pour la topologie de
Bgr et ne se prolonge pas a (B;'R)GKOO.

C.5.2. LEMME. Les opérateurs or et D sont reliés par

~ k —
5u(r (5, - 1) - =1

Démonstration. Comme 3, = (, exp(t/p"), et que é laisse fixe K, on a

GelF (B~ 1)) =25 = (F (G exp(T/p") — 1)r=o
i 7 (F (o explT) — D)o
_DHE(G (LA T) ~ D)rmg
- pnkkl
DR 1)

pnk k!
O

C.6. LE PROJECTEUR T, DE (BjR)%%= SUR K,[[t]]. L'inclusion de K,[[t]]
dans (BJy)¢*>= admet une section naturelle définie par Colmez et dont les
propriétés sont résumées dans la proposition suivante. On note Trg, sk,
Papplication de K,,[[t]] induite par la trace sur K, et par l'identité sur ¢.

C.6.1. PROPOSITION. Pourn > 1, il existe une unique application Q,-linéaire
continue T,, de (Bjg)®%~ dans K,[[t]] vérifiant
1
T (x) = p—mTTKm/Kn (z)

pour x € Kp,[[t]] et m > n. Elle vérifie les propriétés suivantes :
1.

0 pour m >n

Tn(ﬁm) = {

A powrm<n
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2. limy,— 00 p" T (a) = @ pour a € (B;R)GKOO ;
3. |[p" T () lmax < [|atl[max pour @ € Bjyo )95 ;
4. 8i a € (Bh,)%s= avee Bl = N0"(Bia), ¢"p"Tup~"(a) est
indépendant de n > 1.

Ainsi, on a T),—1 0 ¢ = pp o Ty, p"T,, est 'identité sur K,[[t]] et fournit une
section de K,[[t]] — (Big)9%=. Si a € ¢((Bjg)¢%=), par exemple si a €
(Biouns) 9%, on pose

To(a) = e(pTi (¢~ (@)

C.6.2. LEMME. Soit o un élément de ((Bl,, )95~ @ D)®=1. Il existe une
unique série F, € H ® D telle que

De plus, (1 —®)F, € (HY=°® D),,-.

Démonstration. Soit a € ((Bf,. )%=~ ® D)®=1. On vérifie facilement que
((Bifax) 5= @ D)*=! = ((Biy)“ = @ D)*=1. Soit & = pTi((¢~" @ 1)a).
C’est un élément de ((BY )%= N K1[[t]]) ® D). Grace & la proposition C.5.1,

il existe une unique série F,, € Q,[[T]] ® D de rayon de convergence > pfp%l
tel que 6 = F, (81 —1). On a alors

To(a) = (p®@1)6 = (p @ 1) Fa(f1 — 1) = Fu([e] = 1) .
Montrons que Fy, € H ® D. Comme
P @ DTa((¢" @ D)) = ple @ DT1((¢~ " @ 1)a) = To(a) ,
Fo(Bn—1) = p"Tu((¢7" ® Da) € (Bake NEu[it]) @ Dy(V) .

En appliquant de nouveau la proposition C.5.1, on en déduit que le rayon de
convergence de F,, est > p, pour tout n et donc que F, € H ® D. On vérifie
que la limite de F,, (3, — 1) est . Utilisons maintenant U'invariance de « par
® pour montrer que ¥((1 — ®)F,) = 0. Par définition, il est équivalent de
montrer que

> Fa(C1+T)—1) =p(l @ @)Fa((1+T)P —1)
CELp
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ou encore de montrer ’égalité obtenue en remplagant 7" par un quelconque
Bpnt+1 — 1 pourn >1. On a

Z Fo(CBn+1 — 1) =Trie, (1)) (1) (Fa(Batr1 — 1)
CELp

=Tk, 1]/ K 18] (0" T (07" ©@ 1))
=p" T ((p7" ! @ 1)) = p" M (07" @ p)a)

en utilisant le fait que ¢ ® p(a) = «
=p(1 @ @)p"Tn((p™" @ 1)a) = p(1 @ ) Fo(fBn — 1)

Montrons enfin que f = (1 — ®)F, est ¢~ -borné. On montre facilement que
(1 @) " f(Bn = 1) = p"Tn(® ") = p" T, o1 (@7 Va) .
Comme ®(a) = a, cela vaut aussi
p"Tn(c) *pn_lTnfl(O‘) )
ce qui tend vers 0 dans Biax @ D. En utilisant en fait que ||[(1 ® @) ™" f(5, —
)|max ~ [|[(1 @ ¢)~"™ fl| ., on en déduit que f est p~-borné. O

C.6.3. Démontrons le théoreme C.2.1. Soit F € H ® D tel que (1 — ®)F €
(HY=0 @ D),-. Soit ap = limy—oo @™ (F([e] — 1)) ; calculons Ty, (ap). Par
continuité de T}, on a

Ty(ar) = mlgnoo T(1@¢) " F(Bm — 1))

En voyant (1 ® ¢)"™F(Bm — 1) dans K,,[[t]] grace & la formule §,, =
Cmexp(t/p™), on a pour m >n > 1,

1
P"Tn((1® @) ™ F (B — 1)) :pm—nTTKmutn/Knth((1 @) " F(Bm — 1))
1
= > (1®@) "F((fn — 1)
Celu'zﬂnfn

Le fait que ¥((1 — ®)F) = 0 implique que ¥(F) = (1 ® ¢)F et donc que
1Re™F=¢™"(1® ¢ ™)F). On en déduit que

P'T(1 @ @) " F(Bn —1)) = 1@ ¢ ") F(Bn — 1) .

D’ou
p"Tn(ar) =(1®@¢) "F(B, —1) .

La formule pour 0, (T}, (ar)) se déduit du lemme C.5.2.

Si a € (B, )¢5~ @ D)®=! et F, construit comme dans le lemme C.6.2, on

a vu dans la démonstration que

(1@ ™MFo(Bn—1)=p"Th(® ") = p"Th(a) .
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On en déduit que o — F,, +— ap, est identité sur ((BF, )%~ @ D)®=! et

max
que F — ap — F,, est I'identité a condition de se restreindre aux F' tels que
H(1—)F =0.
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