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Nous étudions les propriétés spectrales locales du shift unilateral a poids opérateurs. Nous
donnons une condition nécessaire et suffisante pour que 'adjoint satisfasse la propriété
de Pextension unique (SVEP). Une condition suffisante pour satisfaire la propriété de
Dunford (C) ainsi qu'une condition nécessaire pour satisfaire la condition de Bishop (f3)
seront données. Enfin, nous montrons que le shift a poids opérateurs est décomposable
si, et seulement si, il est quasinilpotent.

1. Introduction

Soient H un espace de Hilbert séparable complexe de dimension infinie et £(H) l'algébre
des opérateurs linéaires bornés sur H. On désigne par H(®) I'espace des suites (x,)u=0
définie par H®) = {(x)ps0:Vn=0, x, € Het Zf:;o llxn 1> < 00 }. Muni du produit sca-
laire défini par (x/y) = > o{Xn Yn)s (X = (Xp)nz0 €t ¥ = (Yn)nzo € H™)), H(*) est un
espace de Hilbert. A chaque opérateur linéaire borné T : H(*) — H(®) est associé une
matrice (Ty,m)nm=0 a coefficients dans £(H).

Un opérateur T : H™) — H(*) est dit un shift a poids opérateurs de poids (T, )n=0, si les
deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) sup, oo I Tll < oo,

(ii) pour tout x = (x,),=0 de H™), Tx = (0, Toxo, T1X15..., TnXn,...).

La matrice d’un tel opérateur s’écrit sous la forme :

To
|0 o , (1.1)
: 0 T, 0
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Ladjoint de T est défini par
T*x = (T x1, T{ %25, T)f Xns15...)  pour tout x = (x,),.0 € H®), (1.2)

On note par H®H le complété du produit tensoriel hilbertien de H par H. On a
(1) (en ® em)nm=0 est une base orthonormale de H&H ;
(ii) Lapplication V de H*) dans H&H définie par V ((x,)n=0) = D.neoXn ® €, st uni-
taire.
Alors le shift a poids opérateurs T, de poids (T,),=0, peut étre défini sur H&H par

T(en®em) = Tmen ® epy1. (1.3)

Donc T(e, ® ep) = Ten ® Sem, ot S est le shift unilateral sans poids sur H.
SiAe$(H)etT,=a,A, pour tout n > 0 avec (a,),>0 une suite bornée de nombres
réels positifs, alors le shift a poids T, de poids (T})n=0, Vérifie T = A ® S,.
Lorsqu’on identifie H a C*), on retrouve la définition usuelle d’un shift unilateral a
poids scalaires. Rappelons que S, est un shift unilateral, de poids (&) =0, si

Stxen = &nln+l, Vn= 0, (14)

ol (e,)n=0 est une base orthonormale de H.
Dans le cas d’un shift a poids scalaires S, de poids (), nous utiliserons les notations
adoptées par [15] : Soit (B(n)), la suite définie par

p(0) =1, Bn)=ap---a,—1 pourn=l. (1.5)

Posons r,(T) = liminf,_. f(n)".

Et si Sy est bilatéral (C’est-a-dire n parcourt Z) on pose f(—n) = l/a_; - - - a_, pour
n=>1.

Et soit aussi

L /n L un
ri(T) = lim |:infﬁ<n+])} , (T) = lim |:Supﬁ(”+])] ’

n—o | jz0  fB(j) n=| oo B(j)
(1.6)
) . . ﬁ(—n—f—]) 1/n o ; ﬁ(—n-l—]) 1/n
- [wGEE] L oo [ BEA]

L'étude de la théorie spectrale locale des opérateurs shifts a poids scalaires a fait I'objet
de plusieurs travaux, on cite par exemple les références [4, 13, 14, 16, 17]. Cependant, il
apparait quaucune étude satisfaisante des propriétés spectrales locales d’un shift a poids
opérateurs n’est encore faite.

Dans ce papier, nous étudions les propriétés spectrales locales des shifts a poids
opérateurs. Dans la Section 2 nous nous intéressons a la description du spectre et du
spectre local. La premiére partie de la Section 3 sera consacrée a 'étude de la SVEP de
I'adjoint; en plus nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour avoir la
propriété de 'extension unique. Dans la seconde partie, nous donnons une condition
suffisante pour quun shift a poids opérateurs satisfasse la propriété de Dunford (C).
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Nous montrons en particulier que, contrairement au cas du poids scalaire, le fait que
rs,(x) = r(Sy) pour tout x € H non nul, nest plus une condition nécessaire pour qu'un
shift & poids opérateurs satisfasse la propriété de Dunford (C). Dans la derniére section
nous complétons et nous généralisons les résultats figurant dans [13]. Nous établisserons
des conditions nécessaires pour quun opérateur shift satisfasse la condition de Bishop
(). Pour cela commengons par un rappel sur les notions de la théorie spectrale locale.

Soit T un opérateur linéaire borné sur un espace de Banach X. On notera par T*,
0(T), 04p(T), 05(T) et N(T) respectivement I'adjoint, le spectre, le spectre approxima-
tif, le spectre ponctuel et le noyau de T. Soient m(T) = inf{||Tx| : [lx|| = 1} la borne
inférieure de T et r1(T) = lim,—.. (m(T"))"". Soit x € X, on note par or(x) le spectre lo-
cal de T en x. On rappelle que A & or(x) s’il existe une fonction f : V) — X analytique
sur un voisinage ouvert V) de A telle que (T — p) f (4) = x, pour tout y € V). Et on a
05(T) = Uyex or(x), ot 05(T) = {A € C: (T —A)(X) # X} le spectre de surjectivité de T.
On dit que T satisfait la propriété de extension unique (notée brievement la SVEP) s’il
n’existe pas d’ouvert de C sur lequel 'équation (T — u) f (#) = 0 admet une solution ana-
lytique non nulle; et dans ce cas on a o(T) = 0,(T), [12]. Le rayon spectral local de T
en x € X non nul, noté rr(x), est défini par rr(x) = limsup,_, |l Trx||V". Si T satisfait
la SVEP, alors ry(x) = sup{|A| : A € or(x)}. On rappelle que T satisfait la propriété de
Dunford (C) si le sous-espace spectral analytique Xr(F) = {x € X : or(x) < F} est fermé
pour toute partie F fermée de C (voir [12]). Pour U ouvert de C, soit (U, X) I'espace de
Fréchet des fonctions analytiques sur U a valeur dans X muni de la topologie de la conver-
gence uniforme sur tous les compacts dans U. Suivant [3, 12], T satisfait la condition de
Bishop () si pour tout ouvert U de C,

Ty :0(U,X) — 6(U,X), f— (z-T)f (1.7)

est injectif a image fermée. Signalons que la condition de Bishop (f) implique la pro-
priété de Dunford (C) qui a son tour implique la SVEP. On dit que T satisfait la propriété
de décomposition (8) si pour toute paire {U,V} d’ouverts recouvrant C, X = ¥7(U) +
Xr(V), ou X7(F) = {x:x € Tc\p(6(C \ F,X))} pour tout F fermé de C (voir [1, 12]).
D’apres [1], les propriétés (f8) et (&) jouent un role dual et caractérisent les opérateurs
décomposables : T est décomposable si, et seulement si, il satisfait () et (§). Ici, on rap-
pelle que T est décomposable si pour toute paire {U, V'} d’ouverts recouvrant C, il existe
Y, Z deux sous-espaces fermés de X invariants pour T telsque X =Y +Z,0(T |Y)c U
eto(T|Z) < V. Voir [12] pour plus de détails.

2. Spectre et spectre local

La description du spectre d’un shift & poids opérateurs T, de poids (T,,),=0 a fait 'objet de
plusieurs travaux [7, 8, 9, 10, 11]. Dans [11], la description du spectre a été faite lorsque
les poids (T})q=0 sont sous la forme T, = a,A ot (&) =0 est une suite bornée dans C et
A e Z(H); dans ce cas le spectre est le disque centré en 0 et de rayon r(T). Dans [8],
le méme résultat est obtenu lorsque les poids (Ty)=0 sont tous inversibles. Dans le cas
ot les poids (T5)n=0 sont limite d’opérateurs inversibles, ce méme résultat fut démontré
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dans [9]. Récemment et grace a des outils de la théorie spectrale locale, nous avons pu
donner une description du spectre sans aucune condition sur les poids (T),=0, [10].

THEOREME 2.1 [10]. Soit T un shift a poids opérateurs quelconques, alors
o(T)={AeC: A <r(T)}. (2.1)

La description du spectre local en un point x = (x,),=0 tel que les x, sont tous nuls
sauf pour un certain x,, est donnée par la proposition suivante.

ProrosITION 2.2. Soit T un shift a poids opérateurs de poids (Ty,),=0 quelconques et soit
a € H non nul. Alors pour tout x = (0, - - - 0,a,0...), or(x) est stable par symétrie circulaire.
En plus,

or(x)={AeC: A <rr(x)}. (2.2)

Démonstration. Pour toutA € Cavec |A| = 1,ona T et AT sont unitairement équivalents.
En effet, U((x,)n=0) = (A"x,)n=0 est unitaire et vérifie UTU* = AT. Alors or(x) =
ar(U(x)) = oar(x). Or oar(x) = Aor(x), donc or(x) = Aor(x). 1l vient que or(x) est
stable par symétrie circulaire. Comme or(x) est connexe contenant zéro (voir [10]), il
s’en suit que

or(x)={AeC:|A|l <rr(x)}. (2.3)
U

Comme conséquence immédiate de la proposition précédente, on a le corollaire sui-
vant.

COROLLAIRE 2.3. Soit S, un shift a poids unilatéral, alors pour tout n > 0,
os,(en) ={A e C: A <75, (en)}. (2.4)

Dans toute la suite on s’intéresse au cas ot les poids sont tous inversibles. Soit T un
shift a poids sur H*), de poids inversibles (T}),=o. Soit 7 la suite d’éléments de L(H)
définie par

70)=1, n(n)=Ty1Ty2---To pourn=12,.... (2.5)

Soit H?(m) I'espace vectoriel des séries entieres formelles a coefficients dans H, f =
fo:of(n)z" telles que || fII2 = >, ||7t(n)f(n)||2 < 0. Alors || - ||, définit une norme
sur H2(rr) qui provient du produit scalaire (f,g), = Z,Tzo(n(n)f(n),n(n)g(n)), ou f =
Z;’fzof(n)z” etg = >, ,8(n)z" sont des éléments de H?(7r). Uespace H?(r) muni de ce
produit scalaire est un espace de Hilbert et opérateur shift a poids T est unitairement
équivalent a M, opérateur de multiplication par z sur H2 (7). En effet, 'opérateur U qui
fait correspondre a un élément f = Z,‘fzof(n)z” de H?(r), élément y = (n(n)f(n))nzo
de H™), est unitaire et vérifie UM, = TU ; cf [8]. Dans la suite, il arrive de regarder T
comme étant 'opérateur de multiplication M.
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Posons

n—oo

1/n
Ry(T) = lim inf (ikzg||n(n+k)n(k)’l||) . (2.6)

TutorEME 2.4 [8]. Si T un shift a poids inversibles sur H'™), alors

N AeC:RU(T) <M =r(T)} S oap(T) A€ Cir(T) < Al =r(T)};

(i) r(T) = limy—c(supssgllzr(n + k)ﬂ(k)’lll)l/n et 1 (T) = lim,_o(infr=01/
(k) (k +n) =)™

3. SVEP et propriété de Dunford (C)

Il est facile de voir que si T est un shift a poids opérateurs (pas nécessairement inversibles),
alors 0,(T) < {0}, en particulier T vérifie la SVEP.

Soit T un shift a poids opérateurs inversibles. Si r1(T) > 0, alors clairement 'opérateur
T* est surjectif mais non injectif. Par conséquent, il ne satisfait pas la SVEP. La ca-
ractérisation de 0,(T™*) permet d’avoir mieux.

Soit ,(T) = 1/limsup,,_, ll(n)~'||'/*. Alors pour tout |A| < r,(T), x € H non nul,
ona Yo o llm(n)* ' x[2|A12" < co et (\"(n)* 'x) =0 est dans N(T* — 1).

Dans [8, théoreme 5.10], le premier auteur a localisé le spectre ponctuel de T* a l'aide
de R,(T) défini par

Ry(T) =sup{[A|: A € 0, (T*)}. (3.1)
TuEorEME 3.1 [8]. Soit T € L(H*™)) un shift a poids opérateurs inversibles, alors
{0} U{A: Al <RyU(T)} € 0p(T*) = {A:|A] < Ry(T)}. (3.2)

Démonstration. On a par définition de Ry(T) : {A: |A| < Ry(T)} 2 0,(T™*). Aussi 0 €
0,(T*). Maintenant soit A € 0,(T*), alors il existe un élément non nul de H (@) x =
(Xn)n=0 tel que T*x = Ax. Or T*x = (T, xy11)n=0, donc T*x = Ax si, et seulement si,
T xu41 = Ax, pour n =0,1,2,.... On en déduit donc que pour tout n > 1, on a x,, =
A'7(n)*~xo. Puisque x # 0, on doit avoir xo # 0. Comme x est dans H(*), alors

> () * x| I < . (3.3)
n=0

On voit donc qu'une condition nécessaire et suffisante pour que A soit dans o, (7*), est
quil existe un élément x de H tel que

i(lﬂ(ﬂ)*‘lxllzl/llz”< 0, x#0. (3.4)
n=0

Sidonc A € 0,(T*) et u € Cest tel que |u| < [A], alors 4 € 0,(T*). D’ot1 le résultat.  [J

COROLLAIRE 3.2. Sous les méme conditions du théoreme précédent on a

Ry(T) = sup ( ! )Ill/") (3.5)

xer\[oy \limsup,_ ., |[7(n)*~1(x
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Démonstration. Nous avons montré que A € 0,(T™) si, et seulement si, il existe x dans H
non nul tel que

Sl (r)* x| P A2 < oo (3.6)
n=0
Autrement dit,
1
] < — - (3.7)
limsup,_ ., ||7(n)*~1(x)||
Donc
Ro(T) < sup ( ! ) (3.8)
2T emo limsup, . [|7(n)*1(x)||"" )" '

Pour 'autre inégalité, soit ¢ > 0. Alors il existe un élément y dans H non nul tel que

1 1
su — | —e< - (3.9
er\I?o} (limsupn_,oc | (n)*=1(x)||" ) limsup,_, ||7r(n)**‘(y)||1/

Donc d’apres la preuve du théoreme 3.1 on a

1
su — | —e<Ry(T). (3.10)
er\I?o} (limsupn%o ||71(n)*‘1(x)||1/ ) ?

Ce qui acheve la démonstration. O
La proposition suivante porte une caractérisation de la SVEP de I'adjoint.

Prorosrtion 3.3. Soit T un shift a poids opérateurs inversibles, alors Ry(T) = 0 est une
condition nécessaire et suffisante pour que T* satisfasse la SVEP.

Démonstration. Si Ry(T) = 0, alors d’apres théoréme 3.1 on a 0,(T*) = {0} et donc
T* satisfait la SVEP. Maintenant si Ry(T) > 0 alors pour x € H non nul, f(u) =
(W' (n)* ' x),=0 vérifie (T* — ) f(u) = 0 sur || < 1/limsup,,_, 7(n)* = (x)|". Par
conséquent, T* ne satisfait pas la SVEP. g

Dans le cas ou les poids sont des scalaires, on a Ry(Sy) = 2(Ss). On retrouve alors le
resultat donné par [14].

COROLLAIRE 3.4. Soit Sy un shift a poids unilatéral injectif. Alors S% satisfait la SVEP si, et
seulement si, 12(Sy) = 0.

Exemple 3.5. (1) Soit A € £(H) un opérateur inversible et posons T,, = A pour tout n > 0.
Alors

1 1 1
limsup, .. ()1 timsup, . [[(4-1)"["* ~ r(a7)

rz(T) = (3.11)
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Comme 7,(T) < Ry(T), alors Ry(T) >0 et donc l'adjoint du shift a poids opérateurs T,
de poids (T,),=0, ne satisfait pas la SVEP.

(2) Soit S, le shift unilatéral de poids (ay)n=0 avec ap =l et a, = 1+ 1/n, Vi = 1. On
vérifie facilement que 72(Sy) = 7(Sq) = 1, donc S} ne satisfait pas la SVEP.

Remarque 3.6. Soient A € £(H) et (a,) =0 une suite bornée dans C. Soit T le shift a poids,
de poids (,A),=0. Donc T = A ® S,. Si A et S, satisfont la condition de Bishop (f3), alors
de [1, théoreme 10] il existe B € £(K;) et R € £(K;) décomposables tels que A = B | H
et So = R| H. 1l s’ensuit de [2, corollaire 2.5] que B® R € £(K; ® K;) est décomposable,
en particulier satisfait la condition de Bishop (f8). Comme la condition de Bishop (f)
est stable par restriction, alors T = B® R | H ® H satisfait la condition de Bishop () en
particulier la propriété de Dunford (C).

La propriété de Dunford (C) joue un réle important dans la théorie spectrale locale
([12]) et dans d’autres domaines de la théorie des opérateurs (voir par exemple [6]).

Dans le cas ol les poids sont inversibles, le théoreme suivant, qui généralise le résultat
de [13], donne une condition suffisante qui assure la propriété de Dunford (C). Le résultat
est obtenu aussi dans [12, proposition 1.6.5] lorsque r1(T) = r(T). Ici le théoréme suivant
améliore le résultat de [12, proposition 1.6.5]. Dans la preuve on regarde T comme étant
Popérateur M, sur H? ().

THEOREME 3.7. Soit T un shift a poids inversibles de poids (T, )n=o. Si r2(T) = r(T), alors
pour tout x € H™) non nul, or(x) = o(T). En particulier, T satisfait la propriété de Dunford

(C).

Démonstration. Sans perte de généralité supposons que r(T) =r(T) > 0. Soit x € H
fixé. Pour |A| < r,(T), on a by = 3o o(A'(n) "' m(n)* 'x)z" est dans N(T — 1)*. Si
f € H%(n), alors

) &)

(fher)., Z( n(m)*'x) = > (f(n),x)A" (3.12)

n=0 n=0

Donc pour chaque f € H?(r), la fonction A — Z;":O(f(n),x))t” est analytique sur {A €
C: A <rp(T)}.

S’il existe un f € H%(7) non nul avec or(f) inclus strictement dans o(T), il existera
alors un ouvert U inclus dans {A € C: [A| < (T)} et ¢ : U — H?(n) analytique avec
(T-Me(A) = f,VAe U.Soitx € H fixé et soit A € U, on a

z (), )A" = (frhxa) r = (T =VpA) hea) = (@A), (T = 1) *hyp ), = 0. (3.13)

Donc pour tout A € U, Zf;o(f(n),x)/l” = 0. Et comme elle est analytique sur {y € C:
|ul < r2(T)}, alors elle est nulle. D’ou, (f(n),x) =0, Vn > 0. Et ceci pour tout x € H. Par
conséquent, f (n) =0, Vn =0, ce qui entraine f = 0. D’ou la contradiction. Donc pour
tout f € H?(rr) non nul,

or(f) =o(T). (3.14)
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Maintenant soit F une partie fermée de C. Alors d’apres I'égalité précédente, on a
H(Tw)(F) = H() §j F contient o(T), et H(Tw)(F) = {0} dans le cas contraire. Donc T satis-
fait la propriété de Dunford (C). O

Exemple 3.8. (1) Soit (Ty,)n=0 une suite d’opérateurs unitaires, alors le shift a poids T de
poids (T})n=0 vérifie r,(T) = r(T) = 1. Donc T satisfait la propriété de Dunford (C).

(2) Soit A€ £(H) un opérateur inversible tel que 6(A) C {Ae C: [A] =1}. Soit (aty)n=0
une suite bornée de nombres réels positifs vérifiant

lim inf (ap - - -(xn)l/n = sup a, (3.15)
n—eo n=0
alors le shift a poids T, de poids (ayA)n=0, vérifie ro(T) = r(T). Donc T satisfait la pro-
priété de Dunford (C) d’apres le théoreme 3.7.

Dans la proposition suivante, nous donnerons une condition nécessaire pour qu'un
shift a poids unilatéral injectif satisfasse la propriété de Dunford (C). Ce résultat est ob-
tenu aussi par [4, 14], mais ici on donne une démonstration directe.

PrOPOSITION 3.9. Soit S, un shift a poids unilatéral injectif satisfaisant la propriété de Dun-
ford (C). Alors pour tout x € H non nul, rs,(x) = r(Sq).

Démonstration. Montrons d’abord que rs,(e,) = r(Sy) pour tout n > 0. Supposons l'exis-
tence d’un ny tel que rs,(e,,) = lim,_. e sup(au, 41 - - -ocn0+p_1)1/1’ < r(S4). Soient D le
disque fermé de centre 0 et de rayon rs, (ey,,) et M = max{|[Syll,1}.

Pour 0 < n< ng, ona ||Ske, |l = (o, - - “0ny—1)(0ny * * * Ay p-1). Par suite,

Y % 1/(n— (n—no+p)/p
||S£€n|| P _ (an - an071) P((‘xno - aﬂ0+(n7no+p)71) (n no+p))
(no—n)/p 1/(n—no+p) (n—=no+p)/p (316)
< Mo ((% e At (oot p)-1) ) _

Donc rs,(e,) < rs,(ey,) et par conséquent e, € Hs, (D) pour 0 < n < ny.

Soit n > np. On a Sa en, = (y, - - * &y—1)e,. Comme ey, est dans Hs, (D) qui est un
sous espace invariant pour Sy, alors e, € Hg, (D).

Par conséquent, e, € Hg (D), Vn > 0. Puisque S, satisfait la propriété de Dunford
(C), alors Hg, (D) est fermé et donc H = Hg, (D). Donc a(S,) € D. Et par suite, 7(Sy) <
rs,(en,) < 7(Sa), d’out la contradiction. Alors pour tout n > 0, rs,(e,) = (Sq)-

Maintenant, soit x € H non nul. Six = . x,e,, il existe donc un ny tel que x,, # 0.
Ona

ISEx]” = > 12 |*[1SEenlI* = [, |71 SEen || (3.17)
n=0
En conséquence, rs, (x) = lim, . sup S| VP > rs,(€n,) = 1(Sq). O

CoRrOLLAIRE 3.10. Soit S, un shift a poids unilatéral injectif satisfaisant la propriété de
Dunford (C). Alors as,(e,) = 0(Sq), pour tout n = 0.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer la proposition 3.9 et le corollaire 2.3. O
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Dans le cas d’un shift a poids unilatéral injectif a poids scalaires, nous avons montré
que le fait que rs, (x) = r(S,) pour tout x non nul est une condition nécessaire pour que
Popérateur shift satisfasse la propriété de Dunford (C). Comme le montre I'exemple sui-
vant, ce résultat n’est plus vrai dans le cas d’un shift a poids opérateurs inversibles.

Exemple 3.11. Soit A Popérateur défini par Aey = (1/2)ey et Ae, = e,, Vn = 1, alors A
est inversible. Considérons le shift a poids opérateurs T' de poids (T})n=0 avec T, = A,
Vn = 0. Soit x = (ey,0,0,...) et y = (e1,0,0,...), alors

ITPx[[ = l|A%ell,  NITPyll =[|APer]l. (3.18)

Donc
() = rry(e0) = 5 <1=rn(e) = rr (), (3.19)

tandis que T satisfait la propriété de Dunford (C). En effet, soit S le shift unilateral sans
poids, alors A et S sont en particulier hyponormaux. Alors d’apres [5], A et S satisfont la
condition de Bishop (f). Il vient de la remarque 3.6 que A ® S = T satisfait la condition
de Bishop (f3) et par suite la propriété de Dunford (C).

4. Condition de Bishop (f3) et décomposabilité

Plusieurs études ont été faites pour caractériser les classes d’opérateurs ayant la condition
de Bishop (f3). A titre d’exemple, les opérateurs hyponormaux et d’une maniére générale,
les p-hyponormaux satisfont la condition de Bishop (8) (voir [5]). Toutefois, une ca-
ractérisation complete (ou satisfaisante) de la condition de Bishop (f3) des shifts a poids
reste inachevée. Des conditions suffisantes ont été données dans [13, 14]. Dans cette sec-
tion nous donnerons une condition qui assure la condition de Bishop (f) pour un shift
a poids opérateurs inversibles. Nous montrons aussi qu'un shift a poids opérateurs est
décomposable si, et seulement si, il est quasinilpotent.

LeEMME 4.1. Soit T un shift a poids opérateurs inversibles tel que r,(T) > 0. Soit f € H?*(m)
avec f(z) = X f(n)z". Alors pour tout |A| < r2(T), f(A) = D> f(n)A" est bien définie.

Démonstration. Soit y : H — C définie par y(x) = 3o (f(n),x)A". Donc y(x) =
(f>hx)x. Par suite, y est linéaire car hyiyy ) = hy ) +yhy,,1. De plus

. 1/2
ly() | = [(frher) .| < ||f||n(Z||ﬂ(n>*-1m|"||2> llx]]. (4.1)
n=0

Donc y est continue. Par application du théoréme de représentation de Riesz, il existe un
unique f(A) € H tel que

(fA)x) = y(x) = (fohep) o (4.2)
Soit S,(z) = 3¢, f(k)z*. Ona

|<f(/1) Sa(b), x>| = | f Swh x/\ | <M||f Sn” llxll, (4.3)
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ou M une constante. Donc || f(A) =S, (A)[| < M|l f =S, |l . Par conséquent, S, (1) converge
vers f(1). D’ott f(A) = 32 f(n)A". O

TaEOREME 4.2. Soit T un shift a poids inversibles de poids (Ty) 0. Si Ri(T) < r2(T), alors
T ne satisfait pas la condition de Bishop ().

Démonstration. Soit D le disque ouvert de centre 0 et de rayon r,(T). Pour A € D, soit
Hy ={f € H¥(n): f(A) = 0}. Alors 'ensemble des polyndmes dans H) est dense dans
H). En effet, si f € H?(n) est tel que f(A) = 0, il vient du lemme 4.1 que

F=FO)+> fmzt==> FmA+> f(m)z". (4.4)
n=1 n=1 n=1

Sig, = —ZLlf(k)/\k + Zzzlf(k)zk, alors g,(1) = 0, en plus g, converge vers f dans
H?(r). Il s’ensuit donc que

{p € H*(), polynéme : p(1) =0} < (T —A)H?*(n) < H). (4.5)

Maintenant pour montrer que T' ne satisfait pas la condition de Bishop (f), il suffit de
montrer que Tp n’est pas a image fermée.

Si (T —A)H*(7) = Hy, donc (T —A)H?*(m) est fermé et par suite A & 04, (T). Alors
d’apres théoréme 2.4 on a |A| < Ri(T). Soit donc Ag avec Ri(T) < [Ag| < 72(T) et soit f €
Hy, \ (T — Ao)H? (7). Soit (P,),=0 la suite des polynomes dans H), qui converge vers f.
Posons (1) = f(z) — f(A) et ,(A) = Py(2) — P,(A), V1 = 0. Comme f(z) = ¢()y), alors
il n’existe pas de fonction h, analytique sur D et a valeur dans H?(7), vérifiant ¢ = (T —
wh(u). Si elle existe on aura f = ¢(do) = (T — Ao)h(Ao) et par suite f € (T —Ao)H? (7).
D’autre part, pour tout A € D et pour tout n > 0, il existe g,(1) polynéme en z analytique
en A avec ¢,(A) = (z—=1)g,(A) = (T = 1)g.(A).

Il reste 2 montrer que ¢, converge vers ¢ dans 0(D,H?(n)). Soit r < r,(T), on a

o) = @u Wl = llf (2) Z)+P(A fWIl
<||f—P|| +1Pn (1) - ||
<||f = Pull, + sup |<P — f),x) |

lIxl=1

= su hy
117 = Pall s (2= )| -

- 172l (14 s 1]

[lx[=1

= ||f—Pn||,,<1+ (%Iln(k)*lllzr%)m).

Par conséquent, T ne satisfait pas la condition de Bishop (). O

Dans le cas d’un shift a poids scalaires injectif, R (Sy) = 71(S4). On obtient alors le
résultat donné dans [13].
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Lopérateur dans 'exemple suivant satisfait la propriété de Dunford (C) sans satisfaire
la condition de Bishop (f3).

Exemple 4.3. Soit Ty un opérateur inversible sur H avec || Tol| = 1. Soit T} = rI tel que
0 <r<1.Posons

T2n+1 = Tl, TZn = Tfl pourn = 1. (47)
Soit T le shift a poids, de poids (Ty),=0. On vérifie facilement que
n(2n) = T Ty, n(2n+1)=T,. (4.8)

Alors Ri(T) =0<1=r,(T) =r(T). Il Sensuit du théoremes 3.7 et 4.2 que T satisfait la
propriété de Dunford (C) sans satisfaire la condition de Bishop (f3).

Une condition suffisante qui assure la condition de Bishop (f) est donnée par le
théoréme suivant.

THEOREME 4.4. Soit Sy un shift a poids unilatéral injectif de poids (o) n=0 tel que 11(Sy) =
r(Sy) = 1. Soit

@1 (S) = sup {||SK[]" =1, k=1,...,n} (4.9)
et
(Sy) =su {é—lk—l n} (4.10)
P2,n\Oa P m(S{;)l/n , yeees . .

Si 9n(Sa) = sup{p1,4(Sa),92,.(Sa)} vérifie >, 1(9n(Sa))/n < oo, alors S, satisfait la
condition de Bishop ().

Démonstration. Soit a_, = 1 pour n = 1,2.... Soit Re, = ayeus1, V1 € Z. Alors R est un
shift & poids bilatéral injectif et R | I*(C) = S,. Calculons d’abord, r{ (R), r*(R), r; (R) et
r (R).Ona

1/n
(R)—l1m(1ng/3n+])> —lnn(lnf(x] '(anrj—l)

P B(j) n—co \ j=0 (4.11)
= lim (m($3)"" = 1 (S) = 7(Sa) = 1.

Etr*(R) = limnam(supjzo(ﬁ(n+j)//3(j)))1/” =r(Sy) = 1,doncr{ (R) = r*(R) = 1. Aussi
r (R) = lim,,qm(infj@([}(—n+j)//3(j)))1/” =letr (R) = 1. Donc, d’apres [15], r(R) =
T (R) =1.
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Maintenant, posons ¢, = ||R"[|V" — 1, 1, = [R™"||Y* — 1 et ¥,, = sup{en,7u}. Ona
[IR"|| = sup k- - - otesn—1
k

= sup{supak- *t Qk+n—1> SUP Ok * * * Kk+p—1, SUP &k - - '06k+n1} (4.12)
k=0 k<l-n 1-n<k<0 '

:sup{HS"H,l, sup ock---ockml}.

1-n<k<0

Par suite, &, < sup{[|SE||/" — 1, k = 1,...,n}. Bt

IR~ = sup P

, sup pU) ) } (4.13)

¥ B(n
= su su
{]>g +]) j=- nﬁ(]+” —n<]p<0/3) ]+}’1)

o)
a)""’m(Szfl) '

Donc 7, < sup{(1/m(S5)/") — 1,k = 1,...,n}. Par conséquent, >, (¥,/n) < o et donc
d’apres [17, théoréme 2], R est décomposable. D’ou, d’apres [1, théoreme 10], S, satisfait
la condition de Bishop (f3). O

La décomposabilité d’un shift & poids opérateurs quelconques est équivalente a la qua-
sinilpotence.

THEOREME 4.5. Soit T un shift a poids opérateurs quelconques. Alors les propriétés suivantes
sont équivalentes :

(i) T est décomposable;

(ii) T satisfait la propriété (8);

(iii) T est quasinilpotent.

Démonstration. Comme (), T"(H)) = {0}, alors le résultat se déduit du théoréme
1.6.3 de [12]. 0
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