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SUR LA METHODE DES DOMAINES FICTIFS
POUR UNE EQUATION ELLIPTIQUE QUASILINEAIRE
DU QUATRIEME ORDRE

B. Jovanovié

Résumé. En utilisant la méthode des domaines fictifs on a construit un schéma aux
différences finies pour le premier probleme aux limites pour une équation elliptique quasilinéaire
du quatriéme ordre. Si la solution généralisé du probléme appartient & ’espace de Sobolev H* (),
on obtient une estimation du type ||u* — Up||2,» = O(h%-%).

1. Introduction. Dans I'approximation des solutions généralisées des
équations aux dérivées partielles par la méthode des différences finies on rencontre
certains problémes. Par exemple, si la solution n’a pas de dérivées continues, on ne
peut pas démontrer la convergence par la technique classique des séries de Taylor.

Un autre groupe de problémes est provoqué par ’approximation de la fron-
tiere. Dans la méthode des domaines fictifs on évite ces problémes en complétant
le domaine primordial jusqu’ & un certain domaine ”canonique”. Dans ce nouveau
domaine on substitute le probléme initial par un probleme qui lui est proche.

Dans cet article on considére la combinaison des méthodes des domaines fictifs
et des différences finies dans le cas d’un probleme aux limites elliptique quasilinéaire
du quatrieme ordre. Pour le schéma aux différences finies nous avons obtenu une
estimation d’ordre de la convergence compatible avec la régularité de la solution.
De cette facon, le résultat de [14] est amélioré.

2. Le probléme aux limites. L’approximation par la methode des
domaines fictifs. Soit  un ouvert borné de R?, avec la frontiere S de classe C*.
Nous considérons le probleme aux limites suivant:

(1) A%y + a(z,u) = f(2), z = (r1,22) € Q
u(z) = 0u/On =0, zeS
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(A - I'opérateur de Laplace). Nous supposons que f € Ly(Q), a € C(Q x (—00,0))
et que les conditions suivantes sont vérifiées:

(2) (a(a:, u) - a(a:, ’U))(U - U) 2 0; V(a:, U,U),

() la(z,u) —a(z,v)| < Llu—v|,  V(z,u,v).

Sans limiter la généralité, nous pouvons supposer que a(zx,0) = 0.

Par || - ||s,z nous désignons la norme, et par | - | g la seminorme de Pespace
de Sobolev H?(E) (s > 0, réel) [1]. M désigne la constante générique.

Le probléme (1) a une solution unique u € H*(Q2), et 'estimation & priori

(4) [lulle,o < M| F]o,0

est accomplie [14].

Pour I'approximation du probléme (1) nous utilisons la méthode des domaines
fictifs [11]. Soit Qy un autre domaine de R?, tel que QU Qy = Q* = (-r,7)?, ou
r = const > 0. Dans le domaine Q* nous considérons un nouveau probléme au
limite:

AU 4+ cU + a*(z,U) = f*(z), = €Q

5
5) U =AU =0, x € 0N
o f@). ae0 @), ae0
* _ z), x€ % _Jalz,u), x€
f (x)_{ 0, z € @ (IL',U)—{ 0, z €
c(x) = 0, =€, € > 0, réel arbitrairement petit
Eil, T € Ql ’ .

Suivant [2, 14], nous avons remplacé la condition du/dn|s = 0 par AU |sq+ =
0. Notons que la fonction prolongée a* satisfait aussi & (2) et (3).

D’aprés [14], le probléme (5) a une solution unique U € H*(Q*) satisfaisant

(6) U]2,0+ < Ml fllo,0 et

(7) 1Ullsg- < M(|Ifllo. + &7 [[Ulog,)-

LEMME. La solution du probléme (5) converge vers la solution du probléme
(1), quand £ — 0, au sens des estimations suivantes:

(8) llu* = Ulla,or < M(e"%]| Aullo,s + £%/5(|0 Au/On|lo,s),
) llu* = Ull2,0; < M(e%%|| Aullo,s + £7/5(|0 Au/On|o,s)-
ol

vy Julz), z€Q,
“(x)_{ 0, =ze€.
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Démonstration. L'erreur w = u* — U satisfait aux conditions:
A’w 4+ cw + a*(z,u*) —a*(z,U) =0, z€QUNY
(10) w=Aw=0, zed*
[wls =0, [Aw]s = Auls.

Utilisant la formule de Green et la condition (2) on obtient:

. 0Auy ow
2 2 _ _
/[(Aw) + cw?®]dx < /( oY Auan) ds.
Qo 5

Alors:
lwl3 o- +& wllg o, < 10Au/dno,s||w]

0,5 + [[Aullo,s]|0w/8n|

0,8
D’ici, utilisant les inégalités [8]:
(11) llwl§ s < M(@Slwlf g, +0 vl e,)
(12) lwlf g, <M@wl o, +6Hwllga,),
(6 > 0, arbitraire, suffisamment petit), et I’estimation [11]:
(n2/2%) [[ullo.0- < (r/VEr) [whar < [wlsor

on obtient immediatement (8) et (9).

3. Le shema aux différences finies. Dans le domaine * = Q*UHO* nous
introduisons un réseau uniforme @ avec le pas h. Posons w = wNN*, v = &\w,
Yei={r €|z =tr,—r<z; ; <r}hwi=wUy,; ((=1,2),w =wUy 1 U
Y2 U{(=r,—n)} et v+ = {(=r—h,z2), (r+h,22), (x1, =7 =), (@1,7+h) | 21,22 =
—r,—r + h,—r + 2h,...,r}. Si v est une fonction discréte sur le réseau, posons

vFi(z) = v(x £ he;), i=1,2,
oue; = (1,0) et e2 = (0,1).
Les opérateurs des différences finies seront définis de maniére habituelle:
Aw = T —v)/h, Viv=(@w—-v"/h, i=1,2.
Nous introduisons aussi le produit scalaire:
(v,9) =h* > v(x)y(x)
TEW

et les normes et seminormes suivantes:

ol = 1lolls. = (v,0), |l =h* Y v*(x), i=0,1,2

TEW;

2
ol =D lAw]]F,
i=1

2
03, =D AVl > + [[A1 Agv][5,
=1

10130 = 1[0ll6,0 + 0] o + [0]3,-
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Enfin, par Tii nous désignons les opérateurs avérage de Steklov:

1
Ti+f($) = / f(x + she;))ds =T, f(x + he;), i=1,2.
0

Notons que ces opérateurs transforment les dérivées en différences finies:
TZ+6f/6l'z = A;f, T[@f/@a:i = V.f.
Pour I’approximation du probléme (5) nous considérons le schema aux diffé-
rences finies suivant:
A%Uhﬁ-(TC)Uh-i-Ta*(',Uh) =Tf*, z€w
(13) U,=0, zey
AiViUp =0, z€\(7=3-5Urrs_y), =1,2

ou

A%'U = Ah(Ah’U), Apv = A1 Viv + Ay Vo,
T=T7T;, et T7 =TT, (i=1,2).

De la théorie des opérateurs monotones [5] on déduit facilement que le schéma
(13) a une solution unique.

L’erreur z = U — U}, satisfait aux conditions:

2
(14) Az + (Tc)z = Z(A,sz', VTe(i+&), T€Ew
=1
z=0, zen; Ahzzni7 TE YL, =12
ou

ni = AV U — T3 0°U )02, i=1,2,
G =VTce(U-TU), G =VTe(TU)-T(cU)/VTe,
& =Tla*(-,Up) —a™(-,U)], & =T[a*(-,U) —a*(-,U("))]-

De (14) on a

(A%2,2) + ((To)z,2) = > _[(AsVimi, 2) + (VT i, 2) + (6, 2)].

i=1

Utilisant la sommation partielle, I'inégalité de Cauchy-Schwartz et la condi-
tion (2) on obtient I’estimation & priori (voir aussi [6]):

(15) |2l + VT 2| < M ([[ml] + llmell + 1G]+ 12l + [1€211).
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THEOREME. Pour ¢ < h* (c’est-a-dire M1h* < € < Msh*) la solution du
schéma auz différences finies (13) converge vers la solution du probléme auw limite
(1), quand h — 0, et Uestimation

(16) lu* — Unll2w < M(h*° In b~ |ul|2.5,0+

+ h%5|| Aullo,s + h'5||0Au/On|o,s + h?||ul|4.0)

est accomplie.

Démonstration. Evidement

(17) [u* — Unlow < [u* = Ul2w + |U — Upl2,w.

D’apres [14]
92,0 < M|g|2,0- pour g € H?(Q).

D’ici et de (8) résulte:

(18) [u* — Uplaw < M(eY8||Aullo,s + £*/8||0Au/n])o s

D’apres (15) on a:
(19) U —Uh

2.0 < M(|lmall + [l + ISl + (IS + ll&211)-

Utilisant le lemme de Dupont-Scott [4] et la méthodologie de [6, 7, 9 et 13]
on obtient les estimations:

(20) llmill < MB?*|Ulsg-, i=1,2
(21) 11l < ME*e (U z0,us, et
(22) 1G2ll < Mhe™'2|U]s,

ou

Sn=J{2' 12" — 2’ = (&} — 21)> + (2} — z2)* < M?h%}.
z€S

De (20), (7) et (9) résulte:

. Il < M0 Aulfo s+
+ h251/8||8Au/8n||0,5 + h2||u||4,9), i=1,2.
Utilisant 1’inégalité évidente
[Ul2,0,us, < |u™ = Ul2,0- + [u”|2,0,08h 5

I’égalité |u*|2’Qlush = |u|2,sth, et 'inégalité [12]:

(24) [ul2,5,n0 < Mp(h,@)|[u|lkta,0
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ouke€{0,1,2,...},0<a<1, et

h, 0<a<05
o(hya) =< R®®Inh™1, a=0.5
ho-3, 0b<a<l,
de (21) et (8) on obtient:
Gl < MA2e12 (V8| Aullo,s+
+%%)|04u/0nllo,s + h*® In b [ull2.5.0)-
On démontre facilement que

|U|1-Sh S M(

+ B*3(|0U /81 o,s + h®°||0U /02 ][0,s)-
D’ici, utilisant (11) et (12), résulte:

|U|1,5h < M(h|U|2,Sh + h|U|2,Q1 + |U|1,Q1)
< M(h|Uls,s,00, + b7 H|Ulo,g.)-

Utilisant (22), (9) et les résultaits précédents on obtient:

lIGall < Mhe™'2[(h + h™*e'/2)e/?|| Auljo,s+

26
20 + (h+ e )80 Au/Bnlo,s + B In k™Y Jul|2.5.0)-

De la condition de Lipschitz (3) et de I'inégalité de Cauchy-Schwartz résulte:

o)l =| 1 // (1- =520 (1- 257 s v -
<—{// vopanin) -
{// [0 2100,

82 81
} d81 d82,

a*(s,U(s))]dsy dsy

1/2

8U tl,Sz
<
/ 6t1 t1] dSl d82 <

U \? U\ ? 82U \?2
SM{// (a—) +(a—> +(—631632)
E

ouon apose E = E(z) = (x1 — h,z1 + h) X (x2 — h,z2 + h).
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Par la sommation par les noeuds du réseau on obtient:
|I&2]] < MA||U]|2,00-
Par contre:
IUllz0+ < [[u* = Ullz,0r + |[u”[l2,00 = [[u* = Ull2,0- + ||ull2,0-
D’ici et de (8) on obtient:
(27) |lé2l] < MA(|[ulla,0 + "/%]| Aullo,s + %/5(|0Au/Onl[o,s)-

De (17-19), (23), (25-27) et de 'inégalité évidente ||ull2,0 < ||ull2.5,0 en
prenant que ¢ = Mh*, on obtient:

[u* = Uplow < M(R%SInh ™ |ul|a.5.0+

(28)
+ 1| Aullo,s + h'*||0u/Onllo,s + h?[|ull4,0)
Enfin, dans I’espace des fonctions discretes verifiant v(z) = 0 sur v la semi-
norme | - |2, est équivalente & la norme || - ||2,, [3], d’ou résulte (16).

Remarque. Utilisant le théoréme des traces [10] et 'inégalité (24) avec o > 0.5,
on obtient une estimation plus simple:

|[u* = Unll2,0 < M(R*°|Jul2.515,0 + b"°||ulls.s4s0 + h?[ull4,0)
6 > 0, arbitraire). D’ici, on a aussi:
( ; ;

[l = Unll2.c < ME*?||f]lo,0-
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