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Communicated by Aleksandar Ivié

Résumé. On montre dans cet article que le développement asymptotique de la suite
ZTn = sinzn_1 avec zo = z(x €]0,7[), pour n — oo, fait intervenir une famille de polynémes, a
coefficients rationnels, liés par des relations de récurrence. L’étude faite s’applique & une large
classe de suites. On termine par une étude fine dans le cas de la foncition sinus.

Abstract. We show that the asymptotic expansion of the sequence x, = sinz,_1 with
zo = z(z €]0,x[), as n goes to +00, uses a family of polynomials (with rational coefficients) which
are linked by relations of recurrency. The study applies to a large class of sequences. We finish
by a sharp study of the sinus function.

I. Introduction
Considérons la suite réelle (z,,) définie par
xo =2z € 10,7

T, = sinx,,_y = sin,x pour n > 1.

Il est bien connu que, sin,z ~ 1/3/n, pour n — oo, [1, ex. 21, p. 117]. De Bruijn,
[2, p. 159], a établi plus précisément que, pour n — oo,

. 3 1 3 C(x)
Sin, T n( + ” ( 10 ogn 2 >

1 log® n
+ ﬁ(alogzrﬁ—blogn%—c) +0 ( 3 ) )

avec a = 253 b= 5C(z) — 5 ¢ = 2C(2)? — 3C(x) + =%, C(z) étant une fonction

de x indépendante de n.

Nous généralisons ces résultats dans le théoréme suivant qui est un cas par-
ticulier du théoreme 2.
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THEOREME 1. Il eziste une famille de polyndmes (Sy,)m>0 de Q[X] et une
fonction C(z) telles que le développement asymptotique de la suite sin,x s’écrive,
pour tout N > 1,

\/g 1+ i Smn™™ (—f’—ologn - %C(m)) +0 ((logn/n)N+1)

m>1
Les polynémes Sy, pour m > 0, sont de degré m et vérifie l’équation différentielle
a1 = 3/55,, + (2m +1)Sp,.

Les premicéres valeurs des polynémes Sy, sont: So = 1, S; = X, S = 3/2X? +
3/5X +179/700, S3 = 5/2X3 +12/5X2 + 647/700X + 411/3500.

La fonction C(z) est dérivable sur |0, n[; elle est décroissante sur]0,7/2[ et
admet, lorsque x — 0, un développement asymptotique vérifiant, pour tout k entier
> 2,

3
72

Cz)= = — §10g(3/302) +diz? + dozt + ..+ dp_ex®* P 10 (m2(k_1)) ,

5
avec dy = 79/1050, d2 = 29/2625, . ..

Ce théoréme est principalement conséquence du théoréme plus général suiv-
ant, puisque

N
: D™ o 2N 43

Tp41 = SINTp = Ty + E T, + O (z2M*?) quand n — oo,
~= (2m +1)!

La derniere partie du théoréme est démontrée au dernier paragraphe.

THEOREME 2. Soit (a1,as,.-. ,ax,t) une suite de (k + 1) réels avec k > 1,
a; <0 ett>0. Posons A\ = —1/tay et pour k> 2, by = (1 +t — (2a2/a?))/2t.

e Pour k > 2, il existe une suite de (k+1) polyndmes (Pm)o<m<k @ coefficients
dans Q(a1,az,... ,amy1,t)[X] et vérifiant ’équation différentielle P}, , = b1 P), +
(tm + 1) Py, pour 0 <m < k — 1, tels que la propriété suivante soit vraie:
si une suite (uy,), réelle, positive, convergente vers zéro, vérifie

k
Unp1 = tn + Y amul 40 (ug’““)t“) , 1)
m=1

quand n — oo, alors, elle a un développement asymptotique de la forme

k
up = (N/n)/? (1 + Z Ppn~™ (=t~ (bylogn — C)) + O(l/nk)> ,

pour n — oo, C étant la constante définie par C = lim,,_,o, (Au,* —n — by logn).

De plus, Py =1, P, = X et P, € Q(a1,as,...,a;,t)[X].
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e Pour k =1, on peut seulement écrire u,, = (A/n)'/*(1 + O(logn/n)).

Pour démentrer ce théoréme, nous étudions au paragraphe suivant la suite
n — Auyp)~t = v,. Nous déterminons son développement asymptotique au para-
graphe 3 et nous en déduisons celui de u,, au paragraphe 4.

Les paragraphes 5 et 6 traitent plus particulierement de la fonction sinus afin
de préciser les propriétés de la fonction C(x) du théoréme 1.

I1. Etude de la suite n — A(u,) ™

Définissons v, par I’égalité (u,)! = A/v,. Avec (1), on obtient quand n — oo,

k-1
sik > 2 Un+1_vn:1+me/vgm-'_o(l/vfb) 2)
m=1
sik=1 ’l)n+1—'1)n=1+0(1/vn) (21)
(bm)1<m<k—1 étant une suite d’éléments de Q (a1, az, ... ,am+1,t). En particulier

b = (1/2t) (1 +t— (2&2/(1%)) .

LEMME 1. (i) Pour k > 2, la suite n — v, —n— by logn est convergente vers
une limite C.

(ii) Il existe une unique famille de réels (cm)i<m<k—2, ¢m € Q (b1,b2,...,
bm+t1), pour laquelle la foncition ¥ définie par

sik=1 U(z) ==z

sik =2 U(z)=2— (bylogz + C)

sik >3 U(z)=x— (blogz +C) +eci/rx+ ... +cpo/zk?
vérifie U(vp11) — ¥(v,) = 1+ O(1/n*), pour n — .

De plus la fonction ¥ ainsi définie admet, au voisinage de +00, une fonction
réciproque U1 et on a

sik=1 v, =n + O(logn),
sik>2 v, =¥ (n)+ 0 (1/nF71).

Preuve. (i) Comme v, — o0, on déduit v,11 — v, ~ 1 de (2) ou (2'), ce
qui entraine v, ~ n et permet d’écrire de nouveau avec (2) ou (2'), vpp1 — v, =
1+ O(1/n) et par conséquent, v, = n + O(logn), ce qui termine la démonstration
pour k = 1. Pour k& > 2, on injecte cette expression de v, dans le second membre
de (2) pour obtenir

Vpt1 —Vp =14+n7"b1 + O (n"%logn) .
En posant ¢, = v, — n — by logn, cette relation s’écrit

tnt1 —tn = O (n"%logn) .



44 Farid Bencherif, Guy Robin

On en déduit que la suite n — t,, converge vers une limite C.
(i) Soit (¢m)o<m<k—2 une suite de réels et ¥:2 — z + ¢ologz — C +
an—:zl c¢m/x™. (Si k = 2, la somme disparait). Comme v, ~ n, on a d’apres

2)

tog (41 Z1og (14 L 43~ Y o2 ¥ o2
og o = log +’U_+ZF+ ok —Z j+ ok

no = Un j=1 Un

etpour 1 <i<k-—2

-1

1 Sob 1
—i —i =i L J S _
Upi1 — U, = v, 1+vn+zvj+1+0(nk) 1
j=1""n
k—1
ai; 1
=3 o ()
j=i+1 Yn
(aij)OSiSk—Z- i+1<j<k—1 étant une suite de réels, a;; € Q[bl,bg,... ,bj_l] avec

ap1 =1 et a;;41 = —i, pour 1 <i <k —2. On en déduit que

k—2

U (vn41) = ¥ (vn) = colog (Vng1/vn) + Y ¢i (V11 —v;) + vng1 — v,
i=1

k—1
= (14 A4/ 7 | +0(n7")
j=1

avec A; = g;é aijci + by, pour 1 < j < k—1. On a alors ¥(vp41) — ¥(v,) =
1+0(n=*), pour 1 < j < k—1, si et seulement si A; = 0, c’est-a-dire si et seulement
si (¢i)o<i<k—1 est solution du systeme

j—1
(S) Zaijci =—b; pour 1 <j<k-1
i=0

Le déterminant A du systeme (S)

k—2
A =] aiir = (-1)F(k-2),
=0

est non nul et le systéme (S) admet une solution unique pour laquelle ¢ = —b; et
¢m € Q(by,ba, ... ,byy1) pour 1 < m < k — 2. Définissons une nouvelle suite w,
par ¥(v,) = n +w,. On a alors w, 1 — w, = O(1/n*) avec, d’apres la définition
de C,

lim w, = lim (v, —b;logn —n—C)=0.
n—oo n—o0
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On en déduit que

wn== Y Wi —wm) =0 [ 3 1/m# | =0 (/)

m>n m>n

et ainsi ¥(v,) = n+ O (1/nF~1). 1l est immédiat de constater que ¥ admet au
voisinage de +oo une fonction réciproque ¥~ dérivable telle que (lI!_l)l () ~ 1
pour  — oo. On en conclut que v, = ¥ 1(n) + O (n'~*), pour n — oo.
Remarque. La démonstration précédente s’applique aussi pour montrer le
résultat suivant qui nous sera utile au paragraphe 5.
Soit k > 2 et g une function telle que, pour x — oo,

bl b2 bk_1 1
g()—a:+1+—+—+ g (x_k>’

et soit ¥* = ¥ + C, alors ¥*(g(z)) — ¥*(z) = 1+ O(1/z*), pour z — oo.

ITI. Développement asymptotique de V,,
Commencons par préciser un résultat di & Robin ([3, th. 1], voir aussi [5]).

PROPOSITION 1. Soit f une fonction admettant un développement asymp-
totique de la forme f(z) = h(z) + o(1/2?) avec h(z) = z — (alogz + B) + 1 /x +
o+ /7Y, lorsque & — 400, (a, B,71,72, -+ »7Yq) € RIT2 et g un entier positif.

Si f posséde une fonction réciproque g dans un voisinage de +o00, alors cette
fonction g et la fonction réciproque de h admettent un méme développement asymp-
totique, lorsque x — +00, qui s’écrit

q+1
(Zaz my aloga:+ﬂ)+0(1/xq+1)>,

(TCm)o<m<qg+1 €tant une suite de polynomes de Q[y1,72, ... , Ym—1,][X], pour 2 <
m<q+1,To=1,T =X, vérifiant les relations de récurrence I';, | = oI}, —
(m —1)Ty,, pour 0 <m < gq.

Preuve. Déterminons d’abord la forme du développement asymptotique.
Posons u = g(z)/z et y = alogz + 8. En utilisant la forme du développement
asymptotique de f et les relations f(ux) = z et u ~ 1, pour £ — 00, on peut écrire,
pour £ — 00,

—_ _ ﬂ -1 _ Yq —q 1
u=1+= —}—mlogu U s +o<mq+1). (3)
On en déduit que v = 1+ y/x + o(1/z), pour z — oo. Un raisonnement

par récurrence permet alors de mettre en évidence l’existence d’une famille de
polynémes (', )o<m<qg+1 de R[X] vérifiant
q+1

u= Zw ™ (T (y)) + o (1/27F1),
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Ty, étant, pour 0 < m < ¢+ 1, un polynéme de R[X] indépendant de 3, les
coefficients de T';, étant des polyndmes en ~y1,7s,. .. ,Ym—1 €t a & coefficients dans
Q. 11 suffit pour cela de remarquer qu’une expression de u s’écrivant

u—1+2mm ))+o(1/2zP), avec 0<p<gqg-—-1,

injectée au second membre de (3) permet d’obtenir

ptl
u=1+Y a7 (Tmy) +o(1/z"),

m=1

I'p41 pouvant s’écrire

Cppi=—m+ E E Xiryoo i Li Dig o Ty,
1<k<p 1<i1 <i2...<ip <p

avec Niy . ix € Q[11,--- s p,a] pour 1 <4y < ... <ip <p. On obtient aisément
FO = ]., Fl :X, FQ =aX — 715 F3 = —(Oé/?)X2+ (Oé2 +71)X—'yla—'yg.

Déterminons maintenant les relations de récurrence. Posons

g+1
(Z P alogw)) ,

soit
q
G(z)=z+alogz + Z " "Ly (alogz),
m=1
a
G'(z)=1+ Z =™ (al, — (m — 1)T'y,) (alogz) + o (z79)
m=1

et pour p > 2,

GP (z Zx "Tom(alogz) + o0 (277),

Ty étant, pour 2 < p < m < ¢, un polynéme de R[X] & coeflicients indépendants
de 3. De plus Tp, = (—1)P~}(p — 1)!a pour 2 < p < ¢. On a alors, pour z — oo,
d’une part

9(z) = G(z + B) + o0 (z77)
=G(z) + BG' (x) + ...+ fIGD () /g! + 0 (z79)
=z +alogz + 3+ Z 2" Qpm(alogz) + o (z79)

m=1

avec, pour 1 <m <gq,

@pm = Cmr1 + B (aly, = (m = D)T) + Y Ty /P, (4)
=2
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et d’autre part

q
g(z) =z +alogz+ 3+ Z 2" " Cr1(alogz + B) +o(;z:—‘1) .

m=1

En identifiant les deux développements de g ainsi obtenus, on obtient pour a # 0

Qﬁm(X) = Fm+1(‘X + /6) (5)

Ceci montre, avec l'expression de Qpn(X) donnée par (4) que I'yppq est un
polynéme de degré au plus éqal & m, le coefficient de X™ étant égal & Ty, /m! =
(=1)™ 'a/m. De plus, en développant le second membre de (5) & laide de la
formule de Taylor, on obtient avec (4) deux expressions de @ g, comme polyndme
en 3; on peut donc identifier les coefficients de 8 dans ces deux expressions. On
obtient I}, ; = al'y, — (m — 1)T'y,, pour 1 < m < q. Dans le cas ot & = 0, on a
d’une part

gz )—w+/3+ZFr+l )@+ 8)"" +o0(1/")

r=1
qu
+j—1\pT B
maa 3y (7T B e,
rl]O

et d’autre part

gz)=z+p+ Z 7" pga(B) + 0 (279) .

m=1
En identifiant les deux développements de g obtenus dans ce cas, on déduit que

m—1

Tppa(X) = ) (-DF (mk_ 1) T k1 (0) X5

k=0

La propriété bien connue

m—1 m—2
= - <k<m-
k( k ) (m D(k—l)’ pour 1<k<m-—1,

permet alors de constater que I'},, ,; = —(m — 1), pour 1 < m < q. Les relations
de récurrence sont donc aussi vérifiées dans le cas ou a = 0.

Remarque concernant le degré du polynéme I';,,. Si a # 0, alors pour
tout entier m, 2 < m < ¢+1, I';;, est un polynéme de degré m — 1 et de coefficient
dominant (—1)™a/(m —1). Si a =0 et si pour un entier s, 1 < s < g,ona~y,, =0
pour l<m<s—1letvy;#0alors, =0pour2<m<s, [y =—vs et degré
Cm)=m—(s+1)pour s+1<m<qg+1.

En exploitant le lemme 1 et en appliquant la proposition 1 &

U(z) =2 — (bylogz + C) +Cl/$+ ---+Ck,2/:pk_2 +0 (.Z'k_l) 7
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nous obtenons la

PROPOSITION 2. Pour k > 2, il eziste une famille de polynomes (Tpn)o<m<k
de R[X] telle que

k
) (Z n ™, (bilogn +C) + O (n’“))
m=0

awecTy=1,T1 = X etT,, ,, = 0T, —(m—1)Ty, pour0 < m < k—1. De plus, pour
0 <m < k-1, les coefficients du polynéme T, sont dans Q[ay,az,... ,amy1,t] €t
sont indépendants de la constante C. Ty, a ses coefficients dans Qla1, as, ... ,a, t].

IV. Démonstration du théoréme 2

Nous commencgons d’abord par démontrer un résultat déja signalé par Robin
([3, prop. 1, p. 21], voir aussi [5]).

PROPOSITION 3. Soit v € R* et soit (Qm)m>0 une famille de polynémes de
RI[X] vérifiant Qo =1 et Q! = aQ’, + b(m + p)Qm pour m >0, (a,b,n) € R3.
Alors, dans R[[X,Y]], on a pour v € R*,

v

D QmX)Y™] =3 Ra(X)Y™,

m>0 m>0
(Rm)m>o0 €tant une famille de polynémes de R[X] vérifiant
Ro=1, Ry =~Q1, et R, ., =aR,, +b(m+ py)Ry, pour m > 0.
R, n’est fonction que des polynémes Q1,Qa, - .. ,Qm; de plus si Q. € Q[X] pour
m >0 et siy€Q, alors R, € Q[X] pour m > 0.
Preuve. Posons S =3 -, Qm(X)Y™ et F = S57. L’expression de F sous la

forme F =3, o R Y™, (Rim)m>o étant une famille de polyndmes de R[X] avec
Ry =1 et Ry = yQ; est immédiate. En dérivant cette relation par rapport a X

puis par rapport & Y, on obtient

ESCRDICALES W A

m>0 m>0 (6)
g—g =871 Z mQ, Y™ ' = Z mR, Y™ !
m>1 m>1

On en déduit, en calculant aY 3% + bY22E que

v DY (@Qh + bmQm) Y™ ) = Y (aRy, + bmRy) Y™ (7)
m>0 m>0
Mais, d’apres les relations de récurrence vérifiées par la famille de polynémes

(@m)m>0, on a
aQr, +mQm = Qi1 — Q.



Sur l’itere de sinz 49

En injectant cette relation dans le premier membre de (7), on obtient, compte tenu
que @y = R = 0 et des relations (6)

Z (R;n—i-l - b/l’YRm) ymtl = Z (aR., + bmR,,) Y™

m2>0 m>0

On en déduit immédiatement la relation R, | = aR;, +b(m+ py) Ry, pour m > 0.
Remarquons que degré (R,,) < m, pour m > 1, et que

m—27 e LD DI IS

—1 i1 tig+..+ip=m
aveci) >1pour 1<k<p

Il en résulte que si @, € Q[X] pour m > 0 et si v € Q, alors R, € Q[X].

COROLLAIRE. S0it (Qm)o<m<q une famille de polynomes de R[X] vérifiant
Qo =1 et Q1 = aQ), +b(m + p)Qn pour m > 0 et (a,b,u) € R®. Alors pour
(@,8,7) ER®, v #0, on a

(Z " Qum(alogn + ﬂ)) =Y 0" Ru(alogn+ f) + O ((logn/n)™)

m=0 m=0

(Rm)o<m<q €tant une famille de polynémes de R[X] vérifiant Ry = 1, Ry = yQ1
et R, ., =aR,, +b(m+ py)Ry pour 0 <m < q—1. De plus si Qn € Q[X] pour
0<m<qetsiyeQ,alors Ry, € Q[X] pour 0 <m < gq.

Preuve du théoréme 2. En exploitant les propositions 2 et 3, on a
1/t
_)\l/t —l/t /\/n l/t (Zn mp bllogn+0)+0( ))

= (A/n) 1/t<2n ™R (b1logn + C) + O (n~ )),

(Rm)o<m<k étant une famille de polynémes de R[X] vérifiant
RO = ]., R1 = —X/t et le+1 = blle - (m+ 1/t)R

Pour 0 < m < k, posons Pp(X) = Rp(—tX). On aalors P =1, P, = X,
Pl 1=b P+ (mt+1)Pppour 0 <m<k—1et

m=1

k
U = (A\/n)t/t (1 + Z Ppn™™ (=t (bylogn — C)) + O (n_k)> )
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V. Itération d’une fonction

Soit f une fonction numérique continue dans un voisinage a droite de zéro et
admettant un développement asymptotique s’écrivant pour k > 2 et x — 0,

k
fle)=z+ Z amz™ ! + 0 (a;(’““)t“) aveca; < 0 et t > 0.

m=1

En choisissant z assez petit, = €]0, d], la suite définie par ug = z et
Un = f (Un_1) = fn(x) pour n>1,

est strictement décroissante et vérifie les hypothéses du théoreme 1. La constante
C du théoréme 1 est C = lim,, oo (Afn(z)~¢ —n — by logn). Elle dépend de f et
de z, nous la noterons simplement C(x). D’apres I’expression de C' précédente on
a

C(f(z)) — C(z) =1 pour tout z €]0,4].

Expression de C(z) comme somme d’une série. Soit z €]0,4], on a,
d’apres le théoreme 1, pour n — 00,

fa(@) = (\/n)/"(1 + O(logn/n)). (8)

On en déduit que log (A\/fn(x)!) = logn + O(logn/n) et, qu’ainsi, en posant pour
m >0, Sy (x) = N frm (@) =b1 log (A fm(x)t)—m, il vient, C(z) = lim, 0 Sp(z) =
(@) + 3o (St 1(2) — Sa(2)) = Son () + D b (fn(2)) avec

p(x) = M f(2)" = Ma* + bitlog(f(x)/z) — 1.

En particulier, pour m = 0, on obtient:

C(z) = Mat —bilog (Ma') + D p(ful@)) .

n>0

Développement asymptotique de C(z). PROPOSITION 4. Si f est
croissante sur ]0,4], alors C(z) est continue sur |0,0] et on a pour z — 0:C(z) =
(M zt) =bylog Mzt +diat +. .. +dp_pz*=D 10 (x(k_l)t), les d; étant réels, pour
i=1,...,k-2.

Preuve. (i) Continuité de C(z) sur ]0,4]: on constate aisément que p(z) =
(0] (;v%), pour z — 0. Il existe donc des constantes C; et Cy telles que pour tout
z €]0,6], on ait | p(z) |< C1z?t et d’apres (8), fn(z) < fn(6) < C2(1/n))'/t, pour
tout n > 1. On a, par suite, | p(fn(z)) |< C3/n? pour tout n > 1 et pour tout
z €]0,8] ot C3 = Cy (C3)*" est une constante indépendante de z. On peut alors
écrire
| C(@) = Sm(@) [< Y | p(fal2)) |< 2Cs/m.

n>m
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C(z) est par suite continue sur ]0, 4] comme limite uniforme de la suite de fonctions
continues (Sp,(x)).

*

(ii) Développement asymptotique de C(z): ¥* étant définie a la fin du para-
graphe 2, désignons par ¢* la function z — ¢*(z) = ¥* (A\/z!). On a:

p*(x) = )\/a:t —-b log)\/a:t +dizt + ...+ dj_oz k=2t

avec dpy, = ¢ /A™ pour m = 1,... ,k — 2. Soit g la fonction définie par z —
A (()\/x)l/t))_t. Comme ¢*(f(z)) = ¥* (g (\/x?)), il vient d’apres la remarque
du paragraphe 2, pour x — 0,

¢*(f(2)) — ¢*(2) =1+ 0 (a").
Comme C(z) vérifie la relation C(f(z)) — C(z) = 1 pour z €]0,4], on a, en
posant x(z) = C(z) — ¢*(z), x(f(2)) — x(z) = O (z*'), pour = — 0. 1l existe donc
une constante Cy telle que

| x(f(2)) — x(z) |< Caz** pour 0 < z < 6.

On constate, d’autre part, que x (fn(z)) tend vers 0 avec 1/n, on a en effet:

k—2

X (fn(x)) = Z p(fm(x)) - Z dm (fn(x))mt
m>n m=1
k—2

=C(@) = Sn(@) = Y dm (fula)™.

Comme C(z) — Sp(z) et fo(x) tendent vers 0 avec 1/n, il en est de méme de
X (fn(z)). Il en résulte que pour 0 < z < §, on a:

X(@) =Y (x (fa(@)) = X (fus1(2))) -

n>0

On a alors | x (fr+1(z)) — x (fn(z)) |< Cy (f4(:1:))kt. Les relations f,(z) < z et
fa(z) < C2(1/n)'/* conduisent alors aux majorations | x (fo+1(z)) — x (fu(2)) |<

Caz® et | X (fag1(z)) — X (fn(@)) |< Cs/n avec Cs = Cy4 (C2)**. On peut donc
écrire

[x@) [< Y X Fmr(@) = x Fm@) + Y Ix (@) = X (frr1 ()]

0<m<n m>n
< Cy(n+ 1)$kt + C5/nk_1 < 2Cynz*t + C5/nk_1.

On choisit § pour que §' < 1 et n tel que 1/2t < n < 2/x!, et l'on obtient
| x(z) |< (4C4 + C5) k=Dt soit x(z) = O (z*k~DF).
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VI. Etude de la fonction C(z) associée a la fonction sinus

Pour z €]0,7[, on a d’apres le paragraphe précédent

A=3, by =3/5,
3 3
Cx)=lim | — —n——-logn |,

C(sinz) — C(z) =1,

Nous allons prouver que la fonction C(z) est dérivable; pour cela montrons
d’abord une majoration uniforme de sin,z.

PROPOSITION 5.  Pour toul réel x > 0 et pour tout entier n > 1, on a
sin,z < 4/3/n.

Commencons par un lemme.

LEMME 2. Pour tout réel > 0, on a sin’z < 22/ (1 + 22/3).

Preuve. Pour 0 < z < 3v/2/2, 0on a

2

sin“z x? 2 4 x? zt x?
1—-—+—2"<1-— =1/{14 —
2 STttt Sl Tyt o /(+ )

et pour z > 31/2/2

> > 1> sin?z.

1 1
1+2 5+ +

ol

=
W=

Preuve de la proposition 5. La fonction h:z — z/+/1 + 22 /3 est croissante;
on a donc sinz < h(z) < z, pour z > 0. Par suite

sin,z < h (sin,_1(x)) < hs (sin,_2(x)) < ... < h,(x).

Or hp(x) = z/+/1+nz?/3, donc
sinpz < 1/4/1/22 +n/3 < \/g

THEOREME 3. La fonction C(z) est dérivable sur ]0,n[ et vérifie C(z) =
C(r—z) et C'(m/2) = 0. Elle est décroissante sur]0,7/2[ et admet, lorsque x — 0,
un développement asymptotique vérifiant, pour tout k entier > 2,

C(z) = (3/m2) — glog (3/;1:2) +diz? +dozt + ...+ dp 252 * 2 4+ 0 ($2(k_1)) )

(dy = 79/1050, dy = 29/2625,...).
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Preuve. D’apres la proposition précédente, il existe des constantes K; et Ko
telles que
| p(sinyz) |< K1/n? et |p (sin,z) |< Ka/n?/2.

Comme
(p (sinpz))" = p' (sin,z) cos (sing_12)...... cos(sinz)cosz,

on a aussi | (p(sin,z))’ |< Ka/n?/?. Les suites

. 2
(@) = Slog BlmT) 3 .
3 (sing,x)

5 -m

et
6 6

5Sinm.’1]' B (sinmx)3

Sy (x) =

cos (sing,—1x) . . . cos(sinz)cosz

convergent uniformément pour z €]0, 7|, ce qui prouve que C(z) est dérivable sur
10, 7.
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