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PERTURBATIONS CONVEXES ET NON CONVEXES
DES EQUATIONS D’EVOLUTION

H. BENABDELLAH et A. FAIK

Abstract: This paper is concerned with the evolution inclusion ' € —Ax + F(t, ),
where A is a m-accretive operator and F is a weakly compact valued multifunction
measurable in ¢, upper semicontinuous in x. We prove the existence of solutions under
various assumptions on the operator A and the perturbation F'.

0 — Introduction

Dans ce travail on étudie ’existence des solutions pour les perturbations con-
vexes et non convexes des équations d’évolution de la forme %‘ € —Au(t) +
F(t,u(t)), ou A est un opérateur m-accrétif a valeurs dans un espace de Banach
de dual strictement convexe et F' une multifonction a valeurs convexes faiblement
compactes telle que V¢, F(t,-) soit semi-continue supérieurement et Va F(-, )
admet au moins une sélection measurable via une nouvelle version du théoreme
de Scorza—Dragoni, due a Castaing—Monteiro Marques [8] et une nouvelle exten-
sion du théoreme de Dugundji. Les résultats obtenus étendent en particulier ceux
donnés dans [1], [4], [5], [15]. On donne aussi un nouveau résultat d’existence des
solutions absolument continues pour l'inclusion différentielle:

{i‘(t) € F(z(t)),
z(0) =z ,

ou F' est une multifonction semi-continue supérieurement a valeurs faiblement
compactes non vides dans un espace de Banach réflexif F séparable et vérifiant
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I'inclusion suivante:
F(Au) C 9(yo A)(u), VYuekFE,

o A est un opérateur linéaire compact “auto-adjoint” de E’ dans E et v est
une fonction numérique localement lipschitzienne réguliere sur E. Nos tech-
niques permettent également d’obtenir I'existence de solutions des équations de
la forme 2 € —0®(u(t)) + F(u(t)), ott ® est une fonction convexe semi-continue
inférieurement propre définie sur un espace de Hilbert H telle que, la fonc-
tion x — ®(x) + ||z||? soit inf-compacte, F est une multifunction semi-continue
supérieurement a valeurs compactes non vides de H et vérifiant l'inclusion sui-
vante:
F(z) c 0y(z), VaxeH,

ou v est une fonction convexe continue définie sur H. Les formulations des
résultats présentés ici, conduisent a de nouvelles perspectives concernant 1’étude
des perturbations convexes et non convexes des équations d’évolution dans la
ligne des travaux de Cellina—Staicu [10] et Benabdellah—Castaing—Salvadori [3],
car la plupart des problemes de ce type demeurent ouverts.

1 — Notations et préliminaires

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par:

— FE un espace de Banach séparable muni de la norme || - |, E’ le dual
topologique de E et E’ (resp. Ej;) 'espace vectoriel E/ muni de la topologie
o(E', E) (resp. la topologie de la norme);

— B(xz,7) (resp. B(z,r)) la boule fermée (resp. boule ouverte) de centre z et
de rayon r de E et B (resp. Bg) la boule unité fermée (resp. boule unité
ouverte) de F;

— cwk(FE) (resp. ck(F)) 'ensemble des parties convexes faiblement compactes
non vides (resp. l’ensemble des parties convexes compactes non vides) de
E;

— 0*(-] A) la fonction d’appui d’une partie A de E.

— Si I est 'intervalle [0,7] de IR, A est la mesure de Lebesgue définie sur I et
L(I) la tribu des parties Lebesgue measurables de [;

— LL(I) l'espace de Banach des fonctions f : I — E Bochner Lebesgue-
intégrables muni de sa norme habituelle et L, (1) son dual topologique (cf.
A. et C. Ionescu Tulcea [18]);
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— Cg([I) Vespace des fonctions continues u: I — E muni de la norme, ||[ul|oc =
sup{llu(t)l], ¢ € I};
— Si X est un espace topologique, B(X) désigne la tribu borélienne de X;

— co A I'enveloppe convexe d’une partie A C E.

Définition 1.1. Un opérateur (ou une multifonction) F': X — E est dit
semi-continu supérieurement (s.c.s.) si pour tout o € X et tout ouvert W
de E tel que F(xg) C W, il existe un voisinage V(z¢) de z¢ dans X tel que:
F(V(xzg)) C W.

2 — Résultats fondamentaux

Dans cette section on rappelle et on résume quelques résultats de base qui
seront utilisés dans la suite. Le résultat suivant est une version multivoque du
théoreme de Scorza—Dragoni due & Castaing—Marques (cf. [8], Corollary 2.5).

Théoréme 2.1. Soient I = [0,7] et X un espace Polonais. Soient Y un
sous-ensemble convexe compact métrisable d’un espace de Hausdorft localement
convexe et ck(Y) I'ensemble des convexes compacts non vides de Y. Soit F :
I x X — ck(Y) une multifonction telle que

i) Pour tout t € I, la multifonction x +— F(t,x) est de graphe fermé dans
X xY;

ii) Pour tout x € X, la multifunction t — F(t,z) admet une sélection
mesurable.

Alors, il existe une multifonction Fy: I x X — ck(Y) U {0} dont le graphe
appartient a L(I) ® B(X) ® B(Y') qui posséde les propriétés suivantes:

1) II existe un négligeable N C I tel que:

Fo(t,z) C F(t,z), Vt¢ N, VeelX,
2) Siu: I - X et v: I —Y sont deux applications L(I)-measurables telles

que v(t) € F(t,u(t)) p.p. sur I, alors v(t) € Fy(t,u(t)) p.p. sur I;

3) Pour tout € > 0, il existe un compact J. C I, tel que \(I\J.) < ¢ et tel
que la restriction Fy(j.xx) soit de graphe fermé et vérifie:

0 # Fo(t,x) C F(t,z), V(t,x)e J.xX.
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Avant d’énoncer notre premier résultat, rappelons deux notions classiquement
connues. Soient F un espace topologique et U une partie de F,

(1) On appelle recouvrement localement fini de U, tout recouvrement d’ou-
verts (Vy)aea de U tel que: pour tout z € U, il existe un voisinage ouvert V de
x tel que I'ensemble {\ € A: VANV # 0} soit fini.

(2) Une famille de fonctions continues (VUy)xepa de E vers [0, 1] est dite une
partition continue de I'unité subordonnée au recouvrement (Vy)yea si pour tout
A€ A, supp(¥y) C Vy et pour tout x € V on a: Y yep Ua(z) = 1.

Si E est un espace de Banach, U, K deux parties de F et t € F/, on pose:
(U, K) =int{[r —s|: s€ K, re U},
dist(t, U) = inf{[[t = s|[: s €U} .

Le résultat suivant est une version multivoque du théoreme classique de
Dugundji (cf. [13], chap. 2, Théoréeme 7.2).

Théoreme 2.2. Soient E et X deux espaces de Banach. Soient K C F,
D C X deux fermés non vides et F': K x D — cwk(X) une multifonction
semi-continue supérieurement telle que

V(t,z) € (K x D), F(t,z)Cec(t)(1+||z]))Bx ,

ot ¢ est une fonction positive définie sur K. Soit (Uy)xep un recouvrement ouvert
localement fini de (E\K) tel que

YAeA, 0<diamU, < d(Uy,K) .

Soit (¥y)aea une partition continue de I'unité de E\ K relativement au recouvre-
ment (Uy)xep. Pour tout A € A, soit ty € K tel que

diSt(t)\, U)\) < 2d(U)\,K) .

Alors, la multifonction F définie sur E x D, par:

ﬁ’(t ) F(t,x), site K, e D,
y L) =
S UA() F(ty,z), site E\K, z€D,

est une extension semi-continue supérieurement de F' a E x D a valeurs dans
cwk(X). De plus on a F(E x D) C coF(K x D) et si ¢ est constante, on a
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F(t,x) C c(1+|z|)) Bx. En particulier, si pour tout (t,z), F(t,z) C C ot C est
un convexe de X, alors F(t,z) C C.

Démonstration: 1) Montrons d’abord qu’il existe un recouvrement ouvert
localement fini de F\K possédant la propriété citée dans I’énoncé Pour cela,
pour tout ¢ € E\K, choisissons r(t) tel que 0 < r(t) < %dist(t, K) et posons
B;:= B(t,r(t)) (boule ouverte dans F de centre t et de rayon r(t)).

Trivialement, on a: E\K = U;cp\ g Bi. D’autre part, pour tout ¢t € E\K,
diam B; = 27(t) < d(By, K). En effet,

V(t',s) e By x K, |t/ —s||>|t—s|—|It' —t|>2r).

Puisque E\ K est un espace paracompact, il existe un sous-recouvrement locale-
ment fini (Uy)xea du recouvrement ouvert (B:)cp\ k- Rappelons que ceci signifie
que (Uy) est un recouvrement d’ouverts de E\K tel que pour tout ¢ € F\K, il
existe un voisinage V de t tel que {\ € A: Uy NV (t) # 0} est fini et pour tout
A€ A, il existe ty, € E\K tel que Uy C By,. Par conséquent,

diam Uy < d(B,,K) < d(Uj, K) .

2) Soit F la multifonction définie dans 1'énoncé du théoréme. Il est clair
que f‘\KXp = F et que F’(E x D) C coF(K x D). De plus pour tout couple
(t,z) € ExD, F(t,z) € cwk(X). En effet si t € E\K, I'ensemble A;:={\ € A:
W, (t) # 0} est fini. Par suite, pour tout € D, 'ensemble f’(t, x) est combinaison
convexe finie d’ensembles F'(ty,x) € cwk(X), A € A;.

Prouvons maintenant que F' est semi-continue supérieurement sur £ x D.
Nous allons procéder en plusieurs étapes:

(a) Montrons que F est s.c.s. sur Pouvert relatif (E\K) x D. Pour cela soit
(to,z0) € (E\K) x D fixé, choisissons V(o) un voisinage de tg avec V (tg) C E\K
tel que ensemble {\ € A: Uy NV (ty) # 0} soit fini, disons égal a {Ng, ..., Ap}.
On a

cltr) (1+ lel) < o eltn) (2 + )

Considérons, alors un réel M > 0 tel que

M tr;) (2 .
> max c(t;) (2 + [|zol)

Puisque chaque fonction ¥y, est continue en ¢y et chaque F'(ty,,-) est s.c.s. en
xg, alors pour tout € > 0, il existe § €]0,1] tel que B(tp,d) C V(tg) C E\K et
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Y (t,z) € B(to,0) x (DN B(xg,9)), on a:

g _
“I’Ai(t) - \Il/\i(to)‘ < Mp+1) et F(tr,z) C F(ty,0) +€Bx .

On ac(ty;) (1 + [lz]]) < e(tr,) (2+ [lzoll) < M et

Wy, (£) F(tr, ) © W, (to) Flta, @) + (Ux, () = Un,(to)) F(tr, ) -

Donc,
Uy, (1) Pty 2) C W(N)(to) [F by, m0) + ¢ Bx| + W e(t,) (14 ||zll) Bx
C Wy, (to) F(ty;,x0) + (\IJAi(tO) + pil> eBx .

D’autre part, si t € B(tg,0) C V(to) alors Ay est contenu dans {)\, ..., \p}, car
pour tout A le support de chaque fonction ¥y est contenu dans Uy. Donc pour
tout couple (t,z) € B(to,d) x (D N B(xp,9)), on a:

F(t,z) =Y Wy (t) F(ty,,x) C
=0

c [%i(to)p(%wo) + (\Il,\l.(to) + 1) gﬁx] .

p
=0 p+1

Par suite, V (¢,2) € B(tg,d) x (D N B(xg,d)), on a:

F(t,z) C F(ty,z0) + 2¢ Bx .

(b) Puisque la multifonction F est s.c.s. sur K x D, alors F Vest aussi sur
Pouvert relatif (int K') x D (si cet ensemble n’est pas vide).

(c) Montrons que F est s.c.s. en chaque point (to,xo) € OK x D, ou OK est
la frontiere de K. Soit € > 0, puisque F' = F sur K x D et que la multifonction
F est s.c.s., il existe un réel § > 0 tel que V (t,z) € B(to,d) x (D N B(xp,d)), on
a:

(2.2.1) F(t,x) C F(tg,z0) + € Bx .

Nous allons montrer que pour tout ¢t € (E\K)N B(to, g) et tout = € DN B(xo, ),
on a: F(t,x) C F(tg,w9) + € Bx, ce qui compte tenu de (2.2.1) acheévera la
démonstration. Soit t € E\ K tel que ||[t—to|| < g. Le choix de t et de I’estimation
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sur le diametre de Uy impliquent que pour tout A € A tel que W (t) # 0 (t € Uy),
on a:
It — ]| < dist(ty,Uy) +diam Uy < 3d(Uy, K) .

D'ot, ||t —tx]] < 3|t — to||- Il s’ensuit que ||ty — to|| < 4|t — to|| < 0. Comme
tx € K, (2.2.1) implique que:

V.TEDOB(LB(),(;), F(t)\,$)CF(tQ,SUQ)+€§X.

Donc, pour tout ¢t € (E\K) N B(to, g) et tout € D N B(x,d), on a:

F(t,x) C Y Wa(t) |P(to,x0) +  Bx] .
A

Par suite, F(t,x) C F(to,20) + ¢ Bx = F(to,z0) + ¢ Bx. Ceci termine la
démonstration. u

Rappelons maintenant quelques définitions nécessaires dans I’étude des équa-
tions d’évolution (cf. Bénilan-Brezis [4] et Vrabie [19]). Soit H un espace de
Hilbert.

Définition 2.3. Une fonction ®: H — IR U {oco} est inf-compacte si pour
tout r > 0, 'ensemble I, = {x € H: ®(z) < r} est compacte dans H.

Remarque 2.4. D’apres un résultat de Konishi et Brézis (cf. [19], Propo-
sition 2.2.2, p. 57), si la fonction z +— ®(z) + ||z]|? est inf-compacte, alors le
semi-groupe engendré par O® (cf. [19]) est compacte sur dom 9®, i.e. 'opérateur
0P est de type compact.
Soit F': I x H — ck(H) une multifonction a valeurs convexes compactes dans
H, et ®: H — IR U{oo} une fonction convexe, semi-continue inférieurement et
propre. On considere le probleme d’évolution suivant:
du

—(t) € —0®(u(t)) + F(t,u(t)) p.p.sur I,

(P1) d
u(0) = upg € dom 0P .

Définition 2.5. Une fonction continue u: I — H est appelée solution forte
du probleme (Py) si elle vérifie les conditions suivantes:

i) u est absolument continue sur tout sous-intervalle compact de ]0, T'[ (donc
p.p. différentiable), u(t) € dom 0® p.p. sur I et u(0) = ug;
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ii) 11 existe une fonction f € L% (I) telle que pour presque tout ¢t € I, on ait:

F(1) € Fltu(t)) et %(t)e—@@(u(t))+ () .

Remarque 2.6. La condition ii) équivaut & dire que u est solution forte au
sens de Brézis [4] du probleme d’évolution

du
(P2) —(t) € ~0%(u(t) + f(t)  pp.sur T,

u(0) = up € dom 0P .
Rappelons le résultat suivant que est du & Brézis (cf. [4], [6], [7]).

Théoréme 2.7. Soient H un espace de Hilbert et ® : H — R U {o0}
une fonction convexe semi-continue inférieurement, propre telle que la fonction
z+— ®(x) + ||z||? soit inf-compacte. Si f € L% /(I), alors pour tout uy € dom 9@,
I’équation (P2) admet une unique solution forte dans Cg(I) vérifiant:

1) t— Vit CC% € L% (1) et la fonction t — ®(u(t)) est absolument continue sur
tout sous-intervalle compact de I'intervalle ]0,T.

du(t)|? , dP(ut)) dul(t)

dt a <f(t)7 7> p.p. sur ]0,T7.

3) Si u(0) € dom P et & > 0, alors:

2)

a) ‘fl—? € L%I,
b) |%‘L2 <\ flp2 + V@ (uo),

c) t — ®(u(t)) est absolument continue sur 1.

Nous désignerons dans tout ce qui suit par uy l'unique solution forte du
probleme (P2) associée a la perturbation f.
Soit maintenant F un espace de Banach séparable. Pour tout couple (z,v)
d’éléments de E, on pose
(z,y)+ :=sup{(y,2'): 2’ € j(z)}
ou j est I’application de dualité de E définie par
j@):={a' € B': (w,2) = |la|? = |#|P}, VzeE,

I'ensemble {2’ € E': (z,2') = ||z||*> = ||2/||?} est non vide (d’apres le théoreme
de Hahn-Banach).
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Définition 2.8. Un opérateur A défini sur F est dit m-accrétif s’il vérifie
les deux propriétés suivantes:

i) Pour tout (z;,v;) (1 = 1,2), avec y; € Ax;, on a: (y1 — y2,x1 — T2)4 > 0;

ii) L’application I 4+ A est surjective.

Considérons le probleme d’évolution suivant:

du
(P3) —2(t) € ~Au(t) + F(t,u(t) p.p.sur I,

u(0) =up € dom A ,

ou A est un opérateur m-accrétif de domaine dom A, F': I x dom A — ck(F) une
multifonction telle que, pour tout ¢ € I, F(t,-) est semi-continue supérieurement,
et pour tout z € dom A, F(-,z) admet une sélection mesurable.

Définition 2.9. Une fonction continue u: I — E est appelée solution
intégrale de Péquation (P3) §'il existe une fonction f € LL () telle que
i) u(0) = up € dom A et pour tout t € I, u(t) € dom A;
ii) f(t) € F(t,u(t)) p.p. sur I;

iii) Pour tout € dom A, tout y € Ax et tous s,t € [ avec 0 < s <t < T, on
a 'inégalité suivante:

(2.9.1) lu(t) = 2|? < [lu(s) — | + 2 /:(f(t) —y, u(t) —x) dt
(cf. Vrabie [19], Remarque 1.7.1).

Introduisons la définition suivante:

Définition 2.10. Un opérateur m-accrétif A est dit de type compact si,
pour tout ensemble uniformément intégrable H dans L}, (I), 'ensemble X : ={uy,
f € H} olt uy est 'unique solution intégrale de

du
(P4) 5 (&) € —Au(®) + f(t)  pp.sur I,

u(0) =up € dom A .

est relativement compact dans Cg(I).
Ceci étant, rappelons les deux résultats suivants (cf. [14], chap. I):
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Lemme 2.11. On suppose que le dual fort de F est strictement convexe
et que A est un opérateur m-accrétif de type compact. Soient I" une multifonc-
tion mesurable, intégrablement bornée, définie sur I a valeurs dans ck(E), St
Pensemble des sélections intégrables de T et X :={uy, f € Sk} out us est I'unique
solution intégrale de I’équation (P4). Alors I'application f — uy est continue de
SL dans X lorsque S} est muni de la topologie faible o(LY(I), LS5 (1)) et X de
la topologie de la convergence uniforme sur Cg(I). ’

Théoréme 2.12. Soient E et A vérifiant les hypothéses précédentes et F
une multifonction de I x dom A a valeurs dans ck(E) telle que:
i) Pour tout x € dom A, F(-,x) est mesurable;
ii) Pour tout t € I, F\(t,-) est semi-continue supérieurement;

iii) Il existe une fonction ¢ € L]1R+ (I) et un ensemble convexe compact équilibré
K C E tels que, pour tout (t,z) € I x dom A, on a:

F(t,x) Ce(t) (1+|z]) K .

Alors pour tout ug € dom A, I’ensemble des solutions intégrales de I'équa-
tion (P3) est non vide et compact dans Cg([).

Démonstration: A. Faik ([14], chap. I). u

3 — Résultats d’existence

Munis des outils et résultats énoncés dans la section précédente, on est en
mesure de présenter dans ce paragraphe des théoremes d’existence de solutions
pour des problemes d’évolution avec des perturbations convexes et non convexes.

Théoréme 3.1. Soient H un espace de Hilbert séparable et ® : H —
IR U {co} une fonction convexe, semi-continue inférieurement et propre telle que
la fonction ®(-)+ || -||? soit inf-compacte. Soient K un ensemble convexe compact
dans H et F': I x H— ck(H) une multifonction tels que:

i) Pour tout (t,x) € I x H, F(t,z) C K;
ii) Pour tout t € I, la multifonction F(t,-) est semi-continue supérieurement;

iii) Pour tout x € H, la multifonction t — F(t,z) admet une sélection
mesurable.
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Alors pour tout ug € dom 0®, I’équation

du
®0) %(t) € —0®(u(t)) + F(t,u(t)) p.p.sur I,

u(0) = ug € dom0? ,
admet au moins une solution forte.

Démonstration: En vertu du Théoreme 2.1, il existe une multifonction de
graphe mesurable Fy: [ x H — ck(H) U {0} vérifiant:

(a) Il existe un négligeable N indépendant de (¢,z) € I x H tel que

Fo(t,z) C F(t,x), V(t,z)e (I\N)xH ;

(b) Si u et v sont deux fonctions mesurables de I dans H telles que v(t) €
F(t,u(t)) p.p. sur I, alors v(t) € Fy(t,u(t)) p.p. sur [;

¢) Pour tout n > 0, il existe un compact J,, C I, avec A\(I\J,) < *, el que la
n

restriction Fy (J soit semi-continue supérieurement et telle que
n

X H)

0 # Fo(t,x) C F(t,z), V(t,x)e J,x H .

Ainsi (c) implique l'existence d’une suite croissante de compacts (.J,,),>1 dans
I, telle que pour tout n > 0, Fy, () ESES.CS. a valeurs convexes, compactes non
vides dans H. Donc en vertu du Théoreme 2.2, pour tout n > 0, la multifonction
F0) (5, 1y @dmet une extension s.c.s. En: I x H— ck(H) telle que:

(3.1.1) Fot,x) CK sur I x H et FE,(t,z) = Fy(t,z) sur J, x H .

Par suite, pour tout n > 0, d’apres un résultat di a Attouch et Damlamian (cf.
[1], Théoréme 4.1), on a: pour tout ug € dom dP, on peut trouver une fonction
un € Cg(I) qui est une solution forte de 1’équation:

%(t) € —0P(un(t)) + ﬁ’n(t,un(t)) p.p.sur I,

un(0) = up € dom P .

Donc u,, est absolument continue sur tout sous-intervalle compact de 0,77 et il
existe une fonction mesurable f,,: I — H telle que:
duy,

(3.1.2)  fult) € Fy(t,un(t)) et —(£) € =0®(un(t) + fult)  pp.sur I.
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En vertu de (3.1.1), la suite (fy)n>1 demeure dans I’ensemble faiblement com-
pact S% = {f € L} (I): f(t) € K p.p.}. Par suite, il existe une sous-suite (f,,)
qui converge faiblement vers une fonction f € S%. Donc en vertu de [1], Proposi-
tion 4.2, la sous-suite (up, ) de (u,)n>1 converge uniformément vers une fonction
uy dans Cg([) telle que uy est la solution forte de I’équation:

duy

W(t) € —0®(up(t)) + f(t) pp.surl et wu(0)=ug, f€Sk.

Pour terminer la démonstration, il suffit donc de montrer que f(t) € F(t,uy(t))
p.p.. D’apres (3.1.2) pour tout n > 0, il existe un ensemble négligeable N,, C I
tel que pour tout t ¢ Ny, f(t) € Fp(t, un(t)).

Posons Ny = (I\(U,, J»)) U (U,, N»), donc pour tout ¢ ¢ Ny fixé, il existe un
entier p(t) > 0 tel que pour tout n > p(t), t € J,\N,, et fn(t) € Fp(t,un(t)). Par
suite, grace a la semi-continuité supérieure de Fp, on a:

Yy e H, limsupd™(y, Fo(t,un(t))) < 6" (y, Folt, us(2))) -
Donc pour tout ¢t ¢ Ny, on a: limsup,,(y, fn(t)) < 0*(y, Fo(t,ur(t))). Comme la
fonction t — 0*(y, Fo(t,u(t))) est mesurable, il résulte du lemme de Fatou que
pour tout partie Lebesgue mesurable B de I, on a:

sy = tim [ g0yt < [ 8@ Fottuge))de
B B B

n—oo

D’ou f(t) € Fo(t,us(t)) C F(t,ur(t)) p.p. sur I. Ceci termine la démonstration. m

Le théoreme suivant fournit un critere d’existence de solutions intégrales pour
des problemes d’évolution classiques de type (P3) (cf. [15], [19]) avec une pertur-
bation convexe.

Théoreme 3.2. Soient E un espace de Banach séparable dont le dual fort
est strictement convexe, et A un opérateur m-accrétif de type compact défini sur
E. Soit F' une multifonction définie sur I x dom A a valeurs dans ck(E) telle
que:

i) Il existe un sous-ensemble convexe compact K dans E tel que
V(t,x) € I xdomA, F(t,z)C K ;

ii) Pour tout t € I, la multifonction F(t,-) est de graphe fermé dans E x K;

iii) Pour tout = € dom A, la multifonction F(-,x) admet une sélection mesu-
rable.
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Alors pour tout ug € dom A, I’équation

du
(P3) E(t) € —Au(t) + F(t,u(t)) p.p.sur I,

u(0) =up € dom A ,
admet une solution intégrale dans Cg(I).

Démonstration: Comme dans la démonstration du Théoreme 3.1, en vertu
des hypotheses et du Théoreme 2.1, il existe une suite croissante de compacts
(Jn)n>1 dans I et une multifonction Fy: I x dom A — ck(E) telles que

a) Il existe un négligeable N indépendant de (¢,z) € I x dom A tel que

Fo(t,x) C F(t,z), VY (t,z)€ (I\N)xdomA,

b) Si u et v sont deux fonctions mesurables de I dans E telles que v(t) €
F(t,u(t)) p.p. sur I, alors v(t) € Fy(t,u(t)) p.p. sur I,

c) Pour tout n > 0, A(I\J,) < % et la restriction FO‘(J = est s.c.s..
n Xdom

En vertu du Théoreme 2.2, il existe une suite de multifonctions s.c.s. (F,)n>1
définies sur I x dom A & valeurs dans ck(E) telles que

(3.2.1)

Fp(t,z) C K sur I x dom A,
F.(t,z) = Fo(t,z) sur J, x domA .

Chaque fn vérifie les hypotheses du Théoreme 2.12, donc on peut trouver une
fonction continue w,: I — FE, solution intégrale de I’équation:
duy,
(3.2.2) dt
un(0) = up € dom A .

(t) € —Aun(t) + Fp(t,un(t)) p.p.sur I,

Par suite, il existe une fonction mesurable f,,: I — E telle que

(3.2.3) fa(t) € Fy(t,un(t)) p.p.sur I
et u, est solution intégrale de ’équation

du,

dt

D’apres (3.2.1) et (3.2.2), f.(t) € K p.p. sur I. Comme l'ensemble S} =

{veLL: v(t) € K pp.}esto(LL(I), L% (I))-compact (cf. [9], Corollaire V.4), il

(t) € —Aup(t) + fu(t) p.p.sur I, u,(0) =ug € domA .
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existe une sous-suite (fy, )r>1 qui converge faiblement vers une fonction f € L
telle que f(t) € K p.p. sur I.

En vertu du Lemme 2.11 la fonction g — wu4 (olt uy est I'unique solution
intégrale de (Py4)) est continue pour la topologie faible (L} (I), L%, (I)) sur Sk
et la topologie de convergence uniforme de Cg(I) sur X = {uy: g e SL}. Donc
la sous-suite (uy, )r>1 des solutions intégrales des problemes

duy,,
dt

(t) € —Aup, (t) + fn,(t) sur I, 1y, (0) =up € domA ,

converge uniformément vers la fonction uy qui est I'unique solution intégrale de
Iéquation (Py4).

Pour terminer la démonstration, on montre que f(t) € F(t,u(t)) p.p. sur I,
en procédant de la méme maniere que pour le Théoreme 3.1. Donc uy est une
solution intégrale de (P3). m

Remarque 3.3. Les deux résultats précédents restent valables si 'on rem-
place la condition i) par

iy Ftz)c 1+ |z)K, Y(ta)elxE,

dans le cas ou dom A et dom ® sont bornés.

Pour terminer cette section, nous étudierons I’existence de solutions de I’inclu-
sion différentielle suivante

x(t) € F(z(t)) p.p.sur I,
(P5)

ou F' est une multifonction s.c.s. définie sur un espace de Banach réflexif £ a
valeurs compactes et non vides de F, vérifiant la condition

(%) VueE', F(Au)C d(yo A)(u),

ou A est un opérateur linéaire compact “auto-adjoint” de E’ vers F, v est une
fonction numérique localement lipschitzienne sur E et d(yo A)(u) est le gradient
généralisé de Clarke de v o A en u. Notons que lorsque dim F < +00, 7y convexe
et A = idg, la condition (%) se réduit a celle de Bressan—Cellina-Colombo [5].
En outre la méthode de discrétisation et les hypotheses prises ici sont nouvelles
par rapport a celles utilisées dans [2] (1a ou les solutions sont obtenues au moyen
du lemme de Zorn).
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Introduisons d’abord quelques notations. Soient I = [0,7] C R" et ONy
I’ensemble des nombres ordinaux dénombrables (cf. e.g. Dellacherie-Meyer [12],
§0.8).

Définitions 3.4. 1) Nous appelerons subdivision généralisée de I, toute
suite (tq)a<x d’éléments de I, avec A € ONy telle que tg =0, ty =T et
ta <tg sia < g3,
{ta = SUPgcqytp sl a est un ordinal limite .
I1 est alors facile de montrer que [0, 7] = Uycrltas ta+1[ (réunion disjointe).
2) Pour € > 0, on dénote par E.(I) 'ensemble des fonctions : I — I telles
qu'’il existe une subdivision généralisée (t4)a<x de I telle que
i) Va < A, tat1 € Jta, ta +€l;
ii) Pour tout t € [0,T], 6(t) = tq sit € [ta,tat1[ (Pour @ < A) et (T) =T.

Remarque 3.5. Les éléments 6 formant 'ensemble E.(I), sont des fonctions
croissantes telles que:

Viel, 6()<t<i(t)+e.

Dans ce qui suit, E est un espace de Banach réflexif séparable et pour toute
partie B de E, on note par B° I’adhérence de B par & la topologie faible o(E',E).

Soit A: E' — FE un opérateur linéaire fortement compact auto-adjoint (i.e.
A* = A, en identifiant E avec son bidual E”) tel que

Vue E'\{0}, (u,Au)>0.

Donnons un exemple d’'un opérateur vérifiant de telles propriétés: Soit (e )n>1
une suite dense dans Bf et 'opérateur A défini sur E’ par
Ax’::Zan (' en)en, Va'eE,
n>1

il est alors facile de montrer que A est un opérateur linéaire compact auto-adjoint
vérifiant les hypotheses requises.

Soit v: EF — IR une fonction localement lipschitzienne, alors la dérivée direc-
tionnelle généralisée de «y en un point € E suivant la direction v notée v°(x, v)
est définie par

+0(2,v) = lim sup Yy + tv) —v(y)

y—a t
t—0

(cf. [11], Chap. II, p. 24).
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Ceci étant, rappelons la définition suivante:

Définition 3.6. Soit v: £ — IR une fonction localement lipschitzienne. On
dit que 7 est une fonction réguliére en un point x € E si pour tout v € E, la
dérivée directionnelle

t —
~'(x,v) = limsup oz + Q;) ()
t—0

existe, et on a v'(x,v) = 4°(x,v) (cf. [11], Chap. II, §2.3).

Théoréme 3.7. Soient v: E — IR une fonction localement lipschitzienne
réguliére et F' une multifonction s.c.s. définie sur E a valeurs compactes non vides
de E telle que

(%) VueE', F(Au)Cd(yo A)(u) .

Alors pour tout zg € A(E"), il existe T > 0 et une fonction z: [0,7] — E
absolument continue et solution du probléme (P5).

Démonstration: Comme le sous-différentiel d’une application localement
lipschitzienne est localement borné, il existe r > 0 et L > 0 tels que, pour tout
x € B(xg,7), Oy(x) C LB/ (ot Bgr est la boule unité fermée de E').

D’apres le choix de A, 'ensemble K := A(LBg/) est convexe compact dans E,
donc contenu dans un certaine boule B(0, R) (R > 0) de E. Choisissons T' > 0 tel
que RT < r et posons I = [0,7]. On a besoin d’abord d’un lemme techniquement
difficile.

Lemme 3.8. Avec les hypothéses et notations ci-dessus, pour tout € > 0, il
existe 0. € E.(I), z. € Cg(I) et uc € LY, (I) tels que

t p—

(3.8.1) xe(t) = g +/ Auc(s)ds et z.(t) € B(xo,7), Vtel,
0

pour presque tout t € I, on a:

(3.8.2) ue(t) € Oy(we(0:(1))) et Auc(t) € F(ze(0:(2))) ,

T
(3.8.3) Y(xe(T)) — v(x0) > /0 (ue(s), Auc(s)yds —eT .

Démonstration du lemme: Soit 7 le premier ordinal non dénombrable.
Nous allons construire par induction une suite (ty)a<, dans I, deux suites de



PERTURBATIONS DES EQUATIONS D’EVOLUTION 203

fonctions ua € LE; ([0,2a]) et za € Cp([0,1a]) (avec v < 7) telles que
(3.8.4) t3 < las Ugljots] = Up €6 Tolops) =2, PO f<a<T,
(3.85)  Vte[0,ta], ua(t) e LB et x4(t) € Bxo,r) avec

zo(t) = x0 + /Ot Aug(s)ds, pour a<T.

Pour a = 5+ 1,
si tg="1T, alors t,=1t3=T, ua=ug et o =u1g,
si tg<T, alors ty €Jtg, tg+e] et il existe ul € dy(ws(tg)) tel que
Aud € F(xg(tg)) et pour tout t €ltg,t,], on a
(3.8.6) ua(t) = ud et zo(t) = zp(tg) + (t —tg) Aud .
Si a est un ordinal limite, to = supg., tg,

(3.8.7) Ta(te) = lim z4(t) et ua(ta) € 0v(zalta)) -

t—to

En plus, notre construction satisfait

(3.8.8) Y(xa(ta)) — (o) > /Ota (ua(s), Aug(s)yds — ety pour tout a <7 .

Construction: Comme z¢ € A(E’), alors il existe yo € E’ tel que o = Ayp.
Posons tg = 0, 20(0) = zg et up(0) = u® ot u® est fixé dans Oy (xo).

Soit & < 7 et supposons qu'on ait construit (£g)g<a, (ug)s<a €t (28)s<a
vérifiant les conditions (3.8.4) a (3.8.8) ci-dessus. On aura a distinguer deux cas:

1" cas: a =0+ 1.
Sitg =T, on poserat, =tg =T, uq = ug et v, = 3.
Sitg < T, d’apres (3.8.5) on a

xg(tg) = xo + /Otﬁ Aug(s)ds = Aug ol ug = yo + /Otﬁ ug(s)ds .
Par suite d’apres (x), on a:
F(xp(tp)) C O(vo A)(ug) = A (0v(Aug)) = A(9y(xs(tp))) -

Donc on peut choisir u®, € dv(z5(ts)) tel que Aul, € F(z5(tg)). Par définition
de la dérivée directionnelle, il existe d, €]0,inf(e, T — )] tel que:

(389) = [1(wlte) + b0 Aud) —(as(te))] > (alta); Aul) —¢

«
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Posons t, = tg + dq (alors t, €Jtg, tg+¢]) et

{xg(t) site [O,tlg],

alt) =
relt) 2g(tg) + (t —tg) Aug, sit €]tg,ta]

 [uplt) sitelo,tg),
ua(t) = {uo sit€ltg, ta] -

[0}

Il est clair que, par construction les fonctions u, et z, vérifiant les conditions
(3.8.4) a (3.8.6).
De plus en vertu de (3.8.8) et (3.8.9), on a

Y(zalta)) = v(20) = Y(2alta)) — V(za(ts) — v(2s(ts)) — V(20)
> 60 ((25(t5)) Aul) — & 50 + /Otﬁ (ta(s), Aua(s)) ds — ets .
Par suite on a
Y@a(ta)) = V(x0) > (ta — tg) (ua, Aug) — &(ta — tp)

+ /0 ? (us(s), Aug(s)) ds — 5

= /Ota (ua(s), Auq(s))ds — ety

donc (3.8.8) est vérifiée pour a.
28Mme cas: o est un ordinal limite.

Posons t, = supg.,ts et en vertu de (3.8.4) on peut définir des fonctions
Zo: [0,ta]— E et uqg: [0,te[— E' par:

VB <a, ugor =us et Tajoty =25 -

Il reste donc & définir u,(ta) et x4 (to). Soient ¢, t' dans [0,¢,[; il existe alors
B < a tel que t,t' € [0,t3]. Donc, en vertu de (3.8.5) pour 3, on a:

lzs(t) — za(t)| = H/tt Aug(s)ds| < R —¢] .

Par conséquent, la limite a gauche w, = hmt—>t; xo(t) existe dans E. Posons
alors x4 (to) = Wo et Ug(ta) = Vo O vy € Oy(wy) fixé. Comme « est un ordinal
limite, il existe une suite croissante (a,)p>1 (an < @) telle que a = sup,, o, (cf.
[12], Chap. 0, p. 5).
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Vérifions alors la condition (3.8.5) pour ¢t = t, = sup,, ta,. On a

t tay
ZTolte) = tlir{{ xo + ; Aug(s)ds = Jim 2o + ; Aug(s)ds .

Donc en vertu du théoreme de la convergence dominée, on a

z(a)(te) = zo + Ota Aug(s)ds .

Il est clair aussi que zq(ta) € B(wo,r) et que uq(ta) € LBE. La condition
(3.8.8) se vérifie également grace au théoréme de convergence dominée puisque,
pour tout n € IN*, on a

a1, )) = 700) 2 [ (0, (5, A, () ds — <,

il suffit alors de passer a la limite quand n tend vers co pour obtenir (3.8.8).

La construction étant terminée, on remarque que ’application o — t, est
croissante de ONy vers I, donc il existe (cf. e.g. [12], Chap. 0, §8, Lemme b))
A< T1tel que Vaa > A, ty = t,. Comme ty = tyy1 = tyyo = ..., la condition
(3.8.6) implique nécessairement que ¢ty = 7. Donc (t4)a<x est une subdivision
généralisée de I. Considérons alors la function 8y : I — [ définie par

Hk(t) =14 site [ta,ta+1[, a < A,
O\(T) =T .

Onafy € E-(I) et d’apres (3.8.5), (3.8.6), (3.8.7) et (3.8.8), les fonctions . : =6y,
Te:=x) et u; :=uy vérifient les conditions (3.8.1) a (3.8.3) du lemme. Ce qui
acheve la démonstration du lemme. n

Suite de la démonstration du Théoreme 3.7: Soit (£, )nemN une suite de nombres
strictement positifs qui converge vers 0. D’apres le lemme ci-dessus, pour chaque
n € IN, il existe 0, € E. (I), u, € Ly et x, € Cp(l) vérifiant les conditions
(3.8.1) a (3.8.3) pour &,. Il est évident que la suite (Tn)new est relativement
compacte dans Cg(I) puisque (x,) est équicontinue

(car Vi, € (0,7, fan(t) —za(t)| <RI —1])

et vérifie z,(t) € xg + TK (K est compact dans F).

D’autre part, u,(t) € LBg/. Donc (un)neN est relativement o (L%, LL) com-
pacte (en effet, la boule unité du dual LS de L} est of %O,,L}E)éfaiblement
compacte et métrisable). ’ ’
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Donc on peut trouver z € Cg([), u € L3 et deux sous-suites (x,, ) de (z,)
et (up, ) de (u,) qui convergent respectivemerslt vers z dans Cg(I) et vers u pour
o(L%,LY). Comme E est réflexif séparable et A est linéaire continu, il est
facile de montrer que Au,, converge vers Au pour U(L}E,L%‘i). Il en résulte
immédiatement que ’

t
(3.8.10) Vtel, z(t)=ux —I—/ Au(s)ds .
0

D’autre part, pour tout n > 0, on a ||2,(0,(t)) — z(t)|| < [|zn(t) — z(t)|| + Ren.

Donc, pour tout t € I, on a limy, o0 Zn (0,(t)) = x(t).

Comme uy, (t) € 0y(zp, (0n,(t))) p.p. sur I, et Oy étant une multifonction
s.c.s. (cf. [17], Proposition 1.17) il résulte d’un théoréme classique de fermeture
(cf. [9], Théoreme VI.4) que u(t) € y(z(t)) p.p.. En vertu de (3.8.10) et de ([3],
Proposition 3.4), la fonction (yox) est absolument continue et pour presque tout

tel,ona
(o), autn) = {222 )}

ou D(7yox) est la mesure différentielle.
Par suite W(t) = (u(t), Au(t)) p.p.. D’autre part, en vertu de (3.8.3), on

T
lim sup/ (Un, (5), Auy, (s)) ds < y(z(T)) — v(zo)
(3.8.11) koo 0

T
:/ (u(s), Au(s)) ds .
0

Posons U (z') = (z', Az') sia’ € LBp; et ¥(z) = 400 ailleurs. Alors ¥ est une
fonction o(E’, E)-s.c.i. et strictement convexe sur E’ et (3.8.11) est équivalente &

lim sup /DT U(up, (s))ds < /OT U(u(s))ds .
k—o0
Donc en vertu de la Proposition 3.2 de [3], on a wu(t) € Ls7{uy,(t)}, ou
Ls{un, ()} 1= MpZy {un, (1) k > p}’. Soit N un négligeable tel que, pour tout
te (I\N), u(t) € Ls”{uy, (t)} et Vn >0, Au,(t) € F(x,(0,(1))).
Fixons ¢t € (I\N), il existe une sous-suite (u,, (t)) de (un, (t)) ((my) dépendant
de t) qui converge pour o(FE’, E) vers u(t). Comme A est un opérateur linéaire

compact, quitte a extraire une sous-suite de (Auy,, (t)), on peut supposer que
At (t) converge en norme vers y € E. D’autre part, Aup,, (t) converge vers
Au(t) pour o(E, E’), par suite y = Au(t) et Auy,, (t) converge en norme vers
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Au(t). Comme Auy,, (t) € F(2m, (0m,(t))), on en déduit que Au(t) € F(x(t)).
Ce qui acheve la démonstration. n

Commentaires. Il n’est guere possible d’utiliser les techniques préconisées
dans [5] et [10] dans la démonstration du Théoréme 3.7 car E n’est pas Hilber-
tien et 7y est supposée seulement localement lipschitzienne et réguliere. Ceci
nécessite des techniques nouvelles dans la construction des solutions approchées
(cf. Lemme 3.8) et dans la convergence de telles solutions. Dans le cas Hilber-
tien, C. Castaing a obtenu l’existence des solutions (locales) absolument continues
pour le probleme de rafle perturbé suivant

= € =Negy(u(®)) + F(u(t) .

u(0) =z € C(0)

ou C est une multifonction lipschitzienne de [0,7] & valeurs convexes compactes
non vides de H et F' est une multifonction s.c.s. a valeurs compactes non vides
de H telle que Vo € H, F(x) C A(9v(x)) avec A un opérateur lineaire compact
dans H et « une fonction convexe continue sur H. Des résultats de ce type ont
été obtenus récemment par A. Syam ([16], Chap. IV) en utilisant des techniques
dévelopées dans [10].
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