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LOI ASYMPTOTIQUE DES ERREURS

QUADRATIQUES INTEGREES DES ESTIMATEURS

A NOYAU DE LA DENSITE ET DE LA REGRESSION
SOUS DES CONDITIONS DE DEPENDANCE*

CARLOS TENREIRO

Résumé: On établit des théoremes de limite centrale pour les erreurs quadratiques
intégrées des estimateurs non paramétriques par noyau de la densité et de la régression,
dans un cadre d’indépendance asymptotique, comme application de théoremes de limite
centrale pour des U-statistiques dégénérées. La stabilité relative en probabilité de ces
erreurs quadratiques intégrées est aussi établie. Ces résultats généralisent ceux obtenus

par Hall en 1984 dans un cadre d’échantillonnage.

Abstract: Central limit theorems for integrated squared errors of nonparametric
kernel estimators of density and regression functions are established under asymptotic
independence conditions as an application of central limit theorems for degenerated
U-statistics. The relative stability in probability for these integrated squared errors
is also established. These results generalize the corresponding ones obtained by Hall in

1984 in the independence context.

1 — Introduction

Soit (X;,Y;), i € Z un processus stochastique fortement stationnaire et géomé-
triquement absolument régulier (cf. [2]) & valeurs dans R% x R. On suppose que
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Xo admet une densité f par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?. Soient pour
x € R?

0 o) = g K1)

Iestimateur par noyau de la densité f(z) (Rosenblatt [16] et Parzen [15]), et

) o) = =2 VK (S o)

n =1

Pestimateur par noyau de la fonction de régression p(x) = E[Yy|Xo = z| (Nada-
raya [12] et Watson [22]). K est un noyau sur R%, c’est-a-dire, une application
de R? dans R telle que [pq K(z)dz = 1, et (hy,) est une suite de nombres réels
strictement positifs tendant vers zéro lorsque n tend vers l'infini.

Dans ce papier nous nous intéressons au comportement asymptotique des
erreurs quadratiques intégrées (pondérées) correspondantes & chacun des estima-
teurs précédents. Elles sont définies par

L= [ {@) = 1@} wl@)da

(3)
Jo= [ {pnta) = @)} @) wl@) da
olt A est un borélien de R% et w est une fonction de poids.

Des théoremes de limite centrale pour ces variables ont été obtenus par divers
auteurs quand les variables (X;,Y;), i € Z, sont indépendantes. Ce sont les cas
de Bickel et Rosenblatt [1], Rosenblatt [17] et Hall [7], pour la variable I, et
Nadaraya [13], Konakov [10], Nadaraya [14] et Hall [8] pour la variable .J,,. Dans
le cas mélangeant, la normalité asymptotique de la variable I,, avec w = 1 et
A =TR4, a été obtenue par Takahata et Yoshihara [18]. Dans ces références nous
trouvons quatre types de démarches. La premiére, introduite dans [1], utilise
des approximations fortes des processus empiriques pour obtenir un théoreme de
limite centrale pour I,,. Cette procédure a été employée aussi dans [13] et [10].
Une autre démarche qui se sert d’une technique de Poissonisation de la taille n,
a été utilisée dans [17] et [14]. Ces démarches imposent cependant des conditions
assez restrictives sur la fenétre h,. Telles conditions peuvent étre affaiblies en
utilisant la démarche introduite dans [7] ou la normalité asymptotique de I,, est
dérivée a partir de théoremes limites pour des U-statistiques dégénérées. Une
derniere démarche, qui est en effet tres proche de la démarche précédente, a été
utilisée dans [8] et [18], et est basée sur I'utilisation directe des théoreémes de limite
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centrale de Brown [3] ou Dvoretzky [6] pour des suites triangulaires appliqués a
des développements asymptotiques des écarts I,, et J,.

Dans cet article, nous présentons une approche qui permet d’unifier le proble-
me de la détermination des lois limite pour les erreurs quadratiques intégrées des
estimateurs non paramétriques par noyau de la densité et de la régression dans un
cadre multivarié et de dépendance. De la méme fagon que dans le cas d’échantil-
lonnage (cf. [7] et [8]), les variables I,, — E1,, et J,, — E'J,, peuvent asymptotique-
ment s’écrire comme la somme de deux U-statistiques dégénérées: une d’ordre 1
et autre d’ordre 2. La normalité asymptotique des écarts centrés précédents est
alors obtenue en utilisant des théorémes limites pour des U-statistiques dégénérées
engendrées par un processus fortement stationnaire et géométriquement absolu-
ment régulier. De plus nous montrons que I, et J, sont relativement stables en
probabilité. Ces résultats, que nous présentons dans la Section 3, généralisent au
cas mélangeant, ceux obtenus par Hall [7] et [8].

La théorie sur les U-statistiques dégénérées, dont on aura besoin, est dévelop-
pée dans la Section 2, o, en utilisant une technique de démonstration basée en
Takahata et Yoshihara [18], on généralise au cas mélangeant le Théoreme 1 de
Hall [7]. L’ensemble d’hypothéses considéré, étant de méme moins restrictif que
celui introduit par Hall, permet de dériver la loi limite de I’erreur quadratique
intégrée pour l'estimateur par noyau de la densité ainsi que pour celui de la
régression. Signalons enfin que des résultats voisins peuvent étre trouvés dans la
littérature. Ce sont par exemple les cas de Khashimov [9] et Yoshihara [24] et
[25]. Ils sont cependant assez restrictifs pour les applications que nous présentons
ici.

Toutes les démonstrations sont données dans les Sections 4, 5 et 6.

2 — U-statistiques dégénérées. Loi asymptotique

Soit (Z;,4 € 7Z) un processus stochastique fortement stationnaire et géométri-
quement absolument régulier, a valeurs dans RP. On admet ainsi qu’il existe
C > 0et pe]0,1] tels que

B(n) < Cp", pour tout n € N,
ou le coefficient de mélange 3(n) est défini par (cf. [20] et [21])

(4) Bn) =FE

sup_|P(AF.,) - P(A)H
AeF,*®

et )", n,m € ZU{—o0,+00}, est la tribu engendrée par les variables Z,,, Z,,11,
vees Lo«
9 m
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Soient (gn(-), neN*) et (hy(-,-), n€N), des suites d’applications mesurables
de R? et RP x RP, respectivement, dans R. Dans cette section nous établissons la
normalité asymptotique du couple (G, Hy,), ol

X

Z{ (Zi, Z;) E[hn(Zivzj)]}’

()

a\

et on suppose que E|[g,(Zy)] = 0, E[hn(Zo,y)] = 0 et hyp(z,y) = hn(y, z), pour
tout n € N* et z,y € RP. G, et H, sont donc des U-statistiques dégénérées,
respectivement d’ordres 1 et 2.

Pour r > 0 et n € N*, introduisons les notations suivantes:

un(r) = max{ s |1hn(Zi, Z0)ll [on(Zo, Zo) s} -
vn(r) = max{ max [|Gro(Zi. Zo) |- | Gno(Z0. Zo) |} -
wa(r) = |GuolZo, Z0)|»

2 (r) = max max{ |G (Zi, Z0) s |G (Zo, Z) s |G (Zo, Z0)lr §

0<i<n
1<5<n

ot Gyj(u,v) = Elhn(Z;,u) hn(Zo,v)], pour j € N et u,v € RP, Zj est une copie
de Zp qui lui est indépendante, et [[£], = E%K |", pour toute variable aléatoire
réelle £ telle que E|¢|" < oo.

Le résultat suivant est démontré dans la Section 4. Pour des résultats voisins
voir Hall [7] et Yoshihara [24] et [25].

Théoréme 1. On suppose qu’il existe oy > 0, vg < % et y1 > 0, tels que:
(i) [19n(Z0)lla = O(1);

(ii) Elgn(Z;) gn(Zo)] = ¢j + o(1), pour tout j =0,1,2,...;

Up(4+ 0p) = O(n);

n(2) = o(1);

n(2+ %) =o(n?);

vi) z,(2) n" = O(1);

(V11 E[hy(Zy,Z0)]? = 203 + o(1).

(iii

)
)
)
(iv)
)
vi)
)

<

(v

g
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Alors le vecteur aléatoire (G, Hy) est asymptotiquement normal de moyenne

2
s . . , Ul 0 \ 2 o0
zéro et de matrice de covariance donnée par [ 0 o2 ] ,ouoy =co+23 57 ¢
Remarque 1. Contrairement au cas d’échantillonnage, le terme

— Z Elh,(Z;, Zj)], n’est pas nécessairement nul. La vérification de la con-
1<j<i<n

dition lim,—, 4o uy(r) = 0, pour un r > 1, entraine sa convergence vers zéro

(voir Section 4).

3 — Hypothéses et résultats principaux

Nous établissons dans cette section la normalité asymptotique et la stabilité
relative en probabilité des erreurs quadratiques intégrées I, et J,, correspon-
dantes aux estimateurs par noyau de la densité (1) et de la régression (2), respec-
tivement, dans le cas ou (X;,Y;), i € Z est un processus stochastique fortement
stationnaire et géométriquement absolument régulier & valeurs dans R%xR. Telles
erreurs sont définies par (3), ott A est un borélien de R? dont la frontiere est de
mesure de Lebesgue nulle.

3.1. Hypotheéses et notations

Les hypotheses introduites dans les points suivants concernent le processus, le
noyau, la fenétre h,, et la fonction de poids. Par simplicité d’exposition nous ne
considérons que le cas ou K est un noyau d’ordre 2. Si K est un noyau d’ordre
m > 2, des résultats analogues peuvent facilement étre obtenus.

H;) Les lois des vecteurs (X;, Xo), i > 1, admettent des versions des densités
J(x,,x,) qui satisfont les contraintes: il existe € > 0 tel que,

sup f(z) < oo

rEA¢€
et
) T
sup “up faxgW2)
1ENF zeAen{ueRd| f(u)>0} f(z)

ye A€

ol f désigne la densité de la loi de X;, et A€ ’ensemble des points de R dont les
distances a A sont inférieures a e.
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Notons que la deuxieme condition est, dans un cadre d’échantillonnage, con-
séquence de la premiere. S’il y a dépendance, elle est par exemple satisfaite dans
le cas d’un processus gaussien stationnaire, parce que la variance conditionnelle
ne dépend pas de la variable conditionante.

H,) Le noyau K, supposé borné a support borné, est tel que

/dK(z)zidz:O, i=1,...,d et z=1(z1,...,2q) .
R

H3) La suite (hy) satisfait les conditions classiques
hp, — 0 et nhfl — 400, lorsque n — +oo,
et, de plus, on admet qu’il existe v € |0, 1[ tel que
limnsup n' he < oo .

Cette derniere condition est peu restrictive et est vérifiée par exemple si
hn =0(n%),0< 4 < % des quon choisit € ]0, 6d].

H,) La fonction de poids w est une fonction bornée sur A€ et continue sur
I'intérieur de A.

On désigne par i(-) et j(-) les applications réelles définies pour A € [0, +o0],
par i(A) = Mo 1oo((A) €t j(A) = 1 —i(\) + Mg 4oo[(A), ot Tg est la fonction

. . D e

indicatrice de R. On notera par | -F— la convergence en probabilité, et par
<4, N (0, 02) la convergence vers la loi normale de moyenne zéro et de variance

n2—>+oo ’

o”.

3.2. L’erreur quadratique [I,,. Théorémes limites

On établit maintenant la normalité asymptotique et la stabilité relative en
probabilité de I’écart I,,. Les démonstrations des résultats suivants sont données
dans la Section 5. Des résultats voisins ont été obtenus dans [18] et [11], dans le
cas particulier ot w = 1 et A = R%.

Théoréme 2. Sous les hypothéses Hy),...,Hy), on suppose que f admet des
dérivées partielles d’ordre 2 continues et bornées sur A¢. Notons

v = var((yw)(Xo)) + 2§cov(<w><xj>, (Y&)(X0)) +
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va :/AfQ(x)w2(x)dx/Rd< . K(u+z)K(u)du)2dz,

ou
1 & O%f
~y(x) 5 Z;:l /Rdu uj K(u) du Jui 0z, () Wa(x)

(1) Si nhdt* — X€[0, +oo[, n — +o0, alors

nhY2{I, — ELY % N(0,4M2 + 202) .
n—-+00

(2) Sinhdt* — X\ = 400, n — +o0, alors

Vah I, — EL)Y 5 N(0,402) .

n—-—+o0o

Théoreme 3. Sous les conditions du Théoréme 2, si on admet que

/ 7 (z) w(z)dz < oo ,
A

alors )
El, = n—h%/Af(x)w(x) dx/Rd K?(u) du

1
+ hfL/A'y2(3:)w(x) dx + O(nhg + hi) :
Si de plus nhd*t* — X\ € [0, +o0], n — +o0, et
. 2 . 2
i) [ f@w@yds [ K2 w)du+ i) [ 7@ w@)dn £0,

alors, lerreur quadratique intégrée I, est relativement stable en probabilité:

In p

— 1.
EIn n—-+00

3.3. L’erreur quadratique J,,. Théorémes limites

Les résultats suivants concernent la normalité asymptotique et la stabilité
relative en probabilité de I’écart J,. Ils sont démontrés dans la Section 6.
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Théoréme 4. Sous les hypothéses Hy),...,Hy), on suppose que f et u admet-
tent des dérivées partielles, respectivement d’ordre 1 et d’ordre 1 et 2, continues
et bornées sur A€ et que o2 f est continue sur I'intérieur de A et bornée sur A€,
ot %(z) est la variance de la loi de Yy conditionnée par Xo = x. On admet aussi
que E|Yy|¥+® < oo, pour un § > 0. Notons

0 = Val"({Yo — 1(X0) (9 w)(Xo))
+2Zcov({y (X)) How)(X;), {Yo — u(Xo) Hgw)(Xo))

7j=1
et
2
s :/ ot (z) £2(z) w?(z) dx/ ( K(u+ z) K(u) du) dz ,
A Rd \JRd
ou
0% o of
i 2 — T :
]Zl [ s K an{ @) @)+ 258 @) S @)} ate)
(1) Si nhd+4 — X0, 4o00[, n — +o0, alors
nhd2 {0, — BJ} 5 N(0, 4077 + 202) .
n—-+o0o
(2) Si nhdt* — X\ = +00, n — +oo0, alors
Vah AT, — EJy) i+> N(0,472) .
Théoréme 5. Sous les conditions du Théoreme 4, si on admet que
/ gb x)dr < oo,
alors

#/ o?(z) f(z) w(z) d:c/Rd K?(u) du

1
+h4/¢2 da:—i—o(w—kh‘l)

Si de plus nhd*t* — X\ € [0, +00], n — +o0, et

EJ, =

i()\)/AUQ(:c)f(a:)w(x)dq: K2(u) du + j(\ /¢2 (2)de £ 0,
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alors, lerreur quadratique intégrée J, est relativement stable en probabilité:
Jn p
—
EJn n—-400

4 — Démonstration du Théoréme 1

De facgon a faciliter la lecture de la démonstration du Théoreme 1, nous com-
mencons par énoncer quelques résultats auxiliaires qui y sont souvent utilisés.

Etant donné (Z;, ¢ € Z) un processus stochastique fortement stationnaire,
B(n) son coefficient de mélange d’ordre n de type [ (cf. (4)) et des indices
01,92, ees 45 Tjg1, -y 4 SAtIsfaisaNt 49 <ip <...<7j <ij41 <...<ip, on désigne par @,
R et P respectivement, les lois des vecteurs X = (Z;,,..., Z,), Y = (Zi;\y s Ziy,)
et (Ziy, - Zijs Zi Zi, ), et par @ X R la mesure produit de ) par R.

G100

Lemme 1 (Yoshihara [24]). Soit h une application mesurable réelle. S’il
existe M > 0 et v > 0 tels que

/\h|1+VdP§M et /|h|1+7d(Q><R)§M,

alors ) 5
E|E[h(X,Y)|X] = H(X)| < 4MT3 375 (ij31 — ij) ,

ou H(u) = E[h(u,Y)].
Les résultats suivants sont des conséquences immédiates du lemme précédent:

Corollaire 1 (Yoshihara [23]). Sous les hypothéses du Lemme 1, on a

|[EI(X, Y)] = BIH(X))| < 4 M7 575 (ij21 —i5) -

Corollaire 2. Soient g et h sont des applications mesurables réelles telles
que E|g(X)|* < 0o et E|n(Y)|' < o0, ot s,t > 1 et L + 2 < 1. Alors
1

|Elg(X) h(Y)] = Elg(X)) E[R(Y)]| < 457577 (6551 = ) lg(X) s 1Y) -

Corollaire 3. Soit g une application mesurable réelle telle que E|g(Y)|** <
00, pour un vy > 0. Alors

E|Elg(Y)|X] = Elg(V)])| <4877 (ig41 = i) llg(V )14+ -
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La démonstration du Théoreme 1 est basée sur des adéquats développements
asymptotiques des variables G, et H,, définies dans la Section 2. Ces développe-
ments sont présentés dans les lemmes suivants.

On commence par celui de la U-statistique dégénérée d’ordre 1 G,,, définie par

(5).

Lemme 2. Sous les conditions (i) et (ii) du Théoréme 1, la variable aléatoire
G, est asymptotiquement équivalente a Zgzl Ton, o pour o =1,2,.... k,

1 a(im)
(8) Ta,n = = gn(Zz) 5
\/ﬁ i=a(r+m)—m+1
avec k = k(n) =[], m =m(n) = 9], r = r(n) = [n%] ([z] désigne la partie

entiere du réel z), et 0 < Jg < 91 < % De plus, on a:

M=

G1) ETyn|Fa-1,n] =0p(1),

Q
Il
—

G2) var[Ton|Fa-1n] = ot + op(1)

M=

Q
I
—

et

k
G3) Y E|Tan|*=o0(1),
a=1

ol 02 est donné par cq + 22;";1 cj, et pour a = 1,2,.... k, F, , désigne la tribu
Fa(r+m)+1
1 .

Démonstration: Considérons la décomposition

Ly s Ly
gn = = gn(Zz) + — gn(Zz) )
\/ﬁ a=1li=aq \/ﬁ a=01i=b,+1

oubp=0,a;=b;_1+7r+1,b;=a;,+m—1 (l =1,2, ,kj) et agy1 =n+1. Cette
décomposition introduit des sommes comportant respectivement des paquets de
termes successifs de tailles m et r respectivement et distants de r et m. On conclut
facilement que le terme correspondant aux paquets de taille petite converge en
probabilité vers zéro, lorsque n tend vers l'infini. Ainsi, on a

k
gn - Z Ta,n + Op(l) )
a=1

ou pour o = 1,2, ..., k, Ty, est défini par (8).
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Etablissons maintenant les conditions G1), G2) et G3).

Etablissement de la condition G3): D’apres la stationnarité du processus Z;,
i € Z, 'hypothese (i) et le choix de d; avec d; < %, on a

k
> E|Ton|* = kE|Ty "

a=1
4
<k (5 L lon(2)l)
:0(n351 1):()(1).

Etablissement de la condition G1): Nous montrons la convergence L qui im-
pliquera la convergence en probabilité. Tenant en compte que du point précédent
| Tanla = O(%), Papplication du Corollaire 3 avec v < 3, nous permet d’écrire

k k
E‘ Z E[Ta,n|Fa71,n]’ < Z E’E[Ta,n|Fa71,n] - E[Ta,n]‘
a=1 a=1

= 0(VnB™ (1)) ,

et le majorant est négligeable d’apres la convergence exponentielle vers zéro des
coefficients de mélange, et le fait que r tend vers l'infini avec n.

Etablissement de la condition G2): Il résulte du point précédent qu’il suffit,
pour établir la condition G2), de montrer que Y2 _, E[TZ, |Fac1n] = 0F +0(1).
Pour cela nous allons montrer que

k
Y EIT:,]=o0f+o(1)
a=1

et

k
S {BIT2 | Fam1n) = EITZ, ]} = 0p(1) .

a=1

En effet, d’apres les hypotheses (i) et (ii)
k
Z [Tl n]
a=1
k:m
= Zgn )

:co+220j+0(1) =02 +0(1),
j=1
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puisque 22 — 1, n — +o0. De plus, tenant compte de I'égalité 172 112 = O(’%Q),

une nouvelle application du Corollaire 3 avec v < 1, nous permet d’écrire

Mw

k
B3 {2, Faca] — BT} <

E|B[T2 | Fo,] = BT,

Q
Il
—

= 0(mpT (1) = o(1) ,

d’apres la convergence exponentielle vers zéro des coefficients de mélange. n

Nous présentons dans le lemme suivant un développement asymptotique de la
variable H,, définie par (6). La technique de démonstration que nous employons
est fondée en Takahata et Yoshihara [18]. Si dans un cadre d’indépendance
la variable aléatoire H,, est une martingale (cf. Hall [7]), dans le cas présent
d’indépendance asymptotique, il découle du lemme suivant qu’elle est asympto-
tiquement équivalente & une martingale.

Lemme 3. Sous les conditions (iii)—(vii) du Théoréme 1, la variable aléatoire
H,, est asymptotiquement équivalente a Zizl Uan, ot pour ao = 1,2, ..., k,

(9) Uan =

Z Z hn(Zi’Zj) )

avec k = k(n) = [15], m = m(n) = %], r =r(n) = 2] et 0 < dy < 61 <

min(%, $(1 — 2)). De plus, on a:

Hl) ZE an’Fa ln]zop(l)a

ol
—

k
H2) Z rUan|Fae1,n] = 03 + 0p(1)
et

k
H3) Y E|Uan|*=o0(1),
a=1

a(r+m)+1

ou F, , est la tribu F] , pour « = 1,2, ... k.
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Démonstration: Prenons la décomposition

1 k  ba ao—r 1 k  ba i—1 B
H’n:_z Z Z hn Z27Z _Z Z h (Zl7Zj)
" a=lizan j=1 T =1 iZan jmag—r+1
1 k Gat+1—1bo+1—7r k aat+1—1 i—1 B
+=% Z ho(Zi, Z;) + — Z YooY halZnzy),
n a=01i=by+1 a=0i=by+1 j=ba+2—r

ot hy(Zi, Z;) = hn(Zi, Zj) — E[hn(Ziy Z;)], bo = 0, a; = bi—1+7+1, b; = a;+m—1
(1=1,2,..,k) et agy1 =n+ 1.

Les trois derniers termes de 'égalité précédente contiennent des paquets de
petite taille. Une démarche analogue & celle employée dans Yoshihara [24] nous
permet de conclure que, d’apres les hypotheses (iii), (vi), (vii) et le choix de d;
et 09, ces termes convergent en probabilité vers zéro. Ainsi, nous avons

k  ba aaq—rT

= Y S % 2)  Blha(Z,23)]} + 0p(1)

alzaajl

L’application du Corollaire 1 avec v < 3 4 d, ’hypothese (iii) et la convergence
exponentielle vers zéro du coeflicient de mélange permettent de conclure que le
terme deterministe intervenant dans ’égalité précédente est négligeable. En effet,
en désignant par (Z;, i € Z) une copie du processus (Z;, i € Z), qui lui est indé-
pendante, on a

o

o Qo—T

zk: > Elhn(Zi, Z; ]‘g

a=li=aq, j=1

S

IN
S
™=
Ing
£
=
+
s
=
3
=

On a alors

Hy = Z Uan +0p(1) ,

a=1

ou pour o = 1,2, ..., k, Uy, est défini par (9).
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Etablissement de la condition H1): En appliquant le Lemme 1 avec v < 3+ 4,

on obtient comme ci-dessus

E\fj EUanl Fo10]] <

a=1
1 k  ba aa—T _
<- > E’E (Ziy Zj)| Fa—1,4)] —E[hn(Zth)]’
a=li=aq j=1
k  ba aaq—T
S—Z SN ua(d+6o) ) BT (r) = o(1) .

alzaajl

Etablissement de la condition H3): On a

k 1 k o
OLUALEED DD 3 E[Hh (Zi,, Z;, )} —E[th(zzt,zj,)H
a=1 a=11y,... i4—aa J1yeensja=1 t=1 t=1

1 aaq—T 4 o
+HZ Z Z E[H hn(Ziﬂth)H :
a=1141,....,14=0q J1,..,Ja=1 t=1

Le premier terme de la somme précédente est négligeable puisque d’apres
Papplication du Corollaire 1 avec v < §p/4, on conclut qu’il est d’ordre

kEm*ul (4 + &) ﬂ% (r), car

4
‘1+ } < un(4+9) -

s

maX{HH hn(Zi,, Z

Pour I’étude du second terme, il nous faut analyser divers cas. 1l est égale &

Ao —T

n4Z Z 2 ’ {9%1” ZJn'--ijzx)}

a=111,...,i4=0aq J1,.--,ja=1

9

ol pour ui, ..., us € R?, Ginyoonig (U5 ooy Ug) = E[l_[f:1 hon(Xipn, ut)]. En supposant
que les indices j1, jo, j3, j4 satisfont a j; < jo < j3 < j4, on a:

(a) Si max(j2 — j1,j4 — j3) > r, on trouve comme ci-dessus la majoration

’E[gh,..-,u (Zj1’ ) Zj4)} ‘ < 4“% (4 + 50) B%(T) :
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(b) Si max(jo2 — j1,ja — j3) < r et js — jo > r, on considere la décomposition
B[ giv i (Zs s Z30)]| <
< ’E [gil,...,z}; (Zj1, Zjy, Zijs, 2 )} - L [gi1,m,i4 (Zjs ijzj:w Zja‘)} ’
+ ‘E{an (ZjlaZj277j377j4)” :

Pour le premier terme on obtient la méme majoration que dans a). Pour le
deuxieme terme, qui est égal & |E[Gy, jo—j, (Ziy, Ziy ) Gn,ju—js (Zis, Zis)]|, on montre
que:

(b1) Si min(j2 — j1, 44 — j3) > 0, il est majoré par 22(2).

(b2) Si 0= ja —j1 < ja—js (vesp. 0 = ju — js < j2 — j1), il est majoré par
2n(2) wp(2) si iy = io (resp. iz = i4), et par z,(2) v, (2) si i1 # i2 (resp.
is # is).

(bs) Si max(j2 — ji1,ja — j3) = 0, il est majoré par v,(2) si iy # iz et iz # i4,
par vy, (2) u2(4) si i # iz et 13 =iy (ou i; = iy et i3 # 44), par w2(2) si
i1 = iz = i3 = i4, et par 4ﬂ4+60 (Ji3 —ia]) wE(2+ %) + E2[hn(Z0, Zo))? si
11—127513—14.

Les majorations trouvées aux points a) et b), nous permettent de conclure,

d’apres les hypotheéses (iii)—(vii) et le choix de 01 et dy avec d2 < 1 <
min(% 3(1 —299p)), que la somme des termes correspondants est négligeable.

(c) Si max(j2 — j1, j3 — j2, ja — j3) < r, et étant donné que
4
‘E[gil,...,u(zju s Zj4)} ‘ < un(4 + 50) )
on a, pour la somme des termes correspondants, d’apres ’hypothese (iii) et du
choix de 07 et 09 avec d9 < 01 < l(1 — 270), la majoration
3

O(msr ut (4 + 50)> = O30 H302+470-2) — (1)
n

Comme ’ordre imposé aux indices ji, ..., j4 ne restreind pas la généralité de
lanalyse précédente, la condition H3) est donc satisfaite.

Etablissement de la condition H2): 1l résulte de la condition H1) qu’il suffit,
pour établir la condition H2), de montrer que

k
(10) Z a n‘Fa—l,n] - U% + OP(1> :

a=1
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Notons pour « =1, ..., k

E[U2 | Fac1a] = Z > Guji-i)(Z5,Zy)

ii'=aq j,j'=1
ot Gy est défini, pour u,v € RP, par Gp;(u,v) = E[h,(Z;,u) hy(Zoy,v)]. L’appli-
cation du Lemme 1 avec 7 < 2+ §y/2, permet de conclure qu’il suffit de montrer
(10) avec E[U2 ,,|Fa1,n] remplacé par E[U2 ,,|Fa—1n]. En effet

k k
E ZE[Ug,n|Fa—1n Z an|Fa—1,n] <
a=1 a=1
aa—T
S nQ Z Z Z E‘ |: ZZ? Z )hn(Zila Zj’)‘Fa—lyn} - Gn,|i7i/‘(Zj7 Z]’)
a=11i,i'=aq j,j'=1
2,2 =
= O(km?u (4+00) 577 (r)) = o(1) .
Considérons la décomposition
Z Fa 1n] Sln+52n+2s3n ’
avec
m k aq—r
Sln: FZ GnO(Zjvz]) )
a=1 j=1
m k aaq—r
SZTL = F Z Z GnO(Zjazj’) )
a=1j;j'=1
i#3’
et
1 m—1 Ao —T
a=1 i=1 j,j'=1

Chacun des termes Sy, — E[S15], San et S3, converge en probabilité vers zéro,
lorsque n tend vers I'infini. Pour le premier terme ceci se déduit du développement

aq—T Qo —T

E[S1, — ES1,)% = Z Z Z { no(Zj’)}a

a,a’=1 j=1 j'=1
ot pour u € RP on note Gpo(u) = Gno(u,u) — E[Gno(Zo, Zy)]. En effet, I'appli-
cation du Corollaire 2 avec s =t = 2 + /2 nous permet d’écrire

B[Gro(2) GuolZ3)]| < 16675 (5 — ) w22+ ) |
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et donc, d’apres 'hypothese (v) on obtient

E[S1, — ES1,)% = 0(“”2‘(“620)) =o(1) .

n

Lorsqu’il s’agit des termes So,, et Ss3,,, et en utilisant une technique de démons-
tration analogue & celle employée dans I’établissement de la condition H3) leur
convergence en probabilité vers zéro se déduit des développements

aq—r Qq/—T

[SQn = Z Z Z E{ n0 Z]17Z )G (ZJ37Z )}

a,a’=1 Jj1,52=1 j3,j4=1
J1<j2  J3<J4

et

m—1 aq—r Qo —T

[S3n—4ZZZ > (=) (m 1)

a,a’=14,'=1j1,j2=1 j3,j4=1
B [Gni(zjla ij) Gm”(sta ZJ4)} .
La conclusion est maintenant une conséquence 1’hypothese (vii) puisque

Ao —T

Sln = i Z { ZU,Z())]2 = O'g +O(1) . n

\ 3

Nous pouvons maintenant, en conséquence des résultats précédents, établir la
démonstration du Théoreme 1. Nous allons montrer que la variable agn +bH,
converge en loi vers la loi normale de moyenne zéro et de variance a?0? + b%03,
pour tout a,b € R. D’apres les Lemmes 2 et 3 nous savons que

k
aGn+bHp =Y (aTapn +bUsn) +0p(1)

a=1

ou pour a = 1, ..., k, les variables aléatoires Ti, , et Uy, sont définies respective-
ment par (8) et (9) avec k = k(n) = [;;%5], m =m(n) = [n 0] r =r(n) = [n%],

et 41 et dy sont tels que 0 < dy < d; < min(L o, 3(1 — 270)), ol 7o et ;1 sont
donnés respectivement dans les hypotheses (iii) et (vi) du Théoreme 1.

Le théoréeme de limite centrale de Dvoretzky [6] appliqué & la suite doublement

indéxée de variables aTy n, + bUq,pn et de tribus F) a(r+m)+1
nous permettra d’obtenir la normalité asymptotique de la variable a G, + b H,,.

,pour a = 1,2, ..., k,
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Pour cela, nous allons montrer que les conditions suivantes sont satisfaites

R

S1) E|aTuyn +bUan | Fa10] = 0p(1) ,
a=1
k
S2) Zvar{aTan—i—bUan]Fa 1n}—a 01+b202+0p(1),
a=1
et
k
53) > ElaTan+bUsnl* =0(1),
a=1

! Yo . 1
ou nous désignons par F,, la tribu Ff‘(r+m)+

, pour a = 1,2,..., k. Nous utili-
serons alors le Théoréeme 2.2 de Dvoretzky en choisissant une suite de tribus
plus fine que celle engendrée par les sommes partielles (voir la Remarque 3.1
de Dvoretzky) et la condition S3), sur les queues de distribution, impliquant la
condition de Lindeberg conditionnelle imposée par Dvoretzky.

D’apres les conditions G1)-G3) et H1)-H3) établies dans les Lemmes 2 et 3
on déduit que les conditions S1) et S3) sont satisfaites, et que pour établir la
condition S2) il suffit de montrer que la somme des covariances conditionnelles

est négligeable. Ceci se déduit des égalités

k
Z E[Ta,nUa,n ‘ Fa—l,n] = Op(l)
=1

et
k

Z E[Ta,n|Fa71,n] E[Ua,n|Fa71,n] = Op(l) )

a=1

qu’on établit en conséquence des hypotheses (i) et (iii) du Théoreme 1 et de
I’application du Lemme 1 avec v < 1. En effet,

k
E‘ Z E[Ta,nUa,n|Fa—l,n]‘ <

a=1

ba Aoq—T

< A 3 S B[ 2) 020 R

a lijg'=aq j=1

ba Aoq—T

= Z > Z E‘E[hn(Zi,Zj)gn(Zz") ’Fa—l,n} _E[hn(ZiaZj)gn(Zi’)H

a lii'=aq

= O(mnﬁJﬂO ﬂm (7“)) =o0(1) .
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D’autre part, de et facon analogue a ci-dessus

k
E‘ Z E[Ta,n|Fa71,n] E[Ua,n|Fa71,n]‘ S
a=1

ba Aq—T

Z > ZE! [00(Z0) Elbn(Zi, Z3)| Fa-1] | Fac1.]

a 14 =aq

=o(1) .

Ceci permet de conclure la démonstration du Théoreme 1. m

5 — Démonstration des Théorémes 2 et 3

Démonstration du Théoréme 2: On a
L= [ {#@ = Bf@)} w(@)da
1) +2 [ {fu(a@) = Ef@)} {Eful@) = f(@) f(a) do
+ [ {Efu@) - 1@} w@)d

Ainsi
I, — EI, =
= et vr O
1 2
+—gme > {Hn(Xi,Xj) — BH,(X;, X;)
(12) il ajisn
1 1&
3 Z{Hn(Xiin) - EHn(Xiin)}
np i=1
1 1 1
Vnha® nhd/? nhd/?

ou pour u,v € R4

() = %/A{K(xh_n“) —EK<$;XO>}h;2{Efn(x)—f(x)}w(x> dz |

n
et

i o5 (53
: {K<$h_nv) - EK(x ;nX())}w(x) dx .
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Normalité asymptotique de U,: D’apres les hypotheses sur le noyau K et sur
f, un développement de Taylor nous permet d’écrire pour z € A

BB o) = f@) = m® [ K@) = uhn) = f(2)] du

1 aZf

———— (x — uh,t) (1 — .
) 9ui 01, (x — uhpt) (1 —t) dtdu

d
= Z K (u) u; u;
ij=1"/R?

Ainsi, comme K est & support borné et les dérivées partielles d’ordre 2 de f sont
continues et bornées sur A€, on conclut d’aprés le théoréme de la convergence
dominée que pour x € A

d 2
lim h,;2{Efn(:r) - f(x)} = é > /Rd uj uj K (u) du af- ng () =(x) .
ij=1 ¢

n—-+o0o

La normalité asymptotique de U, sera établie a I’aide du Théoreme 1. Comme
w est borné sur A€ ainsi que les dérivées partielles d’ordre 2 de f, nous avons

sup sup |Gn(u)| < oo,
neN ycRd

et donc la condition (i) du Théoréme 1 est satisfaite. De plus, comme w est
continue sur I'intérieur de A et la frontiere de A est de mesure de Lebesgue nulle,
nous avons

lim B[Gn(X;) Gu(X0)] = cov((qw)(X;), (w)(Xp)),  pour j=0,1,2,....
n—-+00

D’apres le Théoreme 1, on déduit alors que U,, converge en loi, lorsque n tend
vers l'infini, vers la loi normale de moyenne zéro et de variance 4v3.

Normalité asymptotique de V,,: Soient pour r > 0 et n€N*, u, (1), v, (1), wy(r)
et z,(r) définis par (7), pour le processus (X;, i €Z), avec h,, = H,. D’apres les
hypotheses sur le processus, le noyau et la fonction de poids, il existe C' > 0 tel
que, pour r > 1 et n € N, on a:

(13)
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On ne montrera que la premiere inégalité. Les autres s’obtiennent avec une te-
chnique analogue. En tenant en compte qu’uniformément par rapport & u, v € R¢,
on a

(14)  Hy(uv) = @AK(T)K(C};U>UJ($) da + O(h2) |

on conclut que pour r > let ¢ >1

; /AK<x ;jﬁ)K(fC ;nXO)w(a:) dx '

ou, K étant borné a support borné, on a

Jore (5 (et
“ L), (T”)K(%“WWT

f(Xi,Xo)(Uv U) dv du

d\r+1 r XuXO

< (Y1 sup |w(@)|" sup sup y) K| (y + 2) dy dz .
z€A €N zyc A€ R4 Rd

B2 Ho(Xi, Xo)ll; < E +0(hyY)

r

E

Nous déduisons alors que p34/2 |Hp (X5, Xo)|lr < C(h,z)l“'%, avec C' > 0.
De méme, si on remplace dans les développements précédents f(x, x,)(v,u) par

f(v)f(u), on trouve pour R34/2 | H, (X0, X0)|» une majoration du méme ordre.
Nous en déduisons alors que

un(r) < C(h%)7 =2, avec C'>0.

D’apres les inégalités (13), les conditions (iii)—(vi) du Théoréme 1 sont alors

satisfaites avec 09 > 0, fixé, v = 82_3(;)0 < % et v1 € ]0,7], ot v est tel que

limsup,, n"h¢ < oo (hypothese Hsz). Il nous reste & déterminer la forme de la
variance asymptotique. On a

el [ (5 (5 ] -

= hiid/]gd /Rd (AK(xll_?lu)K(xh_nv>w(x)dx)Qf(u)f(v)dudv
(L ) B 2) o) (o5 ) ) o+ 2h) o) =
= /Af2(x)w2(:c) dx/]}&fl( » K(u+ z) K(u) du)2d2+0(1) ,
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d’apres le théoréme de la convergence dominée, en tenant en compte la continuité
des fonctions w et f sur 'intérieur de A, et le fait qu’elles sont bornées sur A°€.
Ainsi, d’apres (14):

n—-4o0o

lim  E[H,(Xo, Xo)]> = 12 = /f2 )dx/Rd( RdK(u+z)K(u)du>2dz.

D’apres le Théoreme 1 on déduit que V,, converge en loi, lorsque n tend vers
I'infini, vers la loi normale de moyenne zéro et de variance 2v3.

Normalité asymptotique de I,,— EI,,: Comme le dernier terme de la décomposition
(12) est tel que W), = 0,(1), elle peut donc se reécrire

1 1 1
—— Up + Vo + < > .
N AT CRRA WL

La conclusion découle maintenant des points précédents et du Théoréme 1. n

I, —EI, =

Démonstration du Théoréme 3: D’apres (11) on conclut que
2
Bl ~ [ {Bfu@) - 10)} wla) do =
A
2
= B [ {1@) = Bfu@)} w(a) do

2
d/Q{EH (X0, Xo) + - > EHn(Xi,Xj)} .
nhy 1<j<i<n

En tenant en compte que d’apreés la premiere des inégalités (13), le terme de
covariance %Zléjﬂén EH,(X;, X;) est négligeable (cf. Remarque 1), et que

EH,(Xo, Xo) = Sd/zf/Rd ( - )f(y)dyw(x)dm+0(hg/2)
hd/2/ /fm—uh w(z) de du+ O(hd/?) |
on peut écrire
EI, — nhd/ /fx—uh w(z) de du
+ [ B @) v o )

ce qui permet d’obtenir le développement annoncé pour EI,. Un tel développement
et le Théoreme 2 permettent d’établir la stabilité relative de I,,. m
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6 — Démonstration des Théorémes 4 et 5

Démonstration du Théoréme 4: Soient, pour x € R% et u = (uy,u2) €
R? x R

rn(x,u) = (u2 - ,u(ul)> K<x ;nm)

et

su, ) = (utwr) — (o) K ()

Nous avons

In = n2h2d Zl/ (@, Zi) + 8n (2, X)} {Tn(ﬂ%Zj) +§n(x,Xj)}w(at) da

15+ W%d ; /A{rn(x, Z:) + 5u(@, Xi) } Elsu(e, Xo)] w(x) dz

nh2d /A E?[s,(x, Xo)] w(z) dz

ou Sp(x,u1) = sp(z,u1) — Elsy(x, Xo)] et Z; = (X;,Y;), @ € Z. L’écart centré
Jn — EJ, peut étre donc décomposé dans la somme de U-statistiques dégénérées
d’ordre 1 et 2. En négligeant les termes d’ordre supérieur, on déduit

1
Jp — By =
T Vaha? f Z
1 2 . . 1
(16) > {Hn<zi,zj>—EHn<Zi,Zj>}+op(d/g)
nhn'~ ™ 1<j<i<n nhy,

1 . 1, 1
\/_h_ Un hd/2v p(nhz/2> )

ot pour u = (u1,uz), v = (v1,v9) € R x R

G (u) = ﬁ /A v, ) B Elsn(z, Xo)] w(z) da
— s = ) [ 8 (T2 B[ (1) — 1) fulo)] wle)
et

H (u,v) = hgﬁ/ [ ol ) e, 0) w(a) do

- h;m (w2 = ) (v2 = o) [ B (P ) K (S Yoo
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Normalité asymptotique de U;;: D’apres les hypotheses sur le noyau K, sur f
et u, nous avons pour r € A

) d ou
B[l (e) — no) ula)] = 3 [ Ky 520

ij=1

Laf

1 anu
+ f(z—hyu) /O 5o br

Le théoreme de la convergence dominée permet d’écrire que pour = € A

lim _hy? B () — () ful)| =

n—-4o0o

(x—hput) (1-1t) dt} du.

d 2
_ % 3 /Rd wi g K (u) du{az ng (w) f(x) + 2(2; (2) %(x)} — () .

ij=1

De plus comme les dérivées partielles d’ordre 1 de f et d’ordre 1 et 2 de p sont
continues et bornées sur A€, w est continue sur 'intérieur de A, et la frontiere de
A est de mesure de Lebesgue nulle, nous avons

sup E|G4(Zo)|* < o0,
neN

et pour j =0,1,2,...,

lim B|G3(2) Gy(Zo)| = cov({¥;—n(X;)}(0w) (X;), {Yo—pu(Xo)}(éw)(Xo)) -

n—-4o00

D’apres le Théoreme 1, on déduit que U,; converge en loi, lorsque n tend vers
I'infini, vers la loi normale de moyenne zéro et de variance 4n3.

Normalité asymptotique de V,*: Soient uy (), vn(7), wn(r) et z,(r) les quantités
définies pour r > 0 et n € N*, par (7) avec h,, = H,:. De la méme fagon que dans

la démonstration du Théoréme 2, et en tenant en compte que E|Yp|® < oo, il
existeC>Otelquepourer—ﬁetnEN*,ona:

et
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Les conditions (iii)—(vi) du Théoreme 1 sont alors satisfaites avec dy € ]0, %[,

Yo = %4— % - ﬁ, 7 €10, é—ig’y], ol v est tel que lim sup,, n'yhz < 00. Précisons
maintenant la forme de la variance asymptotique. On a

E[H}(Zo, Zo))* =

_ hi%d El(YO — 1(X0)) (Yo — p(Xo)) /AK(a? ;LnX())K(UU ;LTZX0>w(:C) dx‘|2

— h%d/Rd /RdaQ(u)aQ(v)l/AK(x};u)K<xh_nv>w(:n)d:vrf(U)f(v)dudv
= [ [N @) (@2 0))

[ [ K@ K+ @ 10 0+ (s y) ha)dy] dudo

Par hypothese les fonctions o f et w sont continues sur I'intérieur de A et bornées
sur A€, ce qui permet de conclure, d’apres le théoreme de la convergence dominée
que

lim E[H(Zy, Zo))> =3 =
n—-—+o0o

_ /A o (2) f2(2) 2 (x) do /

2
Rd( RdK(u—Fz)K(u)du) dz .
On déduit d’apres le Théoreme 1 que VF converge en loi, lorsque n tend vers
I'infini, vers la loi normale de moyenne zéro et de variance 2n3.

Normalité asymptotique de J, — F'J,,: Le résultat annoncé découle maintenant
des points précédents, de 1’égalité (16) et du Théoreme 1. m

Démonstration du Théoréme 5: D’apres (15) et en tenant en compte
que les termes de covariance qui interviennent dans E.J,, sont négligeables par
. /2 .
rapport a 1/nhy'“, on obtient

1
~ nh2d

o /AE (5 (2, Xo)] w(z) dx—i—o(nhzm) .

EJ, /A {Blrae, Z0) + Elsa(x, Xo) } w(z) da

—
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Ainsi, d’apres les définitions de r,(z, Zy) et s,(x, Xo), on a

1

= — 2U O'2LE—U r—Uu w\T)dr au
B = i [ K2 [ 02— uha) f(o —uhn) (o) ded

L / K?(u) /A(M(x — uhy) — ,u(a:))2 f(x — uhy) w(x) de du

nhz R4

n-1 /AE2 [(un(w) — () fn(:v)] w(z) dz + 0(%%/2) ’

+

n

ce qui permet d’obtenir le dévéloppement annoncé pour E.J,. Finalement, la
stabilité relative de J, découle de ce dévéloppement et du Théoreme 4. u
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