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EXACT CONTROLLABILITY OF THE LINEAR ELASTICITY SYSTEM
WITH EVOLUTIVE VENTCEL’S CONDITIONS

Abstract: In this work, we examine the exact controllability of the solution of a
linear elasticity system, with evolutive Ventcel’s conditions [3] in a bounded domain of
R3. We use the Hilbert uniqueness methode, (H.U.M), of J.L. Lions [8]; some multipliers
are defined on the boundary; the curvature tensor (see [5]), appears when computing
some boundary integrals. This work can be inserted in the framework of the study of
the exact controllability and stabilisation of various problems with Ventcel’s conditions
[3,4].

Résumé: On considere le probleme de la controlabilité exacte de la solution du
systeéme linéaire de ’élasticité, avec des conditions de Ventcel évolutives, (cf. [3]), dans
un domaine borné de R3. L’obtention d’une relation, en vue de la mise en oeuvre de la
méthode d’unicité Hilbertienne, (H.U.M.), de J.L. Lions [8] a donné lieu & 1'utilisation
de multiplicateurs définis sur le bord du domaine; le tenseur de courbure de la frontiere,
(cf. [5]), apparait lors du calcul de certaines intégrales de bord. Ce travail entre dans le
cadre de I’étude de la contrélabilité exacte et de la stabilisation de divers problemes de
Ventcel, (cf. [3,4]).
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1 — Introduction

Dans ce travail on étudie la controlabilité exacte de la solution du systeme
linéaire de 1’élasticité, avec des conditions de Ventcel évolutives. Les problemes
de Ventcel sont caractérisés par la présence d’opérateurs différentiels tangentiels
de méme ordre que 'opérateur principal.

Soit Q un ouvert borné de R? de frontiere I' de classe C® (pour donner un
sens au tenseur de courbure cf. [5]). On note v la normale unitaire sortante.
Soit u = (u1, ug,u3) un champ vectoriel régulier défini dans €2; on pose €;;(u) =
$(95ui+0iu;) et o(u) = 2 pe(u)+A(div(u)) i, (A et psont les coefficents de Lamé
et i3 est application identité de R3). Soit m € T'; on désigne par T, (T') le plan
tangent en m & ', w(m) la projection orthogonale sur T}, (T). Soit v € C1(Q, R3);
on pose: v(m) = vp(m) + v,(m).v(m) ot vp(m) = w(m)v(m). On note Jy, et
0, les dérivations tangentielle et normale, (0,,v) 'opérateur de courbure sur I et
T O vy T la dérivée covariante du champ vy. On a alors sur I, (cf. [1,6,11)):

(1.1) e(v) = er(v) +rveg(v) +es(v) v+ e, (v)vo
avec
1.2) 2ep(Vv) = OV T+ T OV T + 20, O
1.2

2es5(v) = Ouvr + Onvy — (Omv) v,  €,(v) =y, ,
et
(1.3) o(v) = or(v)+vos(v)+os(v)v+o,(v)vo
avec

or(v) = 2pep(v) + )\(tr(eT(v)) + el,(v)> i2 ,
(1.4) o5(v) = 2pes(v) ,
7 (v) = 2pe(v) + Atrer(v) + a(v)) |
ou la barre désigne le transposé d’un vecteur, d’'un endomorphisme, etc., 7o est

I'identité du plan tangent et “tr” symbolise la trace. D’apres (1.3) on a: o(u).v =
os(u) + o, (u) v. On pose:

o1 (V) = 2peR(V) + N tr(eh(v)) ia
avec A= (2Ap) A +2u)7t et (V) =ep(v).

Soit 77 un champ régulier d’endomorphismes du plan tangent a I'; la diver-
gence tangentielle de 77 est le champ de formes linéaires sur le plan tangent noté
divy 7p défini par:

/ divy 7pop dI' = —/(TT cwOpupm) dl',  Youp € D(I,T(T))
I I
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ou (17 : mOpurm) = tr(rr.mOnurm) et D(I,T(I')) désigne 'espace des champs
tangents a I' dont les composantes dans une base {a1,a2} de T),,(I") sont dans
D).

On considere le systeme:

u’ —divo(u) =f dans Qr = Q x (0,7),

)+ og(u) — divyod(u) =gr sur L7 =T x (0,7),
(1.5) ull +o,(0) + o%(u) : Oy =g, sur X,

u(0) =uf, v'(0)=ul dans €,

wp() =ud, (up)(©)=uw}  sur T

ot (' =09), divo(u) est le champ vectoriel de composantes o4 ;(u), i = 1,2,3,
divy U%(u) est la divergence tangentielle du champ d’endomorphismes du plan
tangent o-(u) et (o(u) : Omv) = tr(o(u).0mv).

Les conditions au bord dans (1.5) sont les conditions de Ventcel évolutives;
elles sont obtenues par passage a la limite dans un probleme de transmission
posé dans I'ouvert formé de la jonction de I'ouvert 2 et d’'une coque mince ¢
d’épaisseur € posée sur son bord, infiniment rigide et infiniment dense, lorsque
I’épaisseur € de la coque tend vers 0; elles modélisent ’effet asymptotique du
raidisseur 2 (cf. [7] pour l'obtention de diverses conditions de Ventcel station-
naires).

On pose: g(m) = gr(m) + g,(m)v(m) et on prend f = 0 dans (1.5); il s’agit
de trouver, pour des conditions initiales et un temps 1T convenables , un contréle
g tel que la solution u vérifie: u(7T) = u/(T) = 0.

On considere les espaces:

e L%, T(I)), (resp. H'(I', T(T"))), 'espace des champs tangents vy dont les
composantes dans une base du plan tangent sont dans L?(T'), (resp. H!(T)).

. H = L2(Q) x L3I, T(T)) x L*(T)
muni de la norme produit.

. V = {veH'(Q): vpyr € H'(T,T(I))}
muni de la norme:

1
Ivllv = (VI @y + vl erey)
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On verra a la Proposition 2.4 que cette norme est équivalente a la norme
|| - || définie par:

v] = (/QU(V):e(V) dr + /F(U%(v):eOT(v)—FWF) dr>2.

. V= {(V17V2)3 vi €V, vy =V1\r}

muni de la norme:

[(vi,va)lly = [[villv -

On considere sur H 'opérateur non borné:
—divo(.) 0
A= os() —divrod()
ov(:)  op(): Omr

de domaine D(A) ={U € V: AU € H}. La norme de D(A) est définie par:

Hmmmmm:@m%ﬂwmwm@m

S
+ Has(ul) —divr Ug(m)‘ L2(D,T(T")
1
2

+|

o, (1) 4+ 0% (u2) : Oy .
On montre le résultat d’existence et d’unicité suivant:

Théoréme 1.1.

() Sifel'(0,T;L2Q), g € LN0, T LA(T)), (uf,ul) € V et (ul,u}) € M
alors le probléme (1.5) admet une solution (faible) unique u telle que:

(u,upp) € CO[0,T);V) N CH([0,T]; H)
et il existe une constante positive C1 ne dépendant que de €2 telle que:

1(w, wip) [l o 0,70y + 10 up) o 0,0m) <

< Cl(||fHL1(o,T;L2(Q)) + [lgll 10,72y + [(u}, ud)|ly + ”(u%uué)H'H) .
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(i) Si feL'(0,T;V), g=1fir, (u,u)) € D(A) et (uj,u3) €V alors la
solution u du probleme (1.5) est telle que:

(w,ur) € C°([0,T); D(A)) N C'([0,T}; V)
et il existe une constante positive Cy ne dépendant que de 2 telle que:

[1(w, wip)ll o 0,7 Dy + 10 0fp) [ Lo 0,700y <

< C(lfllr o + 1003, 09 ooy + (b, ud)ly) -

De plus on a (u,up,o(u).v) € CO([0, T);Hz (Q) x HX(T, T(T)) x L(T))

et il existe une constante positive Cs ne dépendant que de §2 telle que:

HUHLOO(QT;Hg(Q))‘*‘ HUTHLoo(o,T;H2(F,T(F)) + ”U(u)-l/)HLoo(o,T;JLZ(F,T(F)) <

< C(Ifllr o + 1003, 09) oy + (b, ub)lv) -

On considere maintenant le probleme:

—divo(e1) = fi dans Qr,
Py +0os(p1) _m:fQT sur Y,
(1.6) @b, + ou(p1) + U:OF(SO2) : OV = fo,  sur X,
01(0) = ¢f,  ¢1(0) = 1 dans 9,
p2(0) = 8, 5(0) = 3 sur T,

et on suppose que ¢° = (4,0(1), 4,08) eVet pl= ((p%, cp%) € H. Soit o = Yor—+pa, v
L’énergie de la solution ¢ = (¢1, ¢2) est définie par:

.t 2/ o(p1) : elpr) + ¢ [?) da

(1.7)
+ 5 [(o4e2)  lgn) + 4P) ar
On pose f = (f1, f2) avec fo = for+ fo, v; si f = 0 on dira que le probleme (1.6)
est homogene; I’énergie est alors une constante qui sera notée Ej.

Soit xo € R3; on pose: q(x) =x —Xo et R(xg) = Max{|x — x¢|; x € Q}; on
note par Vr le gradient tangentiel et par A le laplacien tangentiel.
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On désigne par | - | la norme de L2(Q) et par | - |r celle de L%(T). On a le
résultat d’unicité suivant:

Théoréme 1.2. Soient ¢° = (¢9,49) € D(A) et o' = (p},3) € V. 1I
existe trois constantes positives d, v et ca, qui ne dépendent que de € telles que si
Ty = 2 R(x0) (V3+/7) alors I'énergie Ey de la solution ¢ = (i1, p2) du probléme
homogene (1.6) vérifie I'estimation:

- 4+
R(XO) ﬁ ’()01’9 2R(X0) \/g ‘90

= ¢ </z (|¢2|2 +1al* + 0 (p2) : € (p2) + [Vron[* + |0'(901).1/|2> dZ) :
T

(T'—To) Eo + R <

(1.8)

L’estimation (1.8) permet une mise en oeuvre de la méthode d’unicité Hilber-
tienne, (H.U.M.), de J.L. Lions ([8]), qui conduit au résultat de controlabilité
exacte suivant:

Théoréme 1.3. On suppose I' de classe C3; il existe un temps Ty > 0, un
espace de Hilbert F et un isomorphisme A: F — F' qui vérifient:

(i) Pour tout (p',—p") € F' il existe un controle g = gr + g, v tel que la
solution u du probléme (1.5) avec f = 0, T > Ty et les conditions initiales
(w,0p)(0) = p0, (w, ) (0) = p! vérifie: u(T) = w/(T) =0,

(ii) Onm pose (9%, ') = A~1(p', —p°) et on note ¢ = (¢1,¢2), (w2 = P1j5;)
la solution du probléme homogéne (1.6) correspondant; alors le contréle
g est donné par:

gr = divr ol (p1) — o11 + 0Py
(1.9) { 7(¢1) 017

gy = _0—9“«01) : OV — Y1y + at@{[,/ + AT‘Plu .

Dans ce travail on adopte le plan suivant: Au paragraphe 2 on donne quelques
notations et quelques résultats préliminaires de géométrie intrinseque pour les
surfaces. Le paragraphe 3 est consacré a la démonstration du Théoreme 1.1.
Au pragraphe 4 on établit une identié qui permet de montrer le Théoréeme 1.2.
Au paragraphe 5 on démontre le Théréme 1.3. On donne en annexe les calculs
d’un terme qui intervient dans ’établissement de l'identité (4.1).
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2 — Notations et résultats préliminaires

On reprend les définitions et les notations données en introduction. La con-
vention de l'indice répété est adoptée:

tr(7) =T+ T+ =Ty, VW=vw;, o(V):e(v)=o04(V)e; (V).

Comme T est de classe C?, pour tout point m de I' on peut trouver un C2-dif-
féomorphisme y d’un ouvert I' de R? sur un voisinage ouvert de m dans I'. Les
vecteurs a, = dx /0% (x 1 (m)), a € {1,2} engendrent le plan T,,(T") tangent en
m a . On note par T(I") le fibré tangent, (cf. [1,6,11]). Soit G le tenseur métrique
associé & x de composantes: gos = as.ag, V(a, 3) € {1,2}? et (¢*%)1<a <2 le
tenseur inverse. La base duale de {a,}a=12 est définie par: a®(m).ag(m) = 05
(symbole de Kreonecker).

A un vecteur v = v®a, on associe, par le produit scalaire de R?, la forme

linéaire: Vv = v, a® avec vq = gag vP; comme O, vy = %‘g a®, on obtient:

T OV m™ = (vﬂa + ng v*)aga®

ol Fg\éﬁ est le symbole de Cristoffel défini par: E())\‘B =atma,g (a=0/0¢%).
A un champ scalaire régulier v défini sur 2 on associe le champ de formes
linéaires défini par:

(Omv)(m) = v.a(m)a®(m) .

Le vecteur transposé de la forme (0,v)(m) est le gradient tangentiel noté

(Vrv)(m). Au champ normal v(m) on associe le champ d’endomorphismes du

plan tangent 0,,v défini par: O,V = v, a®.

2.1. Déformations et contraintes

Soit v: € — R3? un champ assez régulier; on désigne par Vv son gradient; on
asur I' (cf. [1,6,11]):

Vv = 7 (0pvr) © + 0y (Omv) + (O,vy) U

(2.1) + v((Omvs) = (D) + (D0,) 7) -

Les relations (1.1)—(1.4) sont une conséquence directe de (2.1).
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Remarque 2.1. Soit v € H*(Q); des formules (1.1)—(1.4) on obtient:
e(v) 1 e(v) = er(v) rer(v) + 2]es(V)|? + |en (V)

o(v) 1 e(v) = 2p(er(v) s er(v) + ey (v)[*) + 4 pufes(v)[?
+ A(ir(er(v) + @ (v)) o

On aura & considérer les espaces:
Ls(T),(T')) est l'espace des endomorphismes symétriques de T, (T).

Ls(T(T)) est l'espace des opérateurs symétriques de T'(T');
un champ 7: I' — T'(T") appartient a Ls(T'(I")) si 7(m) appartient & Lg(T(I"))
pour tout m € T'.

Remarque 2.2. (9,,v)(m) est un élément de Lg(7,,(I")); ses valeurs propres

sont les courbures principales de I' en m. o

2.2. Quelques espaces fonctionnels

Soit vy : I' — T'(I"), vp(m) = v*(m)as(m) un champ tangent; On munit
1
L?(T,T(T)) de la norme: ||vrllr2r ) = (Jp [vr|? dl)2 qui est équivalente & la
1
3

norme: vy — (Hvl||%2(r) + ||v2||%2(r)) . On munit HY(T, T(T")) de la norme:

N|=

(2.2) Ivellg e ey = (HUIH%ﬂ(r) + HUZH?{l(F))

D=

Un champ 77: T' — Lg(T(T)) appartient a L?(T', Ls(T(T))) si (rr : 7r)
I' — R* appartient & L?(T'); on pose:

1
HTTHL2(F,£S(T(F))) = |[(7r : 71)2 HL2(F) .

Remarque 2.3. Si vy € HY(I',T(I")), alors: er(vr) € L*(T, Ls(T(T))). o

Proposition 2.1. L’expression || - H}{l(r 7(ry) définie par:

1
2
Vel ey = (/F(\VTF +ep(vr) : Egr(VT)) dF)

est une norme sur H'(T', T(T")) équivalente a la norme définie en (2.2).
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Preuve: Il suffit de prouver 'existence d’une constante C > 0 telle que:
Iverlla e rmy < Clvellinerey,  Yvr € H(T.T()) .
S’il n’en était pas ainsi, il existerait une suite {v&} c HY(I',T(T)) vérifiant:
IVl ey =1, VkeEN,
vk -0 dans L3I, T(D)),
er(vh) =0 dans L*(T,Lg(T(I))) .
k k1

On pose: v = vj ag + v:’?Q as; les expressions de 7w 0, vy m et du conjugué
d’un vecteur données au début de ce paragraphe montrent que:

P~ e — k
TORVT T = (U’)\’u —+ FKT Ulcr) g)\a 9B Aa aﬂ ,
d’ou:
(5 + " gguv¥) — 0 dans L*(T) .
En prenant o = 3, on obtient: vﬁl + v’k22 — 0 dans L*(T"). On a:
k
gom(v,%a + g)\a 98u U,)\M) = Yan U’%a + 98u U’]%“ — 0 dans L2(F) .

En prenant (8,n) = (1,1), (8,n) = (2,2) et (8,n7) = (1,2) on obtient les
limites suivantes dans L?(T): (gllvﬁl + gglvﬁ2) — 0, (922 vf‘f + ngvgl) — 0,
(gnvgl + goa 1)”“12 — 0. Posons: wf} = Qvl} = wkla; + w2 a,. De V% — 0 dans
LT, T(I")) et des limites précédentes on déduit que les suites (wk!), (wk?), (wf“ll),
(W), (wf’f + wgl) tendent vers 0 dans L?(T"). L’inégalité de Korn dans I'ouvert
I’ montre alors que (w*',w*?) — 0 dans HY(I') x HY(T). D’on (vF1,v%2) — 0
dans HY(T') x HY(T") ce qui contredit la définition de la suite {v&}. u

Proposition 2.2. L’application: vy — vy — divy o$.(vr) est un isomor-
phisme de H*(T',T(T")) sur H*~2(I', T(T")) pour tout réél s > 1.

Preuve: La forme bilinéaire:
B: (vp,wrp) — /F(VT.WT + o3 (vr) : eOT(WT)) ar

est continue et coercive sur H*(T', T(T")) = (H}(T', T(T'))) d’apres la Proposition
2.1; alors pour tout f € H-Y(T,T(I")) il existe vy € H(I', T(T)) unique tel que:
B(vr,wr) = (f,wr), Vwr € H'(, T(T)), avec:

Coll fllz-1@ ey < Ivellar ey < Cullflla-1 o)
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ce qui prouve que 'application vy — vp — divyp a%(vT) est un isomorphisme de
HY T, T(T)) sur H-YT',T(I')). L'opérateur vy — divy o (vy) étant elliptique,
cette application est aussi un isomorphisme de H?(I',T(T")) sur L?(T,T(I)).
Comme HY(T,T(T)) = HY(T,T(T)) on déduit par interpolation que cette ap-
plication est un isomorphisme de H?~%(I', T(T")) sur H—*(I', T(T")) pour tout réel
s compris entre 0 et 1 (cf. [9]). On termine par interpolation grace a ellipticité
de lopérateur vy — divy o (vr). m

2.3. Densité et régularité
Lemme 2.1. Soit H(div o) espace défini par:
H(divo) = {v € LX(Q): divo(v) € L)}

muni de la norme:

N

loll ey = (0120 + 1| div o) 22
On peut définir une application continue

H(divo) - H™2(T) x H2(I), v — (uyr, (0(v).)r) -

Preuve: Soient w € H%(F) et w € H?(Q) (un relevement continu) vérifiant
Wy = w et (o(w).v);r = 0. Pour v € H(divo) on pose:

(Mv,w) = /Q(u? dive(v) — v div O'(QIJ)) dx .

On montre que le terme de droite ne dépend pas du relevement w; il suffit pour
cela de prouver que ce terme est nul si @ est un élément de H3().

Ce terme est nul si @ est un élément de D(Q,R3) et par densité il sera nul
pour tout élément de HZ(2). On a:

(GFrosw)l < C llwllyg g, oo -

~1v est donc un élément de H_%(F) et on a H’ﬁvHH%(r) < C vl miv o)

~1 est donc continue de H(div o) dans H_%(F) et si v est réguliere on a yiv =

(o(v).v)r
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Soient w € H2 (T) et @ € H?(Q) (un relevement continu) vérifiant @;p = 0 et
(o(w).v)r = w. Pour v € H(divo) on pose:

(v, w) = / (v divo(w) — w div O’(’U)) dzx .
Q
On vérifie, comme précédemment, que g est bien définie et on a:

[(vov, w)| < Clw]

~ov est donc un élément de H_%(F) et on a: ||7011||H_% < Clvll a(dive)-

(1)
~o est donc continue de H (div o) dans H-2 (') et si v est réguliere on a yov = v|r.m

Remarque 2.4. Pour tout élément w € H?(Q) et tout élément v € H(div o)
on a:

(v,o(w).v) 1 1 —<U(U)-va>H*%(r),H%(r) -

= /Q<v divo(w) — w div U(v)) dz .o

Lemme 2.2. Soit H!(dive) = {v € H'(Q): divo(v) € L%(Q)} muni de Ia

norme: N

2

ol aiv oy = (0l ) + 1 div o @) 22(q )
D(Q,R3) est dense dans H!(div o).

Preuve: Soit v € H'(divo), et f = v — dive(v) € L?(Q); on consideére
{fi} € D(Q,R3) telle que: fr — f dans L2(Q) et {gx} C D(T,R3?) telle que:
1
gk — vr dans H? (T', R3). Soit v* la solution du probleme:

k

v —divo(vF) = fr,  dans Q,
Up = Gk sur I'.

On a: {v*} € D(Q,R?), v* — v dans H(Q) et divo(v¥) — dive(v) dans L2(Q)
donc v* — v dans H'(divo). u

Corolaire 2.1. L’application:
£: D(Q,R3) — H2(I)
v—o)v = og(v)+o,(v)v

se prolonge de facon unique en une application continue: H'(div o) «— H_%(F).
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Preuve: L est définie sur D (2, R?) par:
(Lu,v) = / (div o(u).o+o(u): 6(17)) dx
Q

oll v — ¥ est un relevement continu de H%(F) dans H'(Q); il existe alors une
constante positive C' telle que:

[(Lu,0)| < O(llull @) + 1| divo (@l ay) [0l o -

On applique ensuite le Lemme 2.2. n
Proposition 2.3. L’expression ||| - |||y définie par:

(2:3) WW=<AWﬂwM+Mﬂm+Aﬁwy&waf

est une norme sur V équivalente a || - ||y définie par:

=

vl = (I ) + Vel ey )

Preuve: On montre qu’il existe C' > 0 tel que:
Ivllv <Cll[vlllv, VveV.
Dans le cas contraire on aurait une suite {vF} C V qui vérifie:
IVl ) + VPl e ray =1 et [IVFlv — 0.
De l'inégalité de Korn il vient: v¥ — 0 dans H'(Q2). Alors v& — 0 dans
L*(T,T(T)) et v¥ — 0dans L*(T) ce qui joint &: [p 0% (V) : €%(v¥) dT' — 0 donne:

% (vh) — 0 dans L?(T, Lg(T(T"))). La Proposition 2.1 montre que: v& — 0 dans
HY (T, T(T)) ce qui avec vF — 0 dans H'(£2) donne une contradiction.

Proposition 2.4. L’expression || - || définie par:

20 ¥ = </Q olv) e(v)de + /F(U%(V) Lep(v) + |v|2) dF)%

est une norme sur V équivalente & la norme || - ||y définie a la Proposition 2.3.
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Preuve: On sait de [8] qu'il existe 0 > 0 tel que:

/Q|Vv|2da: < 5(/90(v):e(v)dﬂs +/F|v|2dr), Vv e HY(Q) .

Ce qui montre que || - || est bien une norme sur V; pour montrer qu’elle est
équivalente & || - ||y on suppose le contraire; nous aurons une suite {v¥} C V qui
vérifie:

V¥l ) + IVl ey = 1
V¥l —o0.

Alors Vfr — 0 dans L%(T") et €3(vA) — 0 dans L(T", Ls(T(T"))). La Proposition

2.1 montre alors que: vk — 0 dans HY(I',T(T)). Comme linjection de H?(Q)

dans L2(€2) est compacte on obtient: v¥ — 0 dans L2(Q) (il s’agit en fait d’une

sous suite). L’inégalité de Korn montre alors que: v¥ — 0 dans H'(Q) ce qui
joint & vk — 0 dans H(T', (T(T'))) donne une contradiction. u

Proposition 2.5. On donne ur € H%(F,T(I’)) et w, € H%(F) Il existe
v € H3(Q) vérifiant: vy = ur, 0,(v) = w, sur I' et il existe une constante
positive C' ne dépendant que de § telle que:

[Vllg2@) < C (HUTHHg(F,T(F)) + HwaH%(F)) .

Preuve: Soit wy la solution du probleme:

{Wl —dive(w;) =0 dans 2,

wir=up, wiy, =0 sur I'.

Alors wi € H(2) et ||w1l|g2qps) < C HuTHH%(RT(F)).

On a: o(w).v =0g5(w) + 0,(w) v; soit wa la solution du probleme:

{wz —divo(wg) =0 dans €2,

o(wy).v = (w,, - O'V(Wl)) v sur I'.
Alors wy € H?(Q) et

[Wallm20) < Clw, — J”(Wl)HH%(r) .
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Pour 7 positif assez petit on pose:
0" = {M:OM:Om-i-:cyl/(m), mel, —n<ux, <0} .

Soit x € C*([—n,0]) telle que: x =1 au voisinage de zéro et y =0 au voisinage
de —1. Si wor = w$a, on considére w un relevement continu de w§ dans H2()
puis on pose: wsp(m,x,) = X(:U,,)ﬂ)é‘(m, xy)a, et wiz = wgp dans Q7 et zéro
ailleurs. Alors ws € H2(Q) et

[wsllm2) < Cllwallm@) < Cllwy —UV(WI)HH%(F) ~
Soit wy, un élément de H?(Q2) tel que:

wiyr =0;  (Ovwa)ir = A (2p+A)"" tr(7 Omwsr T)p

lwav |20y < Cllte(m Omwsr)l g 1) -

On pose: wy(m,z,) = x(xy) way(m,z,)v(m) pour —n < x, < 0 et wg = 0
ailleurs. Alors: [|[wyllp2() < C'[lw, — U”(Wl)HH%(F)'
On termine la démonstration en prenant: v = wi + wgo — W3 + Wy4. 1

Proposition 2.6. Soit u € V avec divo(u) € L2(Q2), ur € H%(F,T(F)) et
1
o,(u) € H2(T). Alors: u € H%(Q) et il existe une constante positive C telle que:

lallszie) < € (= divo(lle + el o+ los @Iy ) -

Preuve: D’aprés la Proposition 2.5 il existe v € H2(f2) tel que vy = ur,
oy(v) =o,(u) et

[Vilm2) < C(HUT”H%(F,T(F)) + Ho,,(u)||H%(F)) .
On pose: u = (u—v)+vetw=u—v;ona wr =0, o,(w)p =0 et
divo(w) € L2(Q); alors: w € H2(Q), et ||WHH2(Q) < C|lw — diVO’(W)HLQ(Q) (cf.
[10]), ce qui donne:

N

[ullmz) < [Ivllm@) + [Wla@)

C (Jln = divo(w)|L2(@) + [[ur|

IN

H3 (1,7(T)
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Proposition 2.7. Soit
z = {u € V: divo(u) € L(Q), os(u) — divyol(u) € H? (T, T(I)),
o () + o(n):0,v € Hé(F)} ;

onaZ CH*Q),ur € Hg(F,T(F)) Vu € Z, et il existe une constante positive
C ne dépendant que de () telle que:

[allg2(o) + HuT”H%(F,T(F)) =

< C Has(u) - WHH%(F,T(F))

+C (Hu —divo(u)

0 .
oy o)+ o) am”HH%(r)> . VueZz.

Preuve: Soit u € Z; d’apres le Corollaire 2.1 on a og(u) € Hfé(F,T(F));
de o%(u) = o (ur) + 2 puy v + Nuy tr(dp,v) is il vient alors divy o (ur) €
H~2(T, T(T)) et donc up € Hz(T',T(T)) d’aprés la Proposition 2.2; on obtient
oy(u) € H%(F) et donc u € H?(Q) d’apres la Proposition 2.6 et il existe une
constante positive C' ne dépendant que de €2 telle que:

ey < € (Jha = divota)luz + 0l g, + o @l ) -

On montre qu’il existe une constante positive C telle que:

[ullg2) < € HUS(“) - m(u)HH%(r ()

+ C<Hu - divo(u)H

0 .
L2@) O'V(U)‘I—O'T(U).amI/HH%(F)), VueZ.

Si cela n’était pas vrai il existerait une suite {u*} C Z telle que:
HukHHQ(Q) =1, uf- W — 0 dans L%(Q),

(2.5) os(u¥) — divy o0 (uF) — 0 dans H2(T,T(T)),
o, (uF) + o (u¥) : 0y — 0 dans H%(F) .
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En posant: f¥ = u* — divo(ub), gh = og(u¥) — divy o (uk), gF = o, (u¥) +
o (ub) : Opv et gF =gk + gFv on obtient:

(uk,v)LQ(Q) —|—/Qa(u v)dx +/O’T e (v)dl =

(2.6)
= /fkvda: +/gkvdI‘, Vvev,
Q r

{u*} étant bornée dans H?(2) on a: u® — u € H2(Q) dans H?~*(0) fort, avec
0 < s < 3. On peut alors passer & la limite dans (2.6); on obtient:

(2.7) (0, V)20 +/ dx+/aT v)dll = 0, VveV.

En prenant v = u dans (2.7) on obtient u = 0; il vient alors de (2.5) div o(u*) — 0
dans L2(Q2). De u* — 0 et divo(u*) — 0 dans L2(Q2) le Corollaire 2.1 donne:
o(uf).v = og(u*) + o,(u¥)v — 0 dans H_%(F); de (2.5) on obtient alors
divy o%.(uF) — 0 dans H~3 (T, T(T)). Comme uf, — 0 dans H2*(I'), (0<s<1),
et 0d(uk) = o (uh)+o%(uk v) = o2 (uh)+2 pu, O+ N u, tr(0,v) iz on obtient
divy o9.(uk) — 0 dans H~2(T', T(T")) d’ott uk, — 0 dans H? (T, T(T)) d’aprés la
Proposition 2.2.

De la derniere limite de (2.5) on obtient alors ¢, (u*) — 0 dans H%(I‘) La
Proposition 2.6 montre que u® — 0 dans H?(Q) ce qui contredit la premicre égalité
de (2.5).

Soit u € Z; on a dyu € H2(T); de (1.1)—(1.4) il vient og(u) € Hz (T, T(T))
d’ou divy o (u) € H? (T, T(T)).

Comme o3 (u) = 0% (ur) + 0% (u, v) = 0% (ur) +2 p(uy ) + A, tr(9pv) iz
alors divy 0% (ur) € H? (I, T(T")); la Proposition 2.2 montre que ur € o3 (T, T())
et il existe une constante positive C' ne dépendant que de 2 telle que:
< C HUT — diVT U%(UT)H

[z s

H3 (1,7(T) H2 (1)

On a:

HdivT U%(UT)HH%(F,T(F)) =

< [dive o (w) — o ()| + |[divr o 0]

+ llos(u)

H3 (1,7(T) H2(D,T(T)

I 1 <
H2(I,T(I'))
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C HuHHz(Q) + ||divy O‘%(u) — Gs(u) 1
H2 (I, T(T))

IN

IN

C (Hag(u) — divy U%(u)HH%(RT(F)) + Hu —divo(w)] ,

o, (1) + o3 (u) : 8m1/HH%(F)) .m

+|

Remarque 2.5. On a: V = D(A%) et D(A %) ={U eV: AU € V}; Si
3
(u1,uz) € D(A2) alors:
e Les Propositions 2.2 et 2.6 montrent que u; € H?((2) et il existe une cons-
tante positive C' qui ne dépend que de 2 telle que:

1

. 2 2
il < C’(Hul—dlva(ul)H +|| 1T||H2(FT(F) +joy ()| %(F)>

e La Proposition 2.7 montre que u; € H2(Q), uar € Hg(I‘, T(T')) et il existe
une constante positive C' qui ne dépend que de {2 telle que:

s llsz o) + lluarll 5

T(T))

< C HUS(UI) - WHH%(F,T(F))

+ ‘ oy(uy) + U%(HQ) ml/HH2 F))

+ C <Hu1 —divo(uy) L@

Proposition 2.8. L’injection:
D(A?) < H*(Q) x H3 (T, T(I')) x H2(T),
{ (v1,v2) = (v1,var, V20)
est continue.

Preuve: D’apres la Proposition 2.7 il suffit de montrer qu’il existe une

constante positive C' telle que:

W

Vo= (v1,v2) € D(A ) -

loallezioy + ool g g < C Mol 43

: ) 3. o
Dans le cas contraire on aura une suite v* = (vf,v§) € D(A2) qui vérifie:

R [ IS S T P
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—divo(vf)
AvkF = | og(uh) — divy o (V) | €V
o, (V) + % (vh) : O
il vient
- (diva(v’f)p>T = og(vh) — divy o0 (vk)
—vdive(wMr = o, (}) + o2 (Wh) : 0,
ot k(2 k(2 k|2
12, g, = 04T + 4%
= ”UIfH]%Il(Q)‘*‘ ”diVU(Uf)H%ﬂI(Q)+ ||U§T||12L[1(F,T(F))
kY _ Jiom 0 (k|2
T HUS(Ul) — divy UT(UQ)HHl(F M)

La Proposition 2.7 donne alors une contradiction. u

3 — Existence et régularité des solutions

Proposition 3.1. Soient f € L2(Q) et g =gr+g,v € H3 (T"). Le probléme:
u—divo(u) =f dans €,
(3.1) og(u) —divpod(u) =gr sur T,

oy(u) + o) : =g, surl,

admet une solution unique u € V; de plus u € H3(Q), ur € Hg(I‘,T(F)) et il
existe une constante positive C' qui ne dépend que de 2 telle que:

lullezz () + lurll,, < C (Iflla + Hg||H%(F)> .

L)
Preuve: Le probleme (3.1) a pour formulation variationnelle:
/Q(uv—i- o(u) : G(V)) dx +/F(7%(u) cen(v)dl =
= / fvdx +/gvdF, VveV.
Q r

D’apres la Proposition 2.3 ce probleme admet une solution unique u dans V; il
suffit alors d’appliquer la Proposition 2.7. n
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Proposition 3.2. Soient f € L?(2) et g = gr + g,v € L?(T'). Le probléme:

u—divo(u) =f dans €,
(3.2) os(u) —divpod(u) =gr sur T,

oy(u) +0%(): O =g, surl,

admet une solution unique u € V; de plus u € H%(Q), ur € H*(,T(T)),
o(u).v € L3(T) et il existe une constante positive C qui ne dépend que de ) telle
que:

||11||Hg(m +lle()VlL2ry + llurllg2@rm)) < C(||f||L2(Q) + HgHL2(F)) :

Preuve: On supppose que f € V' et g € H_%(F). Le probleme (3.2) a pour
formulation variationnelle:

/Q<uv+ o(u): e(v)) dx + /Fa%(u) : e%(v) Al =

= (£,v)vy + (g vr) Vvev.

1 1 R
H™2(I'),HZ ()

D’apres la Proposition 2.3 le probleme (3.2) admet une solution (faible) unique
u dans V et il existe une constante positive C' qui ne dépend que de € telle que:

halle < € (Il + gl ) -
D’apres le Corollaire 2.1 on a o(u).v € H_%(F) et

lot)vll, sy < € (lullv + ldivo @) < € (IElez) + gl g ) -

@)

L’application (f,g) — (u,o(u).v) est donc continue de L2(£2) x H_%(I‘) dans
1
HY(Q) x H2(T) .
D’autre part, d’apres la Proposition 3.1, cette application est continue de
1 1
L2(Q2) x H2 (') dans H2(Q2) x H2(T). On obtient, par interpolation, une applica-
3
tion continue de L2(Q) x L(T") dans H?2 () x L2(T).
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De (3.2) il vient divy o (u) € L*(I',T(T)) d’ott divr o (ur) = divy o9 (u)—
divey (2 oy O + Ny, tr(0,v)) € L2(T, T(T)) puisque u, € H'(T'); la Propo-
sition 2.2 donne alors ur € H*([, T(T)) et

lar |l g2 rary) < CH“T _m‘ L2(D/T(T))

IN

Clllull_a  +os(u)—divyol(u) )
H2 (Q) L2(,7())

+ llos()ll L2 7y + HW‘ L2(T T(I‘)))

< C (Iflla) + lgliom) - o

Proposition 3.3. Si (uj,uz) € D(A) alors u; € H%(Q), uyr € H3(T, T(T)),
o(u).v € L3(T) et I'application:

D(A) — H2(Q) x H2(T,T(T')) x LA(T)
(uj,ug) — (up,uer,o(uy).v)
est continue.
Preuve: On rappelle que (u,us) € D(A) si et seulement si (ug,uz) € V et
u; — dive(uy) € L*(9Q),
(3.3) os(w) —divy o9(ug) € L*(T,T(T)),
o,(ay) + o (uy) : O € LAT) .

La norme de D(A) est définie par:

. o I?
Iar,u)llogay = (Il -+ | div o) [y + orsCua) ~ divr o (ua)

L2(,T(T))
2 3
* ‘ Lz(r)) '

o, (uy) + o (uy) : 8my’

1l suffit alors d’appliquer la Proposition 3.2. n

OIl pose. u = uj, 'Ll‘[‘ = Uy, U = (u17u2)7 g = 8r +gVV7 P = (f7g)7
U= (uf,u)) et U! = (uj,ul) alors le probleme (1.5) s’écrit:

(3.4) U'+AU=F, UW0)=U", U(@0=U'.
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Lemme 3.1. L’injection V — H est compacte a image dense.

Preuve: On commence par montrer la densité de V dans H; Soit (v, ve) €H;
On considére une suite {w5} € D(I', R?) qui converge vers vo dans L2(T') et ub
la solution du probleme:

{uéC —Auk =0 dans Q,
k  _— wk
Uy = W3 sur I',

alors u§ — uy dans L2(€2) solution du probleme:

{uz —Auy =0 dans (,

Ugr = V2 sur I'.

Soit {w!} une suite de D(Q, R?) qui converge vers vi — up dans L2(2). On pose
v =wi +ub; (v}, Vlf|1“) est alors une suite de V qui converge vers (vq,vy) dans
H.

La compacité de 'injection V — H est une conséquence immédiate de la com-
pacité de l'injection H!(Q) — L2(Q). u

Le Théoreme (1.1) découle du théoréme qui suit et de la Proposition 3.3.

Théoréme 3.1. On donne: s > 0 un nombre reel, F € L'(0,T; D(A®)),
U0 e D(As+%) et Ut € D(A®). Le probléme (3.4) admet une solution unique:
U € ([0, T); D(.AS+%)) NCL([0,T]; D(A®)) et il existe une constante positive C
ne dépendant que de (Q telle que:

1]l

L°°(07T;D(A5+%)) + HU,HLOO(OyT;D(.AS)) <

< O (IFllzsomeany + 100 oy, + 10 Ipean) -

Preuve: L’opérateur A est positif, auto-adjoint; d’apres le Lemme (3.1)
I'injection: V < H est compacte a image dense; D(A) est alors dense dans V et
il existe dans H un systéme dénombrable de vecteurs propres de A complet dans
H et dans D(A). Si AU, = MUy, k = 1,2, ..., alors:

UeDA) <= Y AU Ui < +oo,
k>1

ou (-, -)x est le produit scalaire de H. Il suffit alors d’écrire explicitement la
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formule de résolution:

= 2008(75 VAU, Up)w Uy + ’gsin(t VUL, U \/U)\k_k
00 t U,
Py | sin((t = ) VA (F(5), U s

Remarque 3.1. Le probleme (3.4) admet la formulation variationnelle:

{ (U" V) +a(U, V)= (F,V), VYV =(vi,v2) €V,
(3.5)

uo)=u°, uvU©0)=U",

avec:

a(U, V) :/Qa(ul)  e(vy) da +/Fa%(u2) . 9(v) dT . o

Remarque 3.2. On suppose: F € L'(0,T;H), U? € V et U! € H; 'énergie
de la solution U du probleme (3.5) s’écrit:

E(U,t) = %(a(U, U)+|U'13,) - o

4 — Théoréme d’unicité

4.1. Une identité

Proposition 4.1. Soient q € W1 (Q), (¢%, p') € D(A)XV et f = (f1, f2) €
L'(0,T;V); la solution ¢ = (p1,92) du probléme (1.6) correspondant vérifie
lidentité:

T

+
0

(80'1a (qV)<P1>Q ’j + (90/2Ta (7? OmprT T + 801u(3m7/)> qT)F

T
—o17(0 )) CIT> + / o(p1): VaVr dxdt
I" 10 T

!@1 —o(p1): e(gol)) dz dt

(4.1)

(v
<5
s

% wl0uorr* 4+ (2 1+ N) [0u01| )dZ +
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2
+ [ % (e eruthion)is) e + nffen —@ur) o = lel) a2
div
/ T3 (Iphrl? = oh(0n) = bon)) dE

- o% (¢2) s Our) P (Ot) iy A

+ / (UT(‘PQ) 2 (7 Omp2r ™+ 021 O V) T O 71') dy

/ Oupan (4(02) Onr) ar) 45 = [ aulipr) Ouprs) ar dS
T
5 (R: UT(SOI)) (pir ®@qr)dy =
T
= [ n@¥)erde + [ Tor(n dnprr o+ o1, 0) ar 45
(4.1) @r Zr
Fou (P17 Ot a5
Er

ot R est le tenseur de courbure de I' (cf. [5]); c’est un tenseur une fois contravari-
ant et trois fois covariant de composantes:

Ré

1
oy = Das — Thany T Ui Do — 15, Tha

avec: 1 < a,3,7v,6 <2; les I'5,, sont les symboles de Cristoffel (cf. [1,6,11]).

Preuve: Les calculs qui suivent sont justifiés par le Théoreme 1.1. On
multiplie:
— La premiére équation de (1.6) par (qV) 1 et on integre sur Qr; on obtient:

(ch @01), [, + [ T2 (447 = oo : o) drae +

+ [ (oten: Vaver)dm + [ S (oten) - o) —Iei?) dm

- [ e @) dodt = [ fiaV)grds
Sr Qr

— La deuxieéme équation de (1.6) par (7 017 ™ + @1, OmV) Qr et on inteégre
sur X7; on obtient:

T
- /E Qo (T Om Py ™ + 01, OmV) A dX +

T

(%0/2T7 (7 Omprr T + P10 Opv) QT)F ‘0

+ [ oble2) 7 O (7 Omprr ™ + @1, (Om¥)) ar ) A5
T

+ . 05(p1) (T Omp1T T + 910 OmV) qp d¥ =
T
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= /z for(m Omerr ™+ @10 Opr) Ay dX ;
T

— La troisieme équation de (1.6) par (—@17 OmV)qr et on inteégre sur Xr;
on obtient:

T N
(¢ (—PTT ) ar) |, +/ 5, (P Omv) ar dX —
S

- [ (40 : 000 G o ards — [ oulen) @i o) ards =

X

= - fov (P11 Omv) ap dX .
X

La somme des trois égalités précédentes donne:

T

(@5 (@) 1), ’Z + (hrs (Omprr 7+ P Omv)ag) |+

+ (dhor (B owar), |y + [ 2GR = ol o) doat
T

2
[ olen:VaVerdsdt + [ % (a(e1): o)~ |617) d
Qr or 2
~ [ (o)) @) e1dE = [ G Onghnm + iy Onr) ap dS
T T

~ [ eh(Fron)ands + [ aslen(romerr 7+ o1 ) ap dS
T T

+ [ ovten) (P o) ard® + [ (ohlpa) : 9r) (<PT Ouv) ar dE
T T

+ . o7 (e2) : 7ram((7r Omp1T T + 301y(3mV))qT) ay =
T

= / f1(aV)prde + / Jor (7 Omprr ™+ 010 O) Qp dE
Qr S
4 / Fou (—PTT D) @ d5: .
X
On calcule ensuite les différents termes.

— 1
[ P onghrmyards = 5 [ onliehr® ar ds
ET ZT

divrar, , 2
= — — dZ .
/T 2 \802T|
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Sachant que (qV)p1 = Vi.q, on obtient de (2.1):

(0(p1).v) (@V) o1 = 05(01) (T OmprT ™ + @10 OmV) Ar
+ sz((Pl) (am@h/ - Wamy) ar + qy(a(gpl).y) 811901 .

Enfin d’apres I’annexe on a:

0'%(902) LT am((ﬂ' amSOlT T+ 9011/(87717/)) qT) T =

42) = U%(ng) : (71' (Omspar) ™+ SOQV(amV)) (7 Omar )

+ (Omp2n) (07(02) (Omv) ar) + %%(0%(902) Ler(92)) ar

— (07(¢2) : Omv) (D) ar + (R:0p(e1)) : (o1 @ ay) -
En remplagant les termes précédents par leurs valeurs on obtient:

T

43) (e @), |+ (so'zT, (7 O ™ + 1 (Om)) ar) | -

T
- (90,21/7 (QDTTamV) qT)F‘O +/ 0'((,01) : quwl dx dt
Qr
divq
r 2

(14 = o) s b)) dwdt + [ @ngn) (09 (2) (Do) ar) 4
X

o(p1) : elpr) = 2 (1) V) (Duspr) — |47 A5

S
S
/N

Hpa) : 0 PIT(Omv) ar dE = [ (1) (Omprs) ap d

J,
J
L, y
J
J
J

divr q
5 (Iehrl” = ofer) : (o)) d=
T

(Ugr(¢2> 2 (T Omspar ™ + Y2, OmV) (T Omdr 7T)) s

(R: U%(Sol)) Hpir®qr) dX =
= / f1(aV)prdx + for (T Omiprr T + 01 Omv) Q dX
Qr X7

- fou (@17 Omv) qp dX .
X7
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Les relations (1.1)—(1.4) et la Remarque 2.1 donnent:

a(p1)  €(p1) —2(a(p1) V) (Ouipr) =

= or(p1) s er(p1) +205(p1) es(p1) — 205(1) verr — v (1) (1)
= (2ner(er) + Mr(er(e1)) iz) : (i)
+ Ae(pr) tr(er(en)) + 205001) (es(e1) — duprr) — oulpn) (o)

= (2n€f(pr) + A1) in) : (1)
+ 1 ([Fmpr = @uv) prrl’ = Buprrl?) = @u+N) Bopnl’ -
D’ol:
[ (oten) s elen) =2 (0(00)v) (@rp0)) a5 =
Er

@) = [ ((2udte) + Aucen) i) s dhieon)

+ 1B = O orrl? = pfouserr = 2+ X) Pugn ) dS
On obtient (4.1) & partir de (4.3) et (4.4). m

Lemme 4.1. Pour tout champ scalaire 1) défini sur I" et tout champ tangent
v supposés réguliers on a:

(Omn) v = tr(vp Opm) et divp vy = tr(w O vy ) .

Preuve: Sivy =v®a, alors tr(vy 0,,n) = a®*(vp Omn) aq = v Jyn. D’autre
part (0,n) vr = (9gn) a° (v™ a,) = (9an) v, ce qui montre la premiere relation.

Soit 1 € D(I') un champ scalaire; par définition on a, (d’apres la premiere
relation du Lemme 4.1):

/ W divp vy dT = — / (Omth) v dT = — / (v (Btd)) dT .
r r r
Or w0 (Y vy)m = vy Oty + 7 (O vy) m; d’olt:

/ o divp vy dT = — / t2(7r Oy (10 V) ) dT + / W tr( (Opyvy) 1) dT .
Iy T Iy
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Si 7p est un champ régulier d’endomorphismes du plan tangent a I' et vy un
champ tangent régulier on a par définition:

/FdiVT vy dl = —/Ftr(TTﬂ(amvT)w) dl’
d’ow:
/F¢ divp vy dI' = /Fw (divpig) v dI' + /FIZJ tr(m (Opvr) m)dl .
On a pour tout wr € D(I', T'(I"))
/I‘(diVT io) wrp dl' = —/Ftr(w (Opmwr) ) dl = _/FdiVTWT ar =0,
par définition de divy wyp, d’ou divyie = 0, ce qui termine la démonstration. m

Lemme 4.2. Pourq=x—X9=9qp+q V on a

T O AT T + qy OV = 2,
(4-5) Vrq, = (&n”) qar,
divpqr =2 — ¢, tr(Onv) .

Preuve: On a, (cf. [1,6,11]):

™ aqu T+ qy OmV am‘]u - (amy) qr )

Vg=1i3 e Vqr=
g ( dvar Oy

Ce qui donne: 7 0pqr ™ + qu O = ia et Omqy, — (Omv) qr = 0; la premiere re-
lation de (4.5) est obtenue par transposition, sachant que 'opérateur de courbure
OmV est symétrique; la troisieme relation découle du Lemme 4.1 et de la premiere
relation de (4.5). m

Proposition 4.2. Soient q=x—xp, ¢ = (¥}, 03) € D(A) et o' = (¢}, p3) €
V. La solution ¢ = (¢1,¢2) du probléme homogeéne (1.6) vérifie 'identité:

T

TEy+ (¢, (V) e+ 1) |

T

(4.6) + (SO,QT’ (7T Omp1T ™+ 901u(3ml/)> ar + SOQT>

rio

+ (90/21/7 (=pir (@n’/)) ar + @QV)F ‘oT
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= 5 L (el +31ch, 2+ o) : ) ax
+ [ % (1es + e (0prrl? = P = @) ore])
~ (2o + M) i) s () ) S
+ % (el = o) s () 0(00)

(4.6)
+20%(01) ¢ (7 Omprr T+ @1 Oat) Datr + (241 + A) yaycpIVP) s

+/ 02(2) : Omv) BT (Omv) ap dX
~ [ omern (oe1) (G ar) a5
X

+ [ ou(e) Omp)apdS — | (R:0%(¢1)) : (p110 ® ag) dX .
ET ET

Preuve: Il suffit de montrer I'identité (4.6) pour (%, p!) € D(A%) x D(A)
et de généraliser par un argument de densité. On commence par exprimer la
conservation de I’énergie:

Bo=3 [ (0(90) (sm)HsO'llz) a0

+ 5 [(o%02) i) + [4P) ar

D’apres la Remarque 3.1 ¢ vérifie: (¢”,v)+a(p,v) =0,V v € V; en prenant v = ¢
on obtient: 8:(¢’, ) — €13, + a(p, ¢) = 0, d’ot la relation d’équipartition de
I’énergie:

(1.9 @ omlt = [ (16— alo0) dt.

On obtient (4.6) & partir de (4.1) en tenant compte de (4.5), (4.7) et (4.8). u

(4.7)

Soit xg € R3; on pose: q(x) =x —Xq et R(xq) = Max{|x —x¢|; = € Q}.

Proposition 4.3. Soient ¢ = (¢9,¢9) € D(A) et ! = (o}, ¢3) €V.
11 existe trois constantes positives 9§, v et c¢i, qui ne dépendent que de €2 telles
que si Th = 2 R(xq) (V& + /7) et M = Max{(1+~ R(xo)) \%, 2 (R(x0) V0)~1}
alors I’énergie Ey de la solution ¢ = (1, p2) du probléme homogene (1.6) vérifie
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lidentité:

1 02 1 02
— + — <
R(Xo)ﬂ’%b 2R(x0)\/3|901|r

1
< Z /12 /2 dz
< 2/ET<802T| + 3¢, | )

qv _— 2
+ / Yy <‘90/22 + H<’8V¢1T|2 - ‘8m90111 - (amV) SolT’ )) dx
S 2

[ % (@ut N ol - (2nohen) + Auhon)ia) : o)) az

(4.9) (T — To)Eo +

+ MCI/ (’()01’2 + ’(p/1’2) dx +/ O'V((Pl) (8m901V) ar
ZT ZT
Qv /2 0 . 0

[ % ((1ehr - oo () @)

X

+ 20%(¢1) : (T Omprr T + P11 Omv) 8m7/> d¥
+ / (07(#2) : Omt) PiT(Omv) ar d¥

= [ oo (ohen) (0w ar) d

- [ Rihe): (i@ apds.

Preuve: On majore les termes intégrés de la relation (4.6) par la méthode
de V. Komornik (cf. par exemple [8]). On pose:

&) = (#1®, @V) o) +910) = (£1(1), @ o1 (8) +1(8))

(Of désigne la dérivée par rapport a la variable d’espace zy,).
On a: T’
|(#h @) o1 +1) |, < 1601+ I&T)] -

On écrit: )
o
601 < 5 1O+ 5 | dkpr(6) + a3

ou « est une constante positive qui sera choisie plus loin. On a:
lak Ok1 (1) + 1 (D)8 = lar 1 (DG + o1 () +/ﬂ% (|1 (1)?) dz
= lacdup1 O = 201 + [ 0l OF T

< R(x0)|Ver(t)f3 —2\¢1<>|Q+RXO/|¢1 (£)2dI .
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Sachant, (cf. [8], p.231), qu'il existe v > 0 tel que:

/Q|Vv]2dx < 'y(/Qa(v) s e(v) dx —I—/F|v|2dF), Vo e HY(Q) .
on obtient:
a0 (®) + 21O < 7 Rx0)? [ olen) o) da
= 20O + (Rexo) +7R(xo)?) [ ea()Far
d’ou:
« X 2
0l < Slerh + T [ (o) o) o
— Sl + oo (Re) +7 Rx0?) [P ar.
Le choix oo = R(xg),/7 donne:

ROxo) V7 (5 1640 + 5 [ ol s eln) do)

- O + 5= (147 R0 [ lea)ar

€@

IN

R(x0) 7

< Rixo) v Fo — 0L [ of1(0) : (o1 (6)) ar

1 1

- = t)|2 — (1 R / t)|?dr .
oy 7 POk + 5= (147 R(xa) | o)

@qr est un élément de H 1(0, T;IL%(I")) qui s’injecte contintiment dans
C9(]0,T);IL3(T")); il existe alors une constante positive c; telle que:

o1l soorazay < e (lerl3aprazay + 191320005y -

On obtient:

0] < Roxo) V7 By — OO [ 6b(1(0) s (g (t)ar

- w2 O + 5= (147 R00) [ (lerOF +Igh o)) ar
et -
(4.10) (&1 (@) +¢1) | <

)



CONTROLABILITE EXACTE D’UN PROBLEME DE VENTCEL 301

Pour majorer 'intégrale sur I" on pose: YV = Vr + ), v avec:
Vr = (7T 8m()DlT T+ ©1p 8my) qr et Y, = _W(amy) qr -

Soit n(t) = (5, Y + @2)r(t). On écrit:

1
)] < 5 IO + 55 19+ ealo)

ou (3 est une constante positive qui sera choisie plus loin. On a:
Y+ e2(t)f = |(7Omprr 7+ o1 Onv) arlt + (@17 (0mv) arl?
+ |palf + Q/FW(W3m901T7T+<P1V Omv) ap dl

- 2A¢2V(W8my) qp dl’

= (7 Omorr ™+ 010 Omv) Apl + (@17 Omv) arpl?

+lpalt + [ Onllerr ) ar ar

= | Omprr 7 + 1 Onv) arlt + (@17 Omr) arlt — le2lf
+ [ @ Lo @) dT + 2lgaf?

Alors:

g

1 1
9 ’gpé(t)‘% + = (T 01T ™ + 010 O V) qT‘lz“ + E ‘9027/|%

203
+ oo @) arlt — 5o lealt + 5 [ aulerl? @) dr
'mV - v r{omv .
23 P1T ar(r 23 ¥21r 23 Fq 1T

()| <

D’apres la Proposition (2.4), il existe § > 0 tel que:
(T Omiprr ™ + o1 Ov) QT‘% + [P (9mv) QT’% + /qu "PIT‘Q tr(Opv) dI' <

< 3R ( [olen) el do + [ (ohen) s en) + 1) ar)

Alors:

=@

ol < ok
6 R(x¢)?
23
1 9 1 2
~ 33 lp2(t) T + 3 2w () |1 -

+

(/90(901) s e(p1) dr + /F(J%(gpl) ;€2 (1) + |¢1‘2> dF>
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Le choix 3 = R(x0)V/$ et la compacité de I'injection
HY(0,T; LA(T)) — C([0,T]; LA(T)

donnent:
1 C1
Ol < R 0FEy — ——Jo ()2 + —L 2 1 1412) dx
o) < Ro)VB By = sl @l + oo | (el +16lP)
et
1

Y+ I < 9R(xWOEy — —— |V

i |(©5, Y +p2)rly < (%0) 0 2R(XO)\/3\901IF

R(XO)\/E ZT(| 1| | 1| )

Les estimations (4.10) et (4.11) montrent que les termes intégrés sont majorés
par:

1 1
2R VO E) — —— Y3 — 02
(x0) (V74 V) B — sz Il — ez ot
+ Mer [ (1P + 16 ds
3

Ce qui permet d’obtenir l'estimation (4.9). u

Démonstration du Théoréme 1.2: On utilise l'estimation (4.9). On a

Omp1y = Vrpiy. De (1.1)—(1.4) on obtient:

dorr = wos(er) + (Omv) o117 — Vrew
et

dprs = 21+ N7 (0u(1) = A tr(ef (1)) -

La Proposition 2.1 donne alors:
Loz < € [ (19reul+ ler + oo s o) +loten) of?) d
T T

ou C est une constante positive qui ne dépend que de 2.
De o%(¢1) = 2per(p1) + A*tr(e%(¢1))i2 on obtient, grace a la Proposi-
tion 2.1

/z Omerw (07(01) (Omv) ap) dE‘ <

IN

C(HVT901V”%Q(O,T;LQ(F,T(F)) + HSDIVH%?(O,T;L?(F)) + H‘plT||%2(0,T;H1(F,T(F)))

C/E (|VT901V|2 + J1]? + o (1) : 6%(@1)) dx .
T

Les autres termes de (4.9) sont estimés de fagon analogue en appliquant la Propo-

IN

sition 2.1. m
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5 — Controlabilité

5.1. Régularité des solutions faibles

Proposition 5.1. Soit f = 0,9, g € L'(0,T; D(A)); alors Ie probléme:
0"+ A0=f, 60(0)=6(0)=0,

admet une solution unique: 6 € C°([0,T]; D(A)). 0'(T) est défini comme élément
de V et il existe une constante C' > 0 telle que:

101 oo 0,700y + 10/ (D)llv < Cllgllnror:pca)) -

Preuve: On prend g € D(0,7; D(.A)) puis on généralise par densité. Soient
« et B définies par:

"+ Aa=g, a(0) =ad'(0)=0,
et
'+ AB=Ag, B(0)=p(0)=0.

3
2

Alors o € C°([0,T); D(A
et on a:

))NCH([0,T1; D(A)) et 5 € C([0,T];V)NC([0,T]; H)

lall, o ripeaty + 10 =0 < Clallorpea -

H/BHL‘X’(O,T;V) + Hﬂ/HLOO(o,T;H) < CHAg”Ll(O,T;H) < CHQHLl(O,T;D(A)) )

or § =a dol: 0 € CO([O,T]§D(A)) et ||9HL°°(0,T;D(A)) < CHQHLl(o,T;D(A));
d’autre part: 0/ = o’ = —-Aa+g=—-0F+g dow: 0'(T)=—-p(T) €V et

10Ty < Cliglleio.r;peay -

5.2. Le probléeme adjoint

On domne: T' > Ty, ¢” = (¢1,¢5) € D(A), ' = (p1,903) € Vs soit ¢ =
(1, ¥2) la solution du probleme homogene (1.6); on pose:

I 1E = [ (ohen) : o) + loal + 144
(5.1) Sr

+ [Vrenl® + o) v?) ds .



304 A. HEMINNA

Proposition 5.2. | - |z est une norme sur D(A) x V; le complété F de
D(A) x V pour cette norme est contenu dans V x H.

Preuve: D’aprés (1.8) ona: [[(¢%, ") [[vxr < C (7, ¢")||l 7 dottle résultat. m

Remarque 5.1. Soit (¢°, ') € F, ¢ la solution du probléme homogene
(1.6) correspondant; alors on a:

oy € L*(2 R, d,p1 € L2 R?) et 1, € L2(0,T; HY(T)) . o

Remarque 5.2. On a:
DA XV CFCVxH e VxHCF c DA xV .o
Proposition 5.3. Soient f € L'(0,T;V) et {6°,0'} € F. Si§ est la solution

du probléme:

0"+ A0 =f, 6(0)=06° 60)=0",
alors il existe une constante positive C' ne dépendant que de € telle que:
/E (0%(01)  €-(01) + 10117 + 1012 + Vb, [* + |o(01).[2) 4% <
T

(5.2) 0 gl
< O (Iflworm + 6% 0"}z

Preuve: On pose # = p + g ou p est la solution du probleme avec f = 0 et
q la solution avec les conditions initiales nulles. Par définition de F on a:

/. (o) ) + i + I+ Vapw P+ o)) a2 = (6% 61}
D’apres le point (ii) du Théoréme 1.1 on a:

(g1, q17, 0(q)-v) € C°([0,T]; H2(Q) x HA(D, T(I')) x LA(T))
et il existe une constante positive C' ne dépendant que de {2 telle que:

| )+ a1 || oo 0,720,y + o (@) vl Lo 0,2 ry) <

< Clfllzromrv

3
L20(0,T;H2 (Q)

d’out

[ (@) s o)+l +1a, P+ Vrau P+ lol@)v) dS < oy - o
T
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On donne (pg, 1) € F et on apelle ¢ la solution du probleme homogene (1.6)
correspondant. Soit (f,{0° 0'}) € L1(0,T;V) x F; on considere la forme linéaire
L définie sur F par:

LUAS%0) = = [ (ohlen) : €4(61) + 0100 + 18]
(5.3) X
+ Vrow Vo, — (o(e1)v) (a(@l)v)) dy.

ou 6 est la solution du probleme:

0" +A0=f, 6(0)=06° 60)=0".

Proposition 5.4. I existe 1) € L>=(0,T;V") et (p*, —p°) € F' uniques tels
que:

T
G4 L0 = [ (@), ) dt = (61,6 + (.6

pour tout (f,{0°,0'}) € LY(0,T;V) x F et il existe une constante positive C' ne
dépendant que de 2 telle que:

(5.5) 1]l ey + (01, =Pl < CHI{R, MYl -

Preuve: D’apres la Proposition 5.3 on a:

IL(£,{6° 0" D] < C (I{6°, 0"} + | Fll ooy ) I{9% 0"
d’ou l'existence et 'unicité de (1, {pt, —p°}) € L>(0,T; V') x F' vérifiant (5.5). w
Remarque 5.3. 1 est solution formelle du probleme:
1 —dive(y1) =0 dans @,
o+ os(t) — dive o (v2) = divr o (1) — o1 + Qg sur B,
by + 0u (Y1) + 0 (1h2) 1 O =

= *0(7)‘(901) DOy + at‘P/w — o+ Areor sur X,
Y1 — 2 =o(p1)v sur X,
¥(0) =p° ¢'(0)=pY Y(T)=4¢'(T)=0 dans Q .o

Afin de montrer que 'on peut donner un sens aux valeurs de v et 1)/ aux
bornes de l'intervalle (0,7") on va utiliser le résultat de régularité des solutions
faibles obtenu a la Proposition 5.1.
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Proposition 5.5. La fonction i définie a la Proposition 5.4 est telle que:
1 € WH(0,T; D(A)"), de plus 1(0) et ¢'(0) sont définis et on a: (0) = pY,
¥'(0) = p's P(T) =¢/(T) = 0.
Preuve: On prend f= 0;g dans (5.4) avec g € L'(0,T; D(A)) et {6°,6'}=0;
L(f,0,0) a encore un sens d’apres les Propositions 5.1 et 3.3 et on a:
IL(£,0,0)| < Crll(¢°, ") lgllLio.r.004)

ce qui montre que ¢ € WH°(0,T; D(A)’) et donne un sens & 1(0) et 1(T') comme
éléments de D(A)". Afin de donner un sens a ¢'(0) et ¢'(T") on proceéde comme
dans [8]. On introduit les fonctions propres de A:

Am=Am, meD(A).

Si f(t) =g(t)m, g € D(0,T), 0° = a’m, 6' = a'm, (a° al) € R?, alors la
solution du probleme:

0"+ A0 =7f, 6(0)=6" 60)=6"
s’écrit: 8 = hm avec:
W' +Ah=g, h0)=a" H(0)=a'
en posant:
Qt) = = [ ¢hmar
et
&(t) = = [ (oh(e1) : €hm) + o1 mi + Vrion, Vrmy, ) dr

- [ ) (olm)v) d
r

on obtient:
T

T
/ (b, m) (W + Ah) dt + a1(p°,m) — ao(p',m) = / (€l + & R dt .
0 0
Comme h, agp et ay sont arbitraires, (1), m) vérifie:

(%Z% m)” + )‘(sz)v m) = &1 — 0o
avec: &o,&1 € L2(0,T); cela donne un sens & (1, m) (0) et (1, m) (T) (cf. [8]), et
(¥, m)(T) K(T) = (1, m) (T) M(T) + (¥, m)"(0) h(0) — (v, m)(0) h'(0) =
= h(0)(p",m) — W(0)(p",m)

comme h est arbitraire, on obtient les valeurs annoncées. n
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Remarque 5.4. Précisons le sens des conditions vérifiées par 1.

o divy 0% (p2) est un élément de L2(0,T; H~ (T, T(T")) défini par:

(divy 0% (p2), vr) = —/ o (@2) : T (Our) T AT

X7
pour tout élément vy € L2(0,T; H' (I, T(T)).
o 0ip) 1 est un élément de (H'(0,T; L*(T,T(T))))" défini par:

(Ol vr) = — /E Phpvp dS,  Yur e HY(0,T; L*(T,T())) .
T

e Arpy,r est un élément de L?(0,T; H-1(I")) défini par:

(Argr,,v) = — | Vrp, Vevdy, Yoe L20,T;HY(T)) (HYD)=H'T)) .o
X

5.3. Le controle

Fin de la démonstration du Théoréeme 1.3

Soit: A: F — F, (¢ ') — (1'(0),—(0)) ot ¢ est définie par (5.4).
L’opérateur A est un isomorphisme de F +— F’; en effet:

(A" 0"} 4% 9')) . = (W(0),6°) = ($(0), ")
= —L(0,¢" ¢") = [{¢" o}IF -
On conclut grace a la symétrie de A.
Soit {p!, —p} € Fet (¢°, o) = A~H{p!, —p°}; soit ¢ la solution du probleme

homogene (1.6) avec les conditions initiales (°, ¢1). 11 suffit de prendre u = 1
ou ¢ est définie par (5.4); le controle g est donné par la Remarque 5.3. n

6 — ANNEXE

Calcul de:
o(0) : 7 O (7 Oppuy T + 1, Opv) qT) .

La valeur de ce terme est cruciale dans la démonstration de la Proposition 4.1.
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6.1. Relations préliminaires

Les notations sont celles du paragraphe 2. On utilisera les relations:

Gopr =Tingrg + Tipgra, 950 = T, g°* + 1%, g
que 'on obtient par un calcul direct.

Soit A un champ d’endomorphismes du plan tangent de composantes
A% = a®Aag (a,8 = 1,2); les composantes de son dual A sont données par:
Z!/\L = Ag 9% Grx, ()‘nu =1, 2)'

Si B est un autre champ d’endomorphismes on a: (AB)§ = A}Bj,.

Proposition 6.1. Soit A un champ d’endomorphismes du plan tangent de
composantes A¥, A le champ dual et qr = ¢® a, un champ tangent; alors:

AN AY L q® = 2710, (A A)qr + (AA— AA)Y IR

"
Preuve: On a:
Om(A:A)ar = 0a(AN A)) g™ = AR L Aj g™ + AR AL ¢ =
= ANAD 4% + AL AS L g g d® + A) AL (0 goa + 9 gora) 4°
= 245 A5 L q® + AL AL (973 goa + 9™ gsaa) 4°
= 28 A0 q" — AL A (g)\s(rga ¢+ Tl g™ — g™(T%, gor + TG ges)) ‘.
= 24 A, q* +2T%5(AA — AA)S ¢°
qui donne la relation annoncée. n
Proposition 6.2. Si ur est un champ tangentiel régulier donné par
ur = u“a, alors:
(7 Omur)a, = (TOmur)) o + Lo, (7 Omur)y, — T0, (7 Omur)’, + Ry, u”

ot les R}, = T2, , — T\ +FﬁTFgV —TAT7,, 1 < a,uv,\ <2, sont les

Vo av,u nr,o %
composantes du tenseur de courbure sur I" (cf. [5]).

Preuve: Les composantes du champ d’endomorphismes w d,,urm sont
données par: (7 Opur)y = uﬁa + I’g)\ u* d’ow:

(7 Omur)a = (T Omur)sa + (Tapu— Tupa) v+ Tagul, — Tug

= (7 Omur)p o+ (Tag, = Dhsa) v + Do ((m Our)] — T2, )
— ((7r 8mu;p)fY — I‘gy u”) F/);ﬁ
= (71' amuT)fm + Féﬂ(ﬂ' 8muT)ﬁ - Fﬁﬁ(w 8muT)g

+ (T —Tha + D0 Thy, = Ta, 0 ) u”

av,p pva
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Proposition 6.3. Soit A = AP aga® un champ d’endomorphismes du plan

tangent et qr = ¢ a, un champ tangent; alors:

(7O (Adr))y = (A7 dpar), + A} ,4* + (AgT), — ATe,) 4 -

Preuve: Posons: vy = Aqp = Uﬁaﬁ avec v = ABq%; alors:
(7 Om(Aar))y = vy +Tpv” = A 4% + AddS + Th, ALg™
11 suffit de remarquer que (m quT)g = ¢4, +I'},¢” pour conclure. u
On pose Opv =v,a = —bg aga® et bag = gau bg; alors:

Proposition 6.4. On a les relations:

bap = V805, 9 (Vprara) = =™ gor U, T
gij(”v aa) = _Ffwg)\r(% aa) — Fz\rb; )
bé,u = bi\t,oc + gAT-gSt(FZrbZ - I‘ZrbZz) + bzri\w - Fi\wbg + gt)\ gs?”( fu Ta - Ffabz)

oti (+,-) désigne le produit scalaire dans R3.

Preuve:
e Ua,=(v,a,) donne par dérivation par rapport a £g: (v 3,aq)+ (v, a4,3) =0,
d’ou:
(v,aq3) = (bg a,,80) = Yua bg = bag -

e D’apres la relation précédente on a:
At At At
9" WV, 8a) = =9 bL(araaa,t) =g b;(ar77raa,t)

= _gAt bz(am Ffaas) = _gAt Grs b; Ffa .

e D’apres les relations données au début de ce paragraphe on a:
gﬁf(l/, aayt) = 7(1—‘};7"9)\7“ + Fzrgtr)(ya aa,t) .

La premiere relation de la proposition donne:

gtr(U’ aa,t) = grt bia = grt gts b, =0l .

e Ona vy = —bi‘y ay, d’ou

bé = _a)\ Vo = _(§> V,Oé) = _(QAS as,l/,a) = gAS(a&a’V)
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et
bé,u = gflf(a&a? V) + 9™ (saps V) + 9 (Qsa0 V)
b;);,a = 9,)&8(38,#7 v) + g)\s(a&auv v) + g/\s(a&m Va) -
D’ou:

b?w - bﬁ,a = gf(asya’ V) — gfg(as,uv v) + gAs(as,av V) — 9/\8(35,#» Va) -

Les trois premieres relations de la proposition donnent:
bé,,u - b:\ha = _Ffw g)\T(V7 aS,Oé) - Fi\L’f‘ bg - g)\s Fga Grt bz + F(Slr g)\T(V? as,u)
+ Do by, + 9™ T, gre b,
= =" gst(T}, b5 = Tha b3) + 97 gor (T Ul — Toy b))
+ T, b, — T, 0L

qui est la relation annoncée. n

6.2. Calculs

Soit u = uyp 4+ u, v un champ régulier de vecteurs défini sur I'; on pose:

eg(uT) = 2*1(7r Omur T+ T Opur ), 68"(11) = eg(uT) + Uy O .

Alors
(6.1) oh(u) 8m<(7r Omur + Uy, Oy V) qT) =

= 2uéd(uy) 7 am((w Omur) qT) + 2pu, Oy i 8m((7r Omur) qT)
+ XN tr(mOpur) iz : ™oy, ((7r Omur) qT>
+ N uy tr(Opv)ig = m Om((ﬂ Omur) qT) + o3 (u) : 7Oy, (u,, (Omv) qT>

=2puX1 + 2pu, Xo + )\*Xg + Nu, X4 + X5 .

6.2.1. Calcul de X,

D’apres la Proposition 6.3 on a:

X1 = &(ur) : (7 0nur) (rOmar) + (¢ (ur))} (7 Omur)), ¢

+ ((ur))} (7 Opur) i T3, — (7 Our) 3T, ) 6 -
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La Proposition 6.2 permet alors d’obtenir:
X1 = {(ur) : (mOnur) (7 Omar) + (& (ur))} (v Omur)) ¢
()t (7 Omur) T~ (7 9 T%,) ¢ + (€ (ur))i R u”g® -
La Proposition 6.1 et 'identité:
(7 Omur) (7 3mUT),/),a ¢ = 27 0 (mOpurm: wOur ™) qr
donnent alors:
0 0

X1 = ¢(ur): (mOpurm) (roparm) + 2719, (et (ur) : T Opur ’7T) qr

+ (R : 6?(uT)) c(ur®aqr) .

6.2.2. Calcul de X5

D’apres la Proposition 6.3 on a:
Xy = Opv: (mOpurm) (1 0mar ™) + (Omv) (7 dmur 7r)£\wt q“
+ (Omr)k ((7r Omur m)e Fﬁu — (7 Opur 71')3 F’C’W> q* .
La Proposition 6.2 donne:
Xy = O (mOnmurn) (1 Omar ) + (Omv)y (7 Opur ﬂ)ﬁ’a q“
+ (Omr)h ((77 Omur )}, Fg\w — (7 Opur 77),’/\ Fgu) q®

+ (R:0mv): (ur®@qr) .

6.2.3. Calcul de X3

Les Propositions 6.3 et 6.2 donnent:
X3 = tr(m Opurm)is : (wOpur ) (7 Opmar )
+ (tr(7r Omur ) 12)§ (7 Opur 7T)f;7a q* + (R s tr(m Opuy ) ig) :(ur ® qr)
= (R s tr(m Opuy ) ig) s(up @ qr) + tr(wOpur ) ig : (7 Opur ) (7 Opmar ™)

+2719,, (tr(7r Omur )iy : ™ Opur 7r) ar .
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6.2.4. Calcul de X4

D’apres la Proposition 6.3 on a:
. S\
Xy = tr(Opv)is: (rOpurm) (7w Omaqr ) + (tr(@mu) ’LQ))\ (7 Omur ﬂ)(/}w ¢
S\ B
+ (tr(@mv)iz)| (7 Omur a3, = (Om)d Thy) ° -
La Proposition 6.2 permet d’obtenir:

Xy = tr(Opv) i : (wOpur ) (1 Omar ™) + (tr(@mu) m)i (7 Omur ﬂ)ﬁya ¢
+ (R :tr(Omy) ig) (ur®aqr) .

6.2.5. Calcul de Xj

Comme: 7 O, (uy(Omv) qr) = (OmV) ar(Omuy) + uy ™ O ((Omr) qr) alors:
X5 = of(u) : (On¥) ar (Imw,) + w,09(w) : 7 O ((Omv) ar)
= (Omw) (0P (w) (Dmv) ar) + u, Xo
avec: X = op(u) : 7Oy ((Omr) ar); on calcule Xg:

XGZO'

= O

(): (Ov) (mOmar) — (op(W)3 b3, 4" — (o)A (0, Th,— 07 Th,) ¢°
(): (Opv) mOmar m + X7 .

La troisieme relation de la Proposition 6.4 donne:

Fé\cr bz - Fg,u bi\) qa

(
§(w) = of(w) (9mv))| Taa

X7 = —(op()R b0 q* — (0 (u))}
9 o

= —(F @) braa® + ((Omr)
ce qui permet d’obtenir:
X5 = (@) (74(2) @) ar) + o (0 ) : (@) (7 Oy )

4 ()} (O 0 + ((00) o () = 04 w) (@) T )
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6.2.6. Résultat final

Théoréme 6.1. On a:
03 (W) : 7 O (7 Oy + 1w, D) ar ) =
= o (u) < (x Oy + 1w, 0v) (1 Omair) + (Omew) (o(0) (O ar)
+ (R:ohw) : (wr@ar) + 271 0 (o (w) : f(w)) ar

- (U%(u) : 8my) (Omuy) Qr -

(6.2)

Preuve: En remplacant X1, ..., X5 par leurs valeurs dans (6.1) on obtient:
U%(u) LT am((w Omur + uy, Oy V) qT) =
= 0 (u) < (x Oy + 1w, 0v) (Omair) + (Omew) (o () (O ar)
+ (Reob) : (ar ©ar) + 27 9 (oh(w) : h(w) ar
- 2719, (U%(u) S Uy amu) ar + 2 pu, (Omv)y (7 Opur W)ﬁya q“
— 2719, ((2 WUy OV + X uy, tr(0pv) ig) . T Omur 7r> ar
I
+ oy, ((77 Opur T — W) OV — (Op) (7r Opur ™ — T Opur W))/\Féw q*
+ Au, (tr(aml/) ’LQ)I: (7 Omur )5 0 0% + (0P(W)K tuy Ot 0 0™ -

o

(o ()4 0 (D) 0 0 =
= O (09 (0) : w, 0r) ar — (W)} o u (@) g — (o (W) : 0r) (Or) ar
il vient:
o4 (w) : 7 0 (7 Outar + 1w, D) ar) =
= o3 (W) : (x Dty + w, ) (7 Omar) + (O) (63 (w) (9v) ar)
+ (R:of(w) : (ur @ ar) + 27" 9 (0 (W) : f(w)) ar

+ uuy((w Omur — T Opur) OV — Oy (T Opur — wamuT))i Fg\tu q* —
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- (U%(U) : 6m1/) (Omuy) Qr + {2_1 0m<a%(u) DUy 8my> ar
+ 2 puy (Opv)h (7 amuT)l);’a q“ + Nuy tr(Opv) tr(m Opur) o ¢*
- uy(a%(u))ia (6my)f; — 2719, <(2 p Uy OV + XN uy, tr(Opv) ig) s 8muT> qT} .

En développant U%(u) et en remarquant que la symétrie de 0,,v donne:

|

(uy Omu)A TOpur )\ =

(
[TReY
= (uy aml/)f‘w (7 Oug )N + wy (amy)ﬁ (7 Omur M), — (U amy)ﬁ (7 Omur )4 ,
On obtient la valeur du terme entre accolades:
{..} = puy (8m1/)2 ((7r Omur )y, — (T Opur m)i , ¢
P I,L o

= Uy (Gmy)ﬁ,a <7T Omur ™ — T Opur 71'))\ q
d’ou:
(6.3) on(u) ;7 8m((7r Omur + Uy, Oy V) qT) =

= a%(u) : (7’[’ a’muT + uy 8mV) 7Ta’mQT + mUV (0'% mV qT)

+ (R:0f) : (ur @ ar) + 27 0 (0P(w) : f(w)) ar

+ puy ( mV)ua (7 Opur 7 — 7 Our )k ¢

+ uuy< T Opur — T Opur) O — (Opv) (T Opur — ﬂ@muT))z Féu q
- (U%(u) : 8m1/) (Omuy) ar -

La symétrie de 0,,v s’écrit: (Gmu)i‘b =

(OmV)39™ gus, ce qui donne:
(8my)f;’a (T Omur m)§ =
(6.4) = (T Opur )4 (Omt)pa 9 gus + (7O ™)K (9nv); (97 Gpis)
= (T Omur )5 (Omv); o + (7 Omur T8 (Omv)s 972 gps

+ (7 Opur 77)‘){ (Omv); gr/\ Gus,o -

Calcul des deux derniers termes. On a

(m Omur 77)’; (Omv); gr’\ Gus =

= (7 Omur ™) (Omr); (=g T, — 97 Thy) Gus
= —(nOpur )i (Omr)iTh, — (7 Opug m)% (9pv)S T,

w-av T+ av

= ~((9mv) (x Fppur ) + (7 Oy ) (&nv))A T
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(7T Omur 77)’; (8my)i gTA Jus,a =
== (7T 8muT W)‘;\L (8ml/)78" gTA (gl/S FZM + gl’# FZS)

= (T Onur ™)k Omv)) T4, + (7 Omur )}, (Omv)i T4,

= ((8my) (m Opmur ) + (7 Opur ) (8my))/; F(/D\zu .

On obtient alors (6.2) en remplagant ces deux termes par leurs valeurs dans (6.4)
puis le résultat obtenu dans (6.3). m

[10]

[11]
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