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CRITERE DE BOCCE
ET CONVERGENCE EN NORME DE PETTIS DANS PJ(u)

A. AMRANI, A. BOURASs and K. ELAMRI

1 — Introduction

Dans [BGJ], les auteurs établissent plusieurs critéres de passage de la con-
vergence faible a une convergence de type fort dans l’espace L}E des fonctions
Bochner intégrables. Ces criteres sont basés sur une condition d’oscillation dite
oscillation de Bocce. Ils donnent en particulier une condition nécessaire et suf-
fisante de convergence dans L}E muni de la norme de Pettis, et montrent que
dans L}; la convergence de type faible, O‘(LlE, %), et la convergence en norme
de Pettis sont équivalentes.

Dans ce papier, nous donnons une extention de ce dernier résultat a ’espace
PA(p) des fonctions Pettis intégrables. Notre démarche suit de pres celle de
[BGJ]. Ensuite, nous inspirant du fait bien connu ([Vi], [ACV1], [Bn], [Va]),
que sous des conditions d’extrémalité, la convergence faible peut impliquer la
convergence forte, nous établissons que le critere d’oscillation de Bocce est, a son
tour, conséquence dans Pi(u) d’une convergence de type faible, plus exactement
la convergence simple sur Ly ® E’, et d’'une condition d’extrémalité.

Dans ce qui suit, F désigne un espace de Banach séparable, de dual E’.
On note Bg et Bp les boules unités fermées respectives de E et de E', f(E)
(resp. csk(E), cwk(E)) les parties non vides de E qui sont fermées (resp. convexes
fortement compactes, convexes faiblement compactes), et Ri(E) (resp. Ry (E)),
I’ensemble des convexes fermés dont 'intersection avec toute boule fermée de
est fortement (resp. faiblement) compacte. Pour A C E, on note co(A) I'envelop-
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pe convexe fermée de A et ext(A) (resp. dent(A)) 'ensemble des points extrémaux
(resp. de dentabilité) de A (x € ext(A) si pour tout y, z € A tel que 1/2(y+2) =z
alors x =y = z; x € dent(A) si pour tout € > 0, x & co(A/B(x,¢))).

Soit (€2, F, ) un espace mesuré de mesure finie. Pour B € F, on note
FT(B)={AC B, Ae F, u(A) > 0}, lensemble FT(Q) sera noté FT.

Une fonction f: 2 — E mesurable et scalairement intégrable i.e., pour tout
2’ € E', la fonction Q — 2. f(w) est intégrable, est dite Pettis intégrable si pour
tout A € F, il existe x4 € E tel que, 2’.xq = [, &'.fdp, 2/ € E'. La dualité
entre E et E’ est notée ici par: z.2/, pour x € E et 2’ € E’. L’élément x4 noté
J4 [ dp, est appelé I'intégrale de Pettis de f sur A. L’application f € PL(u) —
1fllPe = supycp,, Jo |2’ f|dp définit une norme sur PL(p).

Une multifonction I' de 2 dans f(E) est mesurable si pour tout ouvert O de
E, Vensemble ' (0) ={w € Q, I'(w) N O # 0} € F. Lorsque F est u-complete,
I' est mesurable si et seulement si graphe(T') = {(w,z) € OxE, z € T'(w)} €
FRBg, ou Bg est la tribu Borélienne de E ([CV], 3.30), elle est dite scalairement
mesurable (resp. scalairement intégrable) si pour tout 2’ € E’, la fonction scalaire
w = 6*(2,'(w)) = supep(,) @'z est mesurable (resp. intégrable). Une multi-
fonction scalairement intégrable I' sera dite Pettis intégrable si toute sélection f
de T ie., f(w) € I'(w) u— p.p, scalairement intégrable est Pettis intégrable. On
note Slf) ¢, 'ensemble des sélections de I' qui sont Pettis intégrables, et pour tout

A € F, ’ensemble
[ ={[ ran rest},
A A

désigne l'intégrale de Pettis de I" sur A.
Rappelons qu’ une partie H C L]i est uniformément intégrable si

lim sup/ fdpu =10.
4=+ feH J{|f>al

Pour une fonction f € L}E, espace des fonctions Bochner intégrables, et pour
A € FT, Toscillation de Bocce de f sur A est définie par

Bof)/a = o [ 1 =mats)ldn .

ou ma(f) = ﬁ J4 fdp est la valeur moyenne de f sur A.
On rappelle les deux résultats importants suivants:

Théoréme 1.1. Une fonction mesurable scalairement intégrable f: Q — FE
est Pettis intégrable si et seulement si I'ensemble {z'.f, &' € Bp/} est uniformé-
ment intégrable dans L}, ([Mu], Théoréme 5.2). u
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Théoréme 1.2. Soit I': Q — cwk(E) une multifonction mesurable telle que
lensemble {0*(2',T"), 2/ € B/} est uniformément intégrable. Alors I’ensemble
8113 ¢ est non vide et séquentiellement compact pour la topologie de la convergence
simple sur L’ @ E'. En particulier si T est a valeurs dans csk(E) alors I'intégrale
Jo T est convexe compact dans E ([Cal], théoreme 4.2 et [Ca2], théoréme 4.4). u

2 — Définitions et résultats préliminaires

Soient f € Pi(u) et A€ F*. On appelle Pettis oscillation de Bocce de f sur A,
le réel noté P.Bo(f)/, défini par

P.Bo(f)/a = z/SequE/BO(x/‘f)/A = m/seug)El ,u(lA) /A |2'.f —ma(2’.f)| du .

Les propriétés suivantes se déduisent sans difficulté des définitions.

Proprietés 2.1. Soit f,g € Ph(u) et A € FT, alors
P.Bo(f)/a = P.Bo(—f)/a.

P.Bo(f +9)/a < P.Bo(f)/a + P.Bo(g)/ a- ,
P.Bo(f)/a < —/—= sup / 2. flduy < ——||fllpe. O
W=y o, ke s = e
Définition 2.2. Une suite (fi)r dans Pj(u) satisfait le critere séquentiel
Pettis Bocce si pour toute sous-suite (f,); de (fi)r, pour tout € >0 et B € F,

il existe un ensemble A € F*(B) tel que,

lim inf P.Bo(fy,)/a <e .o
j

Définition 2.3. Une partie H C Pg est dite scalairement Pettis unifor-
mément intégrable si 'ensemble {z’.f, 2’ € Bg/, f € H} est uniformément inté-
grable dans L%&. Elle est dite Pettis uniformément intégrable si

L s I Ty si>allpe = 00

Remarque 2.4.

1. Une partie H qui est Pettis uniformément intégrable est scalairement Pet-
tis uniformément intégrable. La réciproque n’étant pas vraie en général.
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2. Une partie H est scalairemant Pettis uniformément intégrable si et seule-
ment si elle est bornée dans Pi(u) et I'ensemble {2'.f, 2’ € Bg:, f € H}
est équi-intégrable dans L} i.e.,

lim /acfdu— hm supflAp—O
M(A)—’0+x€BE1 feH | | n(A)— | Iee

3. Si H et K sont deux parties de PL(u) scalairement Pettis uniformément
intégrables alors H + K 1’est aussi. o

Les lemmes qui suivent sont des extensions a I'espace P (1) de résultats simi-
laires donnés, dans [BGJ], dans le cadre des fonctions Bochner intégrables.

Les démonstrations que nous proposons nécessitent une adaptation des mé-
thodes utilisées dans [BGJ].

Lemme 2.1. Soit (fy)r une suite uniformément intégrable dans Pi(p).
On suppose que pour toute sous-suite (fy,); de (fx)x, pour tout ¢ > 0 et tout
B € F+, il existe un ensemble A € F+(B) tel que,

1
liminf sup —/ 2 fildy < e,
PR way L

alors la suite (fy)x converge vers 0 en norme dans P (u).

Démonstration: Soit (f;)r scalairement Pettis uniformément intégrable et
supposons qu’elle ne converge pas vers 0 dans Pp(u). Alors, 3¢ > 0, 3(f,); une
sous-suite de (fx)x tels que,

kajHP€>257 Vi

Il existe alors une suite (:r;] )j C By telle que,

[ 1y il > 22, ¥
Q

Puisque (f)x est Pettis uniformément intégrable, 'ensemble {|z’. fx|, ' € Bgr,
k > 1} est relativement o(L%, L) compact dans L. Soit g € L une valeur
d’adhérence de la suite (|a;§€jfkj\)] On a [,gdp > 2¢, et par conséquent
I’ensemble B = [g > 5] est de mesure > 0. Soit A € F1(B), alors on a

1
liminf sup —— T du > liminfi/ x5 fr.ld
j xeg’ | fk‘ Ho = j /J(A) A| k; fkj| 12
ol
= —— [ gdy > €.n
1(A) Ja
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Lemme 2.2. Si f € Pi(p), alors pour chaque ¢ > 0 et B € F*, il existe un
ensemble Ay € F1(B) tel que,

P.Bo(f)/a<e, VACA.

Démonstration: Soient f € Pi(u), € >0 et B € F'. Puisque f est forte-
ment mesurable, elle est limite y — p.p. d’une suite (f,), de fonctions simples
et en vertu du théoreme d’Egorov, la convergence est u-presque uniforme sur B.
Ainsi, 3A. € FT(B), Ing > 0 tels que, u(ASN B) < € et
€

(*) sup - sup o/, (o (w) ~ F@)]| < 3 -

' €Bpr Q€A
avec frny = Sor_q x; 14,, et (A;)5_, une partition finie de mesurables de B. Puisque
u(B) > 0, il existe au moins un indice ig € {1,..,k} tel que, p(A;, N Ae) > 0.
L’ensemble Ay = A. N A;, appartient & F1(B), et pour tout A C Ay on a,
P.Bo(fny)/a = 0, car ma(2. fr,(w)) = 2. fro(w), pour w € A et 2’ € E'. Et
d’apres les propriétés 2.1, on obtient

P.Bo(f)/a < P.Bo(fng — f)/a+ P.Bo(fn,)/
= P.Bo(fn, — [)/a

2 / /
< T, Lo S
< 2 s [ supla (fuglw) — S dn
B /’L(A) z'€Bpr JAwEA 0
2 €
< m#(A)§ = €.

Cette dérniere inégalité découle de (x). m
Lemme 2.3. Le critére séquentiel Pettis Bocce est invariant par translation.

Démonstration: Soit (fx)r C Pi(u) satisfait le critére séquentiel Pettis
Bocce et soit f € Pp(p), soient (fx;); une sous-suite de (fi)r, € >0 et B € F+.
D’apres le lemme 2.2, il existe Ag € F1(B) tel que,

(1) P.Bo(f)/a<5, VACA,
et par hypothese, il existe Ay € F1(Ap) tel que,
(2) liminf P.Bo(fy,)/a, < % :

J
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D’apres les propriétés 2.1, on a
P.Bo(fr; + f)/a, < P.Bo(fx;)/a, + P.Bo(f)/a, ,

lim inf P.Bo(fy,)/a, + P.Bo(f)/ 4, -
j

N

lim inf P.Bo(fy, + f)/a,
J
Et avec (1) et (2), on obtient

liminf P.Bo(fx;, + f)/a, < € .
J

Ainsi (fx + f) satisfait aussi le critere séquentiel Pettis Bocce.

3 — Critéres de convergence en norme dans P (u)

On peut a présent énoncer le résultat principal de cette section, qui est une
extention & I'espace Pi(p) du théoreme 5.11 de [BGJ].

Théoréme 3.1. Une suite (fx)r dans Ph(u) converge en norme de Pettis
vers fo € Ph(p) si et seulement si:
(1) (fx)g est scalairement Pettis uniformément intégrable;

(2) (fr)x satisfait le critére séquentiel Pettis Bocce;

(3) Pour tout B € F+, / frdp —>/ fodp, en norme dans E.
B B

Démonstration: Soit  (fi)k, fo une suite dans Pi(u) telle que,
1 fx — follpe — 0.

(1) Lasuite (fx)x étant bornée dans Ph(u), il suffit de vérifier que I'ensemble
{2'.fr, ' € Bgr,k > 1} est équi-intégrable. Soit € > 0 et kg > 1 tels que, pour
tout k > ko,

[ fx = follpe < €.

Pour tout A € F, on a

sup A!w'-fk\du <

$/EBE/,]€21
< swp sup [l (foldu+ sup sup [ (= fo)ldue + sup / 12’ fol du
k<ko :E’GB, k>ko x EBE/ x EB A
< :up || f — follpe + sup sup |2’ fe| dp + sup /Iw’-foldu-

k<ko z’€Bpy A z'€Bgr
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L’ensemble fini {fo, f1,..., fr—1} étant scalairement Pettis uniformément inté-
grable, les deux dérniers termes tendent vers 0 lorsque p(A) — 0. Donc

IA
™

lim sup /]a:'.fk\d,u
#(A) =0 k>1 2B, J A

€ > 0 étant arbitraire, on en déduit que

lim sup / 2. fildy = 0.
wA)=0t wre B k>1 A’ |

(2) Soient (fy;); une sous-suite de (fx)x, € >0et B € FT.
Comme fy € Pi(p), il existe par le lemme 2.2, un ensemble Ay € FT(B) tel
que,
P.Bo(fo)/a<e, VYACA.

Utilisant les propriétés 2.1, on a

PBo(fi,)/ a0 < PBolfr, — fo)/ao + PBo(fo)/
< M(?M Vi, — follpe + P-Bo(fo)  ay

et par passage a la limite inférieure, on en déduit

o 2 .
liminf P.Bo(fy;)/ 4, < ——— lim||fx; — follpe + P-Bo(fo)/a, < € -
j p(Ao) i

(3) Soit B € FT, puisque les fj et fo sont dans Pi(u), alors on a

|y ean= o] = gup ([ s f, o)

< swp [ 17 (fe— fo)ldn
I/EBE/ B
< N fk = follpe -
D’ou limy || [5 fudp — [5 fodu|| = 0, et la convergence est méme uniforme en

B € F. Réciproquement, soit fo € Ph(u) et (fi)r une suite dans Ph(p) qui
vérifient les conditions (1), (2) et (3), la suite (fx — fo)r est encore scalairement
Pettis uniformément intégrable et satisfait le critere séquentiel Pettis Bocce. Donc
si (fk;); est une sous-suite de (fg)r, € > 0, et B € FT, il existe un ensemble
A € F*(B) tel que,

(xx) limjian.Bo(fkj —fo)/a<e.
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]‘ /
sup m/Arx«fkj—fo)\du <

x'€Bgr
S s, A o (fiy = fo) = mala’- (i, = S| d
zsetgz /’mA Tk, —fo)]’
= P.Bo(fi, — fo)/a + sup malaz’ (fkj—fo)}’
1 /
= L v | + Pet, s

= P.Bo(fy; — fo)/a + H/ Jr; d _/AdeHH '

En passant a la limite inférieure, on obtient

1
liminf sup ———~ / 2 (fr, — du <
j :E’GBPE/ ,U(A) A| (fkg f0)| 12

< hmmfPBo( — fo)/a + hm—H/ Jr; dp — /fod,uH < e.

Combinant la condition (3) de I’énoncé et la relation (*x), on obtient

liminf sup —— \:L’ fr; — fo)ldp < ¢
J mEBE/

On conclue alors par le lemme 2.1. n

Lorsque la suite (fi)r est Pettis uniformément intégrable, on peut affaiblir la
condition (3), du théoreme 3.1, qui exprime la convergence en norme dans F de
la suite des intégrales de Pettis ([5 fr dp)r, pour tout B € F. Introduisons la
définition suivante:

Une partie H C Ph(u) est Ri(E)-tendue (resp. Ry, (E)-tendue), si pour tout
e > 0, il existe une multifonction mesurable I'. & valeurs dans Ry(E) (resp.
Rw(E)) telle que,

sup u({w €w, f(w) ¢Fs(w)}) <e.
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Lemme 3.1. Si H C P}(u) est Ry (E)-tendue et Pettis uniformément inté-
grable, alors pour tout B € FT, I'ensemble Ap = { [ fdu, f € H} est relative-
ment compact dans F.

Démonstration: Il suffit de vérifier le résultat pour B = £, puisque les
ensembles tronqués Hlp = {flp, f€ H} sont également Ry (F)-tendus et Pettis
uniformément intégrables. Soit € > 0, d’apres la remarque 2.1, il existe a > 0 et
6 > 0 tels que,

(1) ;gng igisal] p, < 5 -
2) WA) <5 = ]sclelgHﬁA' < % .

Comme H est Ry(E)-tendu, il existe une multifonction I's: Q — Ry (F) mesu-
rable telle que,

(3) ?23“({‘”’ f(w) ¢F5(w)}) < 9.

La multifonction T'c = ¢éo((I's N B(0,«)) U {0}) est mesurable, Pettis intégrable
([He], [CV]) et & valeurs dans csk(E). D’apres le théoreme 1.2, I'intégrale [, T'-
est convexe compact de F, et par conséquent I’ensemble

Ag:{/ fdu,feH}
[felsIN[IflI<a]

est relativement compact dans F, puisqu’il est contenu dans [, I'.. Pour montrer
que Agq est relativement compact, il suffit de vérifier que Aq C A, + ¢ Bg. En
effet,

/ Jdp —/ fduH =
Q [rers)nlIflI< o]

- &
(F&r Ul f >l

< sup/
z'€Bpr J[fETs] U]l fl1>a]

< s [ fldpt s [ ol fld
weBy Jifers] 'eBy JllIfl>a]

pe T Hfl[\|f||>a]‘

=" f| du

[ F1isery e

+ =€.n

| ™
N ™
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Voici une variante “compacité faible” du lemme précédent.

Lemme 3.2. Si (fn)n C Ph(u) est une suite Ry, (E)-tendue et Pettis unifor-
mément intégrable, alors pour tout B € F*, la suite ([ fndp), est relativement
faiblement compacte dans E.

Démonstration: La démonstration est identique a la précédente avec les
modifications suivantes: I'c est maintenant a valeurs dans cwk(FE) et la suite
(fnl{f,er.))n est relativement compacte pour la topologie de la convergence simple
sur Ly ® ', d’apres le théoreme 1.2. En particulier la suite ([, fnljs, er.) dit)n
est relativement faiblement compacte dans E. On procéde pour la suite comme
dans le lemme 3.1. n

Théoréme 3.2. Soient fo€ Ph(u) et (fx)x une suite dans Py (p). On suppose
que

(fx)r est Pettis uniformément intégrable;

(fx)r est Ri(E)-tendue;

(fr)x satisfait le critére séquentiel Pettis Bocce;

Pour tout B € F*, [ frdu — [ fodp, faiblement dans E.

Alors (fx)r converge vers fy en norme de Pettis.

Démonstration: Il suffit de montrer que les conditions du théoreme entrai-
nent la convergence en norme dans E de la suite ([5 fr du)i vers [5 fodp, et
d’appliquer le théoréeme 3.1. Les hypotheses (1) et (3) impliquent que 1’ensemble

0 = {/g frdu, k > 1} est relativement compact dans E. Comme en plus on a,
z'.([g fredp) — ' .([5 fodu), pour tout 2’ € E’, on en déduit que

H/ fkdu—/ foduH—>0, VBeFt .
B B

Ce qui termine la preuve. n

4 — Condition d’extrémalité et critére de Bocce

Théoréme 4.1. Soit I': Q— csk(E) une multifonction mesurable, (fy)n C SE
et f e P]%(,u). On suppose que les conditions suivantes sont vérifiées:

(i) (fn)n est Pettis uniformément intégrable;

(ii) {6*(«/,T), o’ € Bg/} est uniformément intégrable;



CRITERE DE BOCCE ET CONVERGENCE EN NORME DE PETTIS 435

(iii) Pour tout B € F, / fndu —>/ f du, faiblement;
B B

(iv) f(w) € cat(D(w)) p—pop.

Alors la suite (fy,)y satisfait le critére séquentiel Pettis Bocce.

Démonstration: On se raméne par translation au cas f = 0. Supposons
par contradiction qu'il existe B € F T et une suite extraite de (f,), encore notée
(fnu)n tels que pour tout A € F+(B),

(% % %) liminf P.Bo(f,)/a =€ > 0.

Pour tout n > 1, posons:

g
O ={wew lh@l>},
gn:fnlﬂ"a hn:fnlﬂfl .

Comme les suites (gp,)n et (hy )y, sont dans 81135 € qui est séquentiellement com-
pact pour la topologie de la convergence simple sur Lg® ® E’, d’apres ([ACV1],
théoreme 4.2), on peut extraire deux sous-suites, que nous continuerons encore de
noter (gn)n et (hn)n, qui convergent pour cette topologie vers g € SII?E Ceth e S{; ¢
respectivement. On en déduit aussitot que ¢ = h = 0 u — p.p, puisque f, — 0
simplement sur L ® E’ et puisque 0 € ext(I'(w)) p — p.p.

Posons Q ={w e Q, ['(w)/B(0,%) #0}, et soit la multifonction ¥(w) =
co(I'(w)/B(0,§)) qui est de graphe (2 N F) ® Bg-mesurable, a valeurs dans
csk(E) et de plus 0 ¢ X(w), pour tout w € £, car I'(w) est compacte et donc
0 € dent(I'(w)) p — p.p. D’apres le théoreme de Hahn-Banach, la multifonction
®(w) = {2’ € B, 6*(2',%(w)) < 0}, définie sur , est & valeurs non vides, et
comme Bpr est compact métrisable pour la topologie de la convergence compacte
et X(w) € csk(E), la fonction (w,z’) — §*(2’, X(w)) est mesurable en w et con-
tinue en 2. Par conséquent et en vertu de ([CV], lemme 3.14), la multifonction
® est de graphe (2N F) ® Bp,,-mesurable, donc admet une séléction mesurable
o: Qv Bpgr. Soit (ok)x une suite de fonctions simples convergente p — p.p vers
¥ sur €. On a donc, pour tout w € €,

ligé*(ok(w),E(w)) = 0"(0(w),X(w)) < 0.

Comme par ailleurs (fy,), est Pettis uniformément intégrable, il existe n > 0 tel
que,

3
AeF, pA) <n = suplfalallpe < ¢ u(B) .
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D’apres ([ACV1], lemme 3), il existe a < 0, ko > 1 tels que, pour tout k > ko,
) * 77
,u({w € Q, 6" (o (w), X(w) > a}) <5

Fixons k > kg et posons Ay = {w € Q, §* (04 (w), X(w)) < a}, alors p(ANQ) < 2,
et puisque g, € 856. Pour tout w € A on a alors,

limsup oy (w).gn(w) < a .
n

Ensuite, comme g, — 0 pour la topologie de la convergence simple sur Lg® @ E’
et oy étant simple, la suite (0k.gn)n converge vers 0 pour la topologie faible
o(Lk, L) et, grace a ([D.M], théoreme 2.26), elle converge en mesure vers 0 sur
A;. 1l existe alors, un entier ng tel que, pour tout n > ny,

n({w € A, op(w).gu(w) <a}) < g .
Par suite,
p(n N B) < u(
< u({w e 4N B, gaw) #0}) + u(45N Q)
n({w € Ak, op(w).gn(w) < a}) + u(A5 N Q) .

I en résulte que p(£2, N B) < n, pour tout n > ng, et par (x * %) et d’apres les

propriétés 2.1, on obtient

€ = limnian.Bo(fn)/

ap [

x'€Bgy

< liminf
n

2
< liminf —— | sup / |2’ fn| du + sup / 2’ fu| du
n IU’(B) x’EBE/ BNy, I/EBE/ BQQ%

. 2 €
< hmnlnfi | fulBro, llpe + 5 -

1(B) 3
On en déduit 'existence d’un entier n; > 1 tel que, pour tout n > nq,
2 25
e < —— 1 —
= /J(B) ||fn BNQy, ||Pe + 3

Soit n > ng, ny, alors

%u(B) :

Finalement on aboutit & la contradiction e < %5 + % =c.n

p(BNQ) <n et | falpne,llre <
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Remarque 4.1. Sous les hypotheses (i), (ii), (iii) et (iv) et d’apres le
théoréme 3.2, on déduit la convergence en norme de Pettis de la suite (f,)n
vers f. Donc le théoreme 3.2 contient le lemme 2.3 de [ACV2]. o

Le résultat suivant est une version du lemme d’Olech dans le cas Pettis ou la
condition d’extrémalité est remplacée par le critere Pettis Bocce.

Théoréme 4.2. Soit I': Q +— csk(F) une multifonction mesurable et soit
(fn)n C SE€ vérifiant,

(i) {6*(«/,T), 2/ € Bp/} est uniformément intégrable;

ii) (fn)n est Pettis uniformément intégrable;

(ii)
(iii) (fn)n satisfait le critére séquentiel Pettis Bocce;
iv)

t

Alors il existe une séléction f de I telle que,

li}Ln/ fndu = e, pour la topologie faible o(E', E).

ez/fdu et fo—fllpe—0.

Démonstration: (f,), C 8113 ¢, donc d’apres le théoreme 1.2, on peut ex-
traire une sous suite (f,,, )k, de (fy)n, qui converge vers un élément f de S&¢ pour
la topologie de la convergence simple sur LY ® E'.

Par (i), il suit que e = [, f du. La suite (fy, )r est aussi Pettis uniformément
intégrable et satisfait le critere séquentiel Pettis Bocce, donc en appellant le
théoréme 3.4, elle converge vers f en norme de Pettis. D’apres ce qui vient d’étre
établi, toute sous suite de (f,,), admet une sous suite qui converge en norme de
Pettis vers f, alors on peut conclure que

”fn_fHPe_)0~.

Cette version du lemme d’Olech n’assure pas 'unicité de la séléction comme
le fait la version avec la condition d’extrémalité ([ACV2], théoreme 2.4).
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