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Resumen

En este articulo se proponen dos métodos para estimar celdas vacias
y para imputar datos faltantes en disefios conectados en un experimento
multifactorial, a partir del modelo de medias de celdas modificado.

La primera propuesta tiene como soporte tedrico el método de cova-
rianza de Bartlett con base en el modelo de medias de celdas con res-
triccién de efectos; la segunda se basa en la estimacién por minimos
cuadrados con restricciones de no interaccién. Ademads, se presenta una
expresién general para estimar celdas con informacién faltante, con cual-
quiera de los métodos propuestos. Se demuestra que el estimador obtenido
por el método de covarianza coincide con el de minimos cuadrados con la
restriccion de no interaccién entre los efectos. Se propone una metodo-
logia para determinar el nimero minimo de celdas que se deben estimar
para que el disefio se conecte, y ademds se muestra cudles celdas son las
que se deben imputar para lograr la conexién. Una vez hecha la impu-
tacién de la informacién faltante, se plantea el andlisis de varianza con
los ajustes respectivos en las sumas de cuadrados. Por tltimo, se ilustra
la aplicacién de las propuestas con un ejemplo numérico a tres vias de
clasificacién, sin interaccién, con efectos fijos.
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Abstract

In this paper we propose two methods to estimate empty cells and
to impute missing data in connected designs. The first is supported on
Bartlett’s covariance method on the basis of cell means model with effect
restriction; the second is based on the least squares estimation method
with no interaction. A general expression is proposed to estimate cells
with missing information. The equality of the estimators obtained by
these methods is demonstrated and a lower bound to the number of cells
needed to be estimated, so that the design is connected, is calculated.
The adjusted anova is presented and finally, a 3-way no interaction fixed
effects model is used to illustrate the two methods.

Keywords: Connected designs, cell means models, estimable functions,
restriction model, unbalanced designs.

1. Introduccidon

En el estudio de disenios de experimentos se hace uso de modelos superpa-
rametrizados y modelos de medias de celdas. La estructura de los datos puede
ser balanceada o desbalanceada, y aun mas, de acuerdo con la naturaleza del
problema y la complejidad del experimento, puede haber celdas vacias, cuya
presencia, por lo general, no es planteada por el investigador y se debe mas a
causas ajenas al experimento que a las condiciones propias del material expe-
rimental.

Cuando hay celdas vacias, no todas sus medias asociadas son estimables vy,
en consecuencia, las hipétesis sobre combinaciones lineales de medias pueden
no tener ningun interés practico o no tener solucién dentro de la teoria general
de las hipotesis lineales. Sin embargo, si se imponen restricciones sobre las
interacciones de efectos, es posible conectar el diseno y tener todas las hipétesis
efectivas de interés préactico para la investigacion.

Imponer restricciones para lograr que el diseno se conecte, debe ser una
tarea conjunta entre el experimentador y el estadistico. En un arreglo factorial
con tres factores, por ejemplo, puede suceder que la condicién de no interaccién
entre los tres factores sea suficiente para que el disefio se conecte; si esto no
se logra, se debe imponer restricciones de no interaccién sobre algunos efectos
dobles procurando asi conectar el diseno para poder estimar algunas medias de
celdas donde inicialmente no se tenia informacién.

La disponibilidad de paquetes estadisticos ha permitido manejar, dentro
del marco del modelo lineal general, el andlisis de varianza con modelos multi-
factoriales con presencia de celdas vacias. Sin embargo, se debe tener extremo
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cuidado con el uso de aquellos paquetes que no hacen referencia explicita a las
expresiones utilizadas para calcular las diferentes sumas de cuadrados, lo cual
dificulta la identificacién de las hipdtesis asociadas a los factores e interacciones
del arreglo.

En estudios experimentales multifactoriales, las celdas vacias generan pro-
blemas para identificar las funciones estimables. Desde la década de los 60 se ha
venido trabajando en este tema, destacandose el trabajo de Weeks y Williams
(1964) como marco para la identificacién de funciones estimables en modelos
a n-vias de clasificaciéon. A pesar de los avances logrados en el tema, como se
muestra en Dodge (1985), no hay consenso en cuanto a las metodologias que
conllevan tanto a la identificacién de funciones estimables, como a la estimacién
de celdas vacias.

Cuando hay informacién con celdas vacias, surge la preocupacién por esta-
blecer con claridad el conjunto de medias de celdas estimables, y la base de las
funciones estimables. La naturaleza de estas funciones depende de si el modelo
puede conectarse, puesto que esta propiedad se relaciona con la cantidad de
informacion que se pierde por las celdas vacias y la que queda disponible para
el analisis.

El concepto de conectés fue introducido por Bose y Srivastava (1964) quienes
la definieron para modelos a dos vias de clasificacién, estableciendo una cadena
entre bloques y tratamientos. Para el modelo de bloques, por ejemplo, dos
celdas cualesquiera, (i,7) y (r,t), se dicen conectadas si se puede pasar de una
a la otra a lo largo de una fila (o columna) de celdas observadas; el camino
puede ser descrito como:

(,4) = (i,0) = (u,v) = (u, 1) — (r, 1),

donde, todas las celdas en el camino contienen informacién. Si esta condicién
se tiene para todas las parejas de celdas observadas, el disenio se dice conectado.

Para el caso de informacién con celdas vacias, Searle (1971) y Graybill
(1976) describen la conectés para modelos a dos vias de clasificacién, donde
es posible llevar a cabo la estimacién de las medias correspondientes a celdas
vacias, y ademés proponen una metodologia simple para determinar la conectés.
Searle (1987) presenta para el caso de dos factores la conectés geométrica, la
cual suministra un método directo para determinar si los datos de un modelo
a dos vias de clasificacién son conectados. En el caso de la conectés a n vias de
clasificacién Weeks y Williams (1964), Murray y Smith (1985), Birkes (1976)
y Dodge (1985) describen diferentes métodos para encontrar si un conjunto de
datos obtenidos a partir de arreglos factoriales estd conectado; ademas ilustran
la forma de encontrar la base generadora de las funciones estimables, cuando
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se tienen arreglos con celdas vacias.

En este articulo inicialmente se estudia el método de conectés descrito en
Murray y Smith (1985), cuando se tiene el modelo de medias de celdas pre-
sentado en Hocking (1985). La técnica de conexién se basa en el modelo de
medias de celdas modificado, imponiendo restricciones de no interaccién entre
efectos, con lo cual se reduce su dimensionalidad. En el modelo con restriccio-
nes, se examina el rango de la matriz diseno; si es de rango completo, el disenio
es conectado; en el caso contrario, se debe determinar el niimero de celdas por
estimar para conectar el diseno y realizar luego los anélisis respectivos sobre los
diferentes factores de interés. En este articulo se proponen dos métodos estimar
celdas vacias, sujetos a la restriccién de no interaccion.

2. Conceptos basicos de modelos lineales

En este apartado se muestran algunas ideas basicas sobre modelos linea-
les superparametrizados, como marco teérico inicial para el desarrollo de esta
propuesta.

El modelo lineal presentado en Graybill (1961, 1976), Searle (1971, 1987),
Hocking (1985), estd dado por:

Y =X0+e, (1)

donde: Y,,»; es un vector de variables aleatorias, X,,x, es una matriz conocida
(matriz de disefio) de rango k¥ < min{n,p}, 0,x1 es un vector de pardmetros
desconocidos y e,x1 es un vector de variables aleatorias no observables. Se
supone que e ~ N (0,02I).

El modelo de medias de celdas estudiado, entre otros, por Speed (1978),
Hocking (1985, 1996), Searle (1987) y Murray y Smith (1985), estd dado por:

V=Wpu+e, (2)

sujeto a
Gu=g, (3)

donde, Y y e son vectores descritos en (1), W es una matriz de incidencia
de orden n X p que asocia las observaciones con sus valores medios e indica
el nimero de observaciones con media p;;...s, ¢ es un vector de p medias po-
blacionales desconocidas y G una matriz s X p, de constantes desconocidas de
rango s, la cual representa las relaciones lineales conocidas sobre las medias de
celdas, especificando contrastes sin interaccion.
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Si no hay celdas vacias, W tiene rango columna completo. Si las hay, en-
tonces W tiene una columna igual a cero por cada celda vacia y p mantiene su
estructura; es decir, mantiene el mismo ntimero de pardmetros como si todas las
celdas hubiesen sido observadas. En la siguiente seccion se presenta el método
de Murray y Smith, soporte para el desarrollo de los métodos propuestos.

3. Meétodo de Murray y Smith

El investigador, por lo general, esta interesado en saber si los pardmetros
pueden ser estimados con la informacién disponible. En el caso de celdas vacias,
la estimacion de parametros y la formulacion de hipétesis sobre los pardametros,
depende de que el diseno se pueda conectar, al imponer restricciones especificas
sobre éste. Si los datos del experimento son conectados con respecto al modelo
original, entonces pueden ser estimados y ademas, el investigador puede plan-
tear todas las hipdtesis de interés practico para la investigaciéon. El método
basado en el modelo de medias de celdas modificado presenta adicionalmente
una prueba simple para determinar si el diseno es conectado.

El modelo de medias de celda modificado es més 1til que el modelo (2) y
(3) cuando hay celdas vacias. Se obtiene sustituyendo el conjunto de contrastes
Gu = 0, directamente dentro del modelo, con lo cual se reduce su dimen-
sionalidad. Para ello se hace un reordenamiento de las columnas de G como
G = [G1 | G3], donde G2 es una matriz s X s de rango s y (G; una matriz
de orden s x (p — s). Las filas de u se particionan en correspondencia con la
particién de G: p/ = [u] | pb]. Entonces, el contraste Gu = 0 implica que

Gp = Gipy + Gapz = 0. (4)

Como G5 es de rango completo, existe una solucién tnica para po en términos
de p1, dada por:

pz = —G3 Gy (5)

G se elige arbitariamente, pero debe ser una matriz no singular. En muchas
situaciones experimentales es ficil encontrar el conjunto de medias para p; y
2, lo cual lleva a que la matriz G2 sea no singular y por lo tanto invertible.

La particién de p es independiente de los datos obtenidos; en particular, es
independiente del nimero de celdas vacias (m) y de su localizacién. La particién
s6lo depende de G y de las relaciones lineales entre las medias involucradas;
asi que esta particién estd basada en cémo se concibié el experimento y no en
cémo se realizo.
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La particién (4) lleva a un reordenamiento de la matriz de incidencia W,
en concordancia con las particiones de G y de u, es decir, W = [W; | Wa]; asf,
al sustituir (5) en (2), se llega al modelo de celdas modificado, més 1til que (2)
y (3) cuando hay celdas vacias. Por otro lado, si se sustituye (4) directamente
dentro del modelo, se llega al modelo particionado:

Y = [Wy | Wa] <Z;> +e (6)
= (W1 | Wo] (—GQIIGJ 1 +e (7)
=Vu +e, (8)

donde V = W) — WyG5 Gy, es de tamafio n x (p — s). En (8) si el rango de
V es (p — s), entonces V'V es no singular y se puede aplicar el método usual
de minimos cuadrados para modelos de rango completo sin restriccién para la
solucién de pq, y entonces el MELI(111) es

in=(V'V)TVY, (9)

yel MELI(us) es
fiz = =G5 ' G i (10)

Cuando no hay celdas vacfas, el rango de V' es (p — s), las soluciones (9) y
(10) siguen siendo los tinicos M ELI de p1 y po y la solucién de pardmetros es
entonces i = {1} | f15)'. Si el rango de V' es menor que (p — s), escencialmente
se tiene el mismo problema del modelo superparametrizado cuando la matriz
X no es de rango completo. En Murray y Smith (1985) y Hocking (1985) se
muestra que cuando hay celdas vacias, el modelo descrito por (2), (3) y (8) es
conectado si V tiene rango columna completo.

Es conveniente tener en cuenta los siguientes puntos cuando se hace uso del
modelo de medias de celda modificado:

i. G puede obtenerse de infinitas formas, para un conjunto especifico de
contrastes.

ii. Segin Murray (1986), puede ser complicado encontrar la submatriz G
cuando el nimero de contrastes es grande, lo cual complica también la
particién de la matriz G.
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3.1. Estimabilidad y conectés

El concepto de estimabilidad en el modelo de medias de celdas es simple y se
puede sintetizar en la siguiente pregunta: jhay suficiente informacion disponible
para estimar funciones lineales de las medias de celdas? La respuesta a esta
pregunta es muy sencilla si todas las celdas son observadas; sin embargo, cuando
hay celdas vacias y se encuentran relaciones apropiadas entre las medias de
las celdas teniendo en cuenta la restriccion Gu = g, entonces el problema
importante se centra en la estimacion. El método relaciona la estimabilidad de
las medias de celda con el concepto de conectés y posteriormente se desarrolla
una prueba simple para la estimabilidad de p cuando el diseno se ha conectado,
basado en el modelo (8). La siguiente definicidn ilustra el concepto de conectés
segin Hocking (1985, 1996).

Definicién 3.1. Un experimento conformado por un conjunto de datos y un
modelo de medias de celdas asociado, (modelo M) como en (8), se dice conec-
tado si u es linealmente estimable, de forma unica.

Se puede notar en las definiciones dadas por Searle (1971, 1987) y Weeks
y William (1964) que la conectés se restringe a modelos de efectos principales,
mientras que la definicién 3.1 se aplica a cualquier modelo de medias de celda
con o sin restriccién (Murray y Smith, 1985).

Un conjunto particular de datos puede ser conectado por un modelo y no
por otro. Por ejemplo, en el modelo de clasificaciéon con tres factores, se tienen
varios niveles de conectés dependiendo de la restriccion necesaria para alcanzar
la estimabilidad de p. La condicién de no interaccién entre los factores puede ser
suficiente para obtener la estimacién de todos los p;;, cuando hay celdas vacias
en un diseno a tres vias de clasificacién. Si ésta no es suficiente, entonces la
imposicion de restricciones sobre una o mas de las interacciones de dos factores
puede conducir a la estimabilidad.

Un nuevo criterio para establecer la conectés, basado en el modelo de medias
de celdas modificado (8) y la definicién 3.1, es objeto del siguiente teorema,
propuesto y demostrado por Murray y Smith (1985):

Teorema 3.1. Para el modelo (2) y (3) el experimento es conectado si 'y sélo
siV =W, —WaGy LG, tiene rango columna completo, es decir, el rango de V
esp—s<n.

Si V tiene rango columna completo, entonces el experimento es conectado, p
es linealmente estimable en su totalidad y el andlisis original puede ser llevado
a cabo como se plane6. Si V no tiene rango columna completo, entonces el
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experimento no es conectado, u no es linealmente estimable y el andlisis original
no puede realizarse. En este caso el modelo de medias de celdas (2) y (3) no es
de rango completo.

3.2. Expresién matricial para la restricciéon de no
interaccion

En Murray y Smith (1985) se presenta una expresién matricial conveniente
para la restriccién de interaccion en el modelo de dos vias de clasificacién:

Da ® Dba (11)
donde D; esta definido por:
D;=(Ii—1 | =Ji-1)- (12)

I;_1 es la matriz identidad de dimensién ¢—1y J;_1, el vector columna de unos,
de longitud ¢ — 1. El uso de estas matrices D; es conveniente para describir las
restricciones que involucran interacciones de orden dos o superior.

Esta idea puede ser generalizada para n-vias de clasificacién con factores
con m; niveles, 1 =1,2,...,n.

Sea
D; silaint i6n invol 1 factor ¢
M, = { J/l si la interaccién involucra el factor 4, (13)
i en caso contrario,
entonces la matriz de restricciones (3) para una interaccién dada es:
G=M QM ® - Q@ M,. (14)

4. Meétodos propuestos para estimar las celdas
vacias

En esta seccién se presentan dos métodos diferentes para estimar las celdas
vacias teniendo como base, en primer lugar, el modelo de covariable con restric-
cién a través del modelo de medias de celdas. El segundo método, permite la
estimacién de datos faltantes cuando se imponen restricciones de no interaccion
al modelo, pero la estimacion se hace con minimos cuadrados ponderados. En
los dos casos, para que el método sea aplicado, se requiere que el diseno sea
conectado; cuando no lo es, se deben tener en cuenta algunas consideraciones
adicionales.
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4.1. Meétodo de estimacion por minimos cuadrados con
restricciéon

Para implementar el método, se considera el modelo presentado en (2) su-
poniendo que hay m celdas vacias; luego, se realiza una particién del vector

Y = (yl), donde y; se arregla de tal forma que contenga la informacién ob-
Y2

servada y y2 sea el vector asociado con la informacién faltante. En forma similar
se hace la particién de la matriz W, de tal forma que las matrices de diseno
W1 y Wy se asocien con la informacién observada y faltante respectivamente.
Se puede escribir ahora (2) como:

(Z;) _ (%) ite, (15)

Se hace luego una particién adicional de las submatrices Wy y Wy, que
corresponda con la particién de la matriz de restricciones G. Asi, (15) se escribe

como
i) _ (Wi Wi\ (i te
Y2 War  Waa H2 ’

donde Wiy, Wio, Way, Wag son de orden (n—m) x (p—s), (n—m)x s, mx (p—s),
m X s respectivamente. Esta particion lleva a los siguientes modelos:

sujeto a la restriccién (4).

y1 = Wi + Wiapz + €1 (16)
Yo = Warpr + Waapa + e2, (17)

sustituyendo (5) en (16) se obtiene:
y1 = Wi — W12G51G1u1 + ey,
la cual también puede expresarse como:
1 = Vipr +eq, (18)
donde, Vi = Wy — W12G§1G1 es una matriz de orden (n —m) x (p — s), 1

es la submatriz de indicadores con las restricciones de no interaccion asociada
a los datos observados.

El estimador de minimos cuadrados de p; en el modelo (18) es:

fin = (V{V1) ™ Viy. (19)
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Por otra parte, sustituyendo (5) en (17), se llega al modelo:
Yo = Warpiy — WaaG5 'Gip + eq,

que puede reducirse a:
Y2 = Vop1 + e, (20)

donde V5 = Wy — W22G2_1G1 es una matriz de orden m x (p — s), que corres-
ponde a la submatriz de indicadores con las restricciones de no interaccion
correspondiente a los datos no observados. A partir del modelo (20) y del es-
timador para p1, obtenido en (19), se encuentra la expresién alternativa para
la estimacién de informacién faltante, cuando se imponen restricciones en el
modelo:

Yo = Voin = Va(ViV1) "' Vy1. (21)

El estimador presentado en (21) depende del vector de datos observados y de
las matrices Vo y V3.

Es importante determinar cudntas celdas deben ser estimadas para que el
diseno se pueda conectar, pues la conectés del diseno garantiza la posibilidad
de aplicar los resultados encontrados en (21). Para ello, se realiza una nueva
particién del vector de datos faltantes y». De esta manera se determinan las
celdas que no se pueden conectar. El conjunto de estas celdas indica las que
deben ser estimadas para lograr la conectés. Asi, una vez lograda la conexién,
se puede utilizar el método de estimacion por minimos cuadrados sujeto a la
restriccién para estimar estas celdas vacias o el método de covariable sujeto a
la restriccién de no interaccion, propuestos en este articulo.

Si se realiza la particion yo = <y3>7 donde y3 corresponde a las celdas que
Ya

se pueden conectar y y4 a las que no, entonces el modelo (20) se puede escribir
como:

Y2 = <y3> = Vour + ez (22)
Ya

Si ahora se particiona la matriz V5 de forma que corresponda a la particién
hecha para y-, el modelo anterior se puede escribir como:

Y3 V3 €3
= , 23
<y4) (V4> ot (e4> 23)
o en forma explicita los modelos:

i) y3 = Vau1 + es.  Este modelo se puede conectar y, en consecuencia,
todas las celdas vacias son estimables.
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i) y4 = Vaur + e4.  Con este modelo se debe determinar el conjunto de
celdas no conectadas para estimarlas y lograr la conectés. La estimacién
de p1 se encuentra con if = (V{V1)~ V{ y1, donde (V{ V7)™ es una inversa
generalizada. La solucién para las celdas desconectadas es entonces:

91 = Va(ViVi)~ V{ 1. (24)

En un diseno desconectado, las estimaciones negativas o cero para los datos
faltantes, obtenidas por el proceso de estimacién descrito, son las que generan la
desconectés del diseno. En el caso de disenos conectados, el método propuesto
es una buena alternativa para la estimacién de los datos faltantes.

4.2. Metodologia para determinar el niimero de celdas
por estimar para conectar el diseno

Para determinar el nimero de celdas vacias que deben ser estimadas para
conectar el diseflo, es necesario encontrar en (24) el niimero filas que convierte
la matriz V/V; en una de rango completo, ya que siendo singular, el diseno es
desconectado. La diferencia entre el nimero de filas de la matriz V/V; y su
rango determina el niimero de celdas que es necesario estimar para tener un
disenio conectado. Ademas, es posible desarrollar una expresién algebraica que
permite determinar las filas de V4 en el modelo (20) que causan la desconexién
del diseno.

Como V5 es una submatriz de indicadores con las restricciones de no inter-
accién, asociada a los datos no observados, la matriz V* = Va(V/Vi)~ (V{17)
contiene las filas que corresponden a celdas conectadas y no conectadas. Al
establecer una correspondencia de filas entre la matriz Vo y V*, aquellas cuyos
elementos coinciden corresponden a las filas de las celdas que se conectan, en
tanto que las filas que no coinciden, corresponden a las filas de las celdas no
conectadas.

Por otra parte, Va(V{Vi)~ (V{Vi) = V3, pues las filas de V3 son combina-
ciones lineales de las filas de V7, ya que en esta matriz se encuentran las celdas
que se pueden conectar.

Las filas de la matriz V3 son precisamente las que corresponden a las celdas
conectadas, mientras que el resto son las que generan la desconectés del diseno
y por esta razén deben ir en la matriz V. Las filas de V5 que no coincidan con
sus correspondientes en la matriz V* estdn determinando las celdas se deben
ser estimadas para conectar el diseno.
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4.3. Meétodo de estimacion por covariable sujeto a
restricciéon

En esta seccion se presenta el segundo método propuesto, denominado méto-
do de estimacion por covariable, sujeto a la restriccion de no interaccion entre
efectos. Con él se llega a una expresién para la estimacién de celdas vacias que
coincide con la obtenida por minimos cuadrados, como se muestra en la seccion
4.4.

Se considera el siguiente modelo de medias de celdas con covariable:

« [y _ (W
Y —<0>—<W2>u+2'y+e, (25)

sujeto a la restriccién (4) con jiz dado por (10).

En este caso la matriz W se particiona como en la seccion 4.1, de tal forma
que corresponda con la particién hecha de la matriz de restricciones G, y como
por el método de covariable y, = 0, entonces se tiene el sistema:

()= G ) ()« (G)oee oo

donde Wiy, Wia, Way y Wag son matrices de orden (n—m) X (p—s), (n—m) x s,
m X (p—8) y m X s respectivamente.

De (26) y sustituyendo por la expresién obtenida para ps en (5) se tiene
que:
(1 Wi —W12G2_1G1N1> < O )
= l + +e. 27
(O) <W21N1 —Waa G, "G -1)7 27)

De (27) se obtiene el modelo presentado a continuacion:

« _ (y1\ _ (W1
Y <0>(V2>M1+Z'y—f—e7 (28)

donde, V;, = Wy — W12G;1G1 matriz de orden (n —m) x (p — s), Vo =
0]

) ,con I = 1I,.

Wo1 — ngGQ_IGl una matriz de orden m X (p—s) y Z =
Reescribiendo (28) se obtiene:

Y*=Vm+Zy+e=(V Z) (Lfyl>+e. (29)
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Las ecuaciones normales para el modelo (29) se obtienen premultiplicando

V! 14
por <Z’>’ donde se satisface que (Z’

() =(@)w 2() Gv) = (v 22) ()

lo cual lleva a los siguientes modelos:

) e = 0, obteniendo asi:

VY* =V'Vu +V'Zy (30)
Z2'Y* =2V + Z' 2, (31)
los cuales, teniendo en cuenta (29) satisfacen que:
Wy = ) (%) = vin
2) 2’Y* = (0 1) <%1> =0
wvz-m v(9)--v
@Wzz=(0 -I (01) — 1.
Entonces (30) y (31) pueden ser escritos de la siguiente manera:
V'Y* =Viy = V'V — Vi

Zly* =0= —VQ/J,]_ + Im’}/

Por otro lado, premultiplicando (30) por V(V'V)~! se obtiene la siguiente
expresion:

VIV'V)TIVY = V(VV) TV Vi + V(VIV) TV Z,

de la anterior ecuacién se sabe que Py = V(V'V) =1V es el proyector ortogonal;
por lo tanto, la ecuacién anterior se escribe también como:

PyY* =V + Py Zy,
agrupando términos se obtiene:

Py(Y* — Z7) = Vi, (32)
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si se premultiplica (29) por Z’, y si Z'e = 0, se obtiene la expresion:
2Y* = Z'Vus + Z' 2. (33)
Reemplazando (32) en (33) se tiene que:
Z'Y* =7'Py(Y* — Zv) + Z' 2y,

y reagrupando términos se encuentra el sistema de ecuaciones normales:

Z'(I — Py)Y* = Z'(I — Py)Z~. (34)
/ -1 / S M
Ahora, sea I — Py =1 - V(V'V)71V' = v donde S, M y L son

matrices de orden (n —m) x (n —m), (n —m) X m y m X m respectivamente,
con n el tamano de Y*. Como I — Py es idempotente, se cumple que:

(r 2) Gr )= 1)

entonces M'M + L? = L, luego:

Z/(I-Py)Y* = (0' -1 (ﬁ, ]\L4> (%) =(-M'-1L) (yol) = —M'y (35)

21— P))Z = (0 —T) (]\i J‘g) (_OI> — (—M'— L) (OI> — L. (36)

Sustituyendo (35) y (36) en (34), se llega a:
L;}? = _Mlyla

y finalmente a
F=—L""M'y. (37)

La expresién anterior permite estimar la informacion faltante en las celdas,
cuando los datos se ajustan a un modelo de medias de celdas y se imponen
restricciones de no interaccién. Es importante que se tenga en cuenta que si el
diseno no se puede conectar, la matriz L es singular, por lo tanto la expresion
(37) no es pertinente.
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4.4. Comparacién de los métodos propuestos

El teorema 4.1 muestra la equivalencia entre los dos métodos de estimacion
propuestos en este trabajo para la estimacién de informacién faltante cuando
los datos se ajustan con modelos de medias de celdas sujetos a restricciones de
no interaccion.

Teorema 4.1. El estimador 7, obtenido por el método de covariables y el esti-

mador 72, obtenido por el método de los minimos cuadrados, son equivalentes.

Demostracion: Teniendo en cuenta que

M L

_ L O _ Vi =1 / /
L O\ Vi(V'v)y=tvi v(V'V)THY
0 I VB(V'V)V] (V'V)VY

(L -V V'V (VY)Y
“\ WY)W L-W(V'V)TVY )

I—Py=1-V(V'V)'V' = (S M)

el estimador (37) es igual a:
7= (L= Va(V'V) V) T (Ve (VIV) T V), (38)

y utilizando el resultado (D — BA™'U)"'BA~! = D"1B(A - UD"'B)™1,
propuesto por Henderson y Searle (1981), 7 se reduce a:

3 =1;"Va((V'V) = Vi1, Va) ' Vi
=W(V'V —=V3Va) "Wy

-1

v

(v v (3) -vin) v
2

= Va(ViVa) " Viyr = Valis = 3.

Es decir, se ha comprobado que el estimador por covariable (37) es equivalente
al de minimos cuadrados expuesto en (21).

4.5. Descomposicion de las sumas de cuadrados con la
informacion imputada

En esta seccion se lleva a cabo la descomposicién de las sumas de cuadrados
del analisis de varianza a partir de la metodologia propuesta, cuando se incluyen
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los valores estimados en las celdas donde inicialmente no se tenia informacion.
Se sabe que la suma de cuadrados total corregida por la media es:
1
SCT=Y'Y — =Y'11Y.
n

La suma total de cuadrados con los datos imputados es:

1 1
SCTen = (v) ) (g;) -~ B) (1;> (14 1) @;)

1
E(yllll + y512)(11y1 + 15y2)

.1 ~
= iy + B — - (Vililimn + 20510 Lys + BLo1G) . (39)

= YY1 + Yol —

donde el subindice C' DI significa “con datos imputados”.
Cuando no se incluyen las estimaciones de las celdas en el modelo, la suma
total de cuadrados se obtiene como:

1
SCTsip = yiy1 — — Y1111y
1

donde el subindice SID significa “sin imputar datos”.

Comparando la expresién anterior con (39), se observa que la suma total de
cuadrados imputando datos es mayor o igual que la suma total de cuadrados
sin imputar.

Por otra parte, la suma de cuadrados del modelo (8) es SCM = Y'V(V'V)~V'Y,
luego la suma de cuadrados del modelo al imputar los datos es:

SCMep: = (v, b) (5;) ((Vf v3) (%))4 (Vi V3) (%;)

= (WiVi + Vo) VIV + Vo Vo)~ (Vg + VoTa)

= 1V + i Vi(VVi) TV Va) (VIVi 4 Va Vo)~ (Vi + VaVa(VIVA) ™ V)
yVi(ViV) ™ Vg + i Vi(W V) T H (Vo) (VIV) ™ Vi

=y Vi(ViV)) ' V{1 + 050 (40)

La suma de cuadrados corregida por la media, imputando los datos, es:
_ 1 ~
SCMcprom = ¥y Vi(ViVi) ™ Vg1 + 552 — —(Wi LTy + 25 1oLy + 312 1532),

v la suma de cuadrados del modelo sin imputar los datos es:

SCMsip = vy Vi(V{Vi) " V1.
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En forma semejante, la suma de cuadrados del modelo, corregida por la media,
sin imputar los datos, es:

1
SCMspicm = ¥ Vi (VIVA) " Vg —

ﬁ(yil1ll1y1)~

De (40) se observa que la suma de cuadrados del modelo al imputar los datos,
es mayor o igual que la suma de cuadrados del modelo sin imputar.
La suma de cuadrados del error, sin imputaciéon de datos es:
SCE =Y'(I - Py)Y
=YY -Y'VV'V)'VY

y con imputacion de datos es:

SCEcp1 = (v, 5) (%;) — i Vi(ViVi) " Vg — 94,
=yhy1 + ot — yiVA(VIVA) " V1 — U
=y (I = Vi(ViV1) "'V (41)

Asi, la suma de cuadrados del error con imputacién de datos es igual a la suma
de cuadrados del error sin imputacién.

La Tabla 1 resume el analisis de varianza con los datos imputados.

Tabla 1: Andlisis de varianza para el modelo de medias de celdas, corregido por
la media, imputando datos.

Causas de Grados de Suma de Cuadrado F
variacién libertad cuadrados medio
SCM CMM
Model -1 M MM=—— FM)=———
odelo r SC C 3 (M) CME
Residual n—r—m SCE CME = SC’iE
n—r—m
Total n—m-—1 SCT

Nota: r =p — s.
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5. Ejemplo de aplicacion

En esta seccién se presenta, como ejemplo, un diseno a tres vias de cla-
sificacién con efectos fijos, sin interaccién, para ilustrar el desarrollo de las
metodologias propuestas en la seccién 4.

Tabla 2: Arreglo de una estructura factorial 2 x 3 x 4

Tasa de Material 1 Material 2
desgaste Profundidad de corte Profundidad de corte

0.15 020 030 040 015 020 030 040

0.20 74 79 89 102 63 73 7 101
78 82 94 98 68 74 79 103

0.25 98 97 98 105 74 85 83 105
91 93 105 102 77 81 87 104

0.30 114 115 122 133 100 105 111 118
108 111 117 138 97 108 107 122

El ejemplo es tomado de Myers & Montgomery (1995). En el experimento
se consideraron tres factores que influyen sobre la superficie terminal de una
particula metdlica: tasa de desgaste (en pulgadas por minuto), profundidad de
corte (en pulgadas) y tipo de material. Se tomaron dos observaciones para cada
una de las 24 combinaciones, obteniendo el conjunto de datos que se muestra
en la Tabla 2. Suponiendo una pérdida aleatoria de informacion, se procedié a
retirar la informacion que aparece en negrilla en esta tabla.

5.1. Tlustracién del método de covariable sujeto a
restricciéon

Con la informacién de la Tabla 2 se ilustra el método presentado en la
seccién 4, a partir de la cual se llega a la imputacién del conjunto de datos que
aparecen en negrilla.

Para obtener estas estimaciones, se trabaja con el modelo de covariable bajo
restriccion, presentado en (29). Se construye la matriz de incidencia W de orden
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48 x 24, que luego se particiona en dos submatrices W7 de orden 42 x 24 y Wy
de orden 6 x 24, que identifican, por celda, el nimero de datos observados y el
numero de datos faltantes, respectivamente. Luego, se particiona como sigue:

Wi\ (Wi Wi

Wy War Way
Estas cuatro submatrices corresponden a la particion de la matriz de restric-
ciones, G. Las matrices Wa; y Was son de orden 6 X 7 y 6 x 17 respectivamente.

Con las submatrices W11 y Wis se obtiene la matriz Vi = Wy — W12G2_1G1 de
orden 42 x 7; similarmente se obtiene Vo = Wy, — W22G2_1G1 de orden 6 x 7:

110 0 0 1 -2
101 01 0 -2
100 0 0 1 -1
‘/2 =
010010 -1
001100 -1
000 O0O0OT1 O
%)

Con Vi y V4 se construye la matriz V = >, de orden 48 x 7, a partir de

Vs
la cual se obtiene el proyector ortogonal Py = V(V'V)~1V’ de orden 48 x 48;
ademas,

24 8 6 6 —34

8 16 4 4 =20

8 0 16 4 4 =20
V'V = 6 4 4 12 0 0 -141;

6 4 4 0 12 0 14

6 4 4 0 0 12 -14

-34 -20 —-20 -14 -—-14 -14 72
como esta matriz es no singular, el diseno es conectado.
. . S M

Con el proyector ortogonal se obtiene la matriz I — Py = , con

M L
S, M y L, matrices de orden 42 x 42, 42 X 6 y 6 X 6 respectivamente.
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Especificamente,

17/20 0 —1/12 —1/48 1/24 —1/24
0 17/20 0 —1/24 —1/48 1/24
L_|-viz0 om0 124 124 —1/10

C | -1/48 —1/24 1/24  17/20 0 0

124 —1/48 1/24 0 17/20 0
—1/24 1/24 —-1/10 0 0 17/20

El vector de datos observados es: y] = (74, 78, 79, 82, 89, 102, 98, --- ,122)7

de tamano 1 x 42.

Utilizando (37), se construye el vector de estimaciones de los datos faltantes
en las celdas de interés: 7' = (88,6; 92,8; 120,1; 73,1; 78,1; 110,35). El valor
real para los datos de estas celdas estd dado por los resultados en negrilla de la
Tabla 2. Como puede verse, las estimaciones obtenidas por el método propuesto
son cercanas a los valores reales, aunque algunos datos son subestimados y otros
sobreestimados.

5.2. Ilustracion del método de minimos cuadrados con
restriccién

La matriz de incidencia, W, coincide con la que se obtuvo para el mode-
lo de covariables con restriccién y, como en 5.1, se particiona en las cuatro
submatrices ya mencionadas.

Se construyen dos modelos a partir de las matrices V; y V5 obtenidas en
(18) ¥ (20). Se estima inicialmente el vector de medias de celdas u1 encontrado
en (19); para esto se calcula

20 7 7 6 5 4 —29
7 14 0 4 3 3 -17
7 0 14 3 3 4 -—17
Vivi=|l 6 4 3 11 0 0 -—13
5 3 3 0 10 0 -11
4 3 4 0 0 9 -1

-29 -17 -17 -13 -11 -11 61



Metodologia para la estimacion de celdas vacias 63

Con esta matriz y aplicando (19), se encuentra que
il = (134 92 102 100 105 110 124) .

Por (21), la estimacién de la informacién faltante del vector s es:
Uo = Vall1; 95 = (88,6 92,8 120,1 73,1 78,1 110,35) .

Este resultado coincide, como se demostrd tedricamente, con el obtenido me-
diante el método de estimacion presentado en la seccién 5.1.

6. Conclusiones

Se presentaron dos nuevos métodos para imputar informacién faltante a
partir del modelo de medias de celdas, sujetos a la restriccién de no interaccién
entre los efectos. Ademads, se mostré que los dos métodos son equivalentes, pues
los dos dan como resultado el mismo estimador.

Los métodos propuestos, ademdas de estimar las celdas vacias, permiten
estimar los datos individuales en las celdas, asi como corregir la diferentes
sumas de cuadrados del anélisis de varianza.

Como otro resultado importante, se detemina el nimero de celdas vacias
que deben ser estimadas para conectar el diseno, y una vez determinado, se sa-
be cuédles son las celdas que deben ser estimadas. Esto resuelve el problema de
la desconectés en el diseno y por lo tanto, todos los contrastes de efectos princi-
pales resultan estimables, lo cual facilita la prueba de las hipétesis linealmente
independientes que se generen.
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