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Un frailty gamma en supervivencia bivariante

ESTEBAN NAVARRETE ALVAREZ"

Resumen

Consideramos un modelo de supervivencia bivariante basado en la pre-
sencia de una covariable aleatoria no observada, frailty, que induce de-
pendencia entre los tiempos de fallo y actia bajo hipdtesis de riesgo
proporcional. Consideramos una distribucién gamma para el frailty y
distribuciones marginales Weibull e introducimos covariables explicati-
vas, que actian bajo hipétesis de vida acelerada. Introducimos ademés
covariables en el pardmetro de asociacion.

Palabras Clave: Supervivencia bivariante, covariacion, Weibull, esti-
macion.

Abstract

We consider a bivariate survival model with the presence of an unob-
served random covariate, frailty, that induces dependency between the
failure times and acts according to a proportional hazard model. We
consider gamma distribution for this frailty and Weibull marginal distri-
butions and we introduce explanatory covariates that act according to
an accelerated life model. We consider covariates in asociation parameter.

Key words: Bivariate survival, Frailty, Proportional hazard, Accelerated
life, Covariates, Weibull, Estimation.
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1. Introduccion

Uno de los procedimientos méas importantes para la construccién de modelos
de supervivencia multivariante se basa en la idea debida a Vaupel, Manton &
Stallard (1979) para explicar la heterogeneidad de la poblacién en modelos
univariantes. Rdpidamente esta idea fué extendida a supervivencia bivariante.
La idea en la que se basa este método es la siguiente: la asociacién posible entre
los tiempos de supervivencia, T; y T5, se explica a través de una caracteristica
comuin que poseen los individuos de una pareja. Esta caracteristica comun
induce cierta dependencia entre los tiempos. La heterogeneidad se modeliza por
un factor de riesgo, una covariable aleatoria no observable, denominada frailty.
Para cada individuo de una pareja concreta, el frailty toma el mismo valor y
distinto entre individuos de parejas distintas. Si se denota por Z la variable
aleatoria frailty, se considera que T y T5 son condicionalmente independientes,
es decir, son independientes para cada valor fijo de Z. En cierto sentido, como
se vera a continuacién, se podria considerar el frailty como una covariable
aleatoria no observada y se suele considerar que actiia multiplicativamente en
la funcién de riesgo, es decir, bajo la hipdtesis de riesgo proporcional.

La idea intuitiva de este efecto aleatorio es la siguiente. La asociacion entre
los tiempos de supervivencia proviene de un factor desconocido denominado
frailty y no porque la incidencia de T influya directamente en el valor de T5;
es decir, por ejemplo, que un padre se muera de infarto no influye de una forma
directa en que el hijo lo vaya a hacer pero si existe un factor que poseen ambos,
por ejemplo, un factor genético, que liga al padre con el hijo.

Vamos a considerar el caso bivariante (dos tiempos de fallo) e hipétesis de
riesgo proporcional, es decir, cada funcién de riesgo marginal (univariante) se
comporta, en cuanto al frailty, como un modelo de riesgo proporcional. En lo
que sigue consideraremos que E(Z) = 1 lo cual no resta generalidad. Si no
fuera asi, en lugar de h;(¢;) habria de tomarse un riesgo base o inicial h;o(t;).
Es decir:

hi(ti/Z) = Zhi(ti) i:1,2,

0, lo que es lo mismo, la funcién de supervivencia es:
tsub z
Si(ti/Z) = exp [—2’/ ihi(ti)dti:| = eXp[_ZAi(ti)} = [Si(ti)] ;
0
donde A;(t;) es la funcién de riesgo acumulativa marginal correspondiente a la
variable T;.

En Hougaard (1986a) se demuestra que si el frailty actia multiplicativa-
mente en las componentes del vector funcién de riesgo, asi lo hace también
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en las componentes del vector funcién de riesgo marginal aunque con distinta
constante de proporcionalidad.

La funcién de supervivencia condicionada es:

S(ty, ta/Z) = P(Ty > t1, To > t3/7)
— P(Ty > t1/Z) P(Ty > t2/2) = [S1(t1)] [Sa(t2)]
= [Sl (tl)Sg(tg)] sup Z = exp [—ZAl(tl)] exp [—ZAg(tQ)]
= exp[—Z(Al(tl) + Az(tg))] s

y realizando la mixtura respecto a la distribucién del frailty Z, se verificara
que la funcién de supervivencia conjunta es:

S(tl, tg) = /S(tl, tz/Z)dF(Z) = E[exp(—Z(Al(tl) + AQ(tg)))]

El tratamiento del modelo dependerd, por la expresién anterior, de la dis-
tribucién del frailty Z y, sobre todo, de la resolubilidad de la integral anterior.
Esta no es fcil de resolver en general, pero veremos mas adelante un método
para solucionar este problema.

La funcién de supervivencia se expresa como:
z
S(tl, tg) = /[Sl(tl)SQ(tQ)] dF(Z)

Sea u una variable definida de la siguiente forma:

u = —1og[S1(t1)S2(t2)] = —log S1(t1) — log Sa(t2) = Aq(t1) + As(t2),

y sea la transformada de Laplace de Z:

¢(z) = Elexp(—2Z)] = /exp(—avZ)dF(z)7

con lo que resulta que:
o(u) = /exp(—uZ)dF(z) = S(t1, ta).

Asi pues, el problema estd en obtener la transformada de Laplace de la
distribucién del frailty.



126 Esteban Navarrete Alvarez

En el caso de que el frailty siga una distribucién gamma se tiene que:

1
1 1 o—1
St b2) =\ gt T Bt ’

donde la constante 6 es un pardmetro de dicha distribucién.

Existen ciertas variables explicativas o covariables que caracterizan a los
distintos individuos, es decir, son caracteristicas propias del individuo, factores
exogenos, tratamientos experimentales aplicados, etc. Ejemplos de estas ca-
racteristicas son la edad, el sexo, clase social, etc. Si se tienen dos tiempos de
supervivencia que miden, por ejemplo, la apariciéon de una enfermedad cardio-
vascular y la aparicién de hipertension, respectivamente, caracteristicas asoci-
adas a estos individuos que pueden afectar a los tiempos de fallo podrian ser la
edad, habitos de fumar, sexo, una medicacién especifica, indice de colesterol,
etc. Un ejemplo ciertamente interesante puede verse en Wassel & Moeschberger
(1993). Una clasificacién detallada de los distintos tipos de covariables puede
verse en Lara (1995).

Se denota por:
z1 = (T11,. .., T1p)T
Ty = ($21, ey wgq)T,
a dos vectores de covariables correspondientes a dos individuos, por ejemplo,
padre-hijo (o a un solo individuo al que se le miden dos tiempos de fallo de
distinta indole). El efecto de las covariables suele introducirse en el modelo
mediante una funcién que usualmente es:

wz(%) = exp(ﬂixi)v i 172,

donde 81 = (B11,---,01p) ¥ B2 = (P21, - - -, P2q) son los pardmetros asociados a
las covariables, también llamados coeficientes de regresion.

Se considera un modelo de riesgo proporcional (modelo de regresién de Cox
(1972)), es decir, las covariables y el frailty actian multiplicativamente en la
funcién de riesgo marginal, es decir:

hi(ti, Yi(zi), 2) =z Wilx;) - hi(t;) i:1,2.

En este caso, las funciones de supervivencia marginales condicionadas a un
valor fijo de Z son:

S(tr, vi(xi)/z) = eXP<Z/0 i ’t/%(fﬂi)hi(ti)dti) = exp(—zti(z:)Ai(t:)).
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La funcién de supervivencia conjunta es:

S(t1, t2) = /exp[*z(eXP(ﬁlm)Al(tl) +eXP(52932)A2(t2))}dF(Z)a

donde A;(t;) corresponde a una funcién de riesgo base acumulativa.

Si el frailty Z puede modelizarse mediante una distribucién gamma, la
funcién de supervivencia conjunta condicionada a un valor fijo de Z es:

S(ty, ta/z) = exp [—z(exp(ﬁlxl)]\l(tl) + exp(ﬂgacg)Ag(tg))] ,

y la funcién de supervivencia conjunta queda:

exp(frz1)A1(t1) + exp(Baza)Aa(ta2)
0

S(ty, t2) = [1—#

siendo la funcién de supervivencia marginal:

{1 + GXp(ﬁz:Eé)Al(tl)} 79.

En este modelo, que coincide con el de Clayton, la funciéon de supervivencia
puede expresarse como:

-

S(tl,tQ):[ ! -+ ! —11_,
(S1(t))*  (S2(t2))

y si se consideran distribuciones Weibull para las marginales, es decir:
Si(ti) = exp(—e;t]"),
las funciones de supervivencia marginales quedan:
Si(ti) = exp[—exp(Bizi)t]*],

donde el parametro de escala queda integrado en las covariables.

Wassel & Moeschberger (1993) proponen la introduccién de covariables
también en el parametro de asociacion.
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2. El modelo mixto

Nosotros vamos a construir un modelo, al que denominaremos modelo mizto,
en el que las covariables actiian segiin un modelo de vida acelerada, en tanto
el frailty lo hace multiplicativamente en la funcién de riesgo marginal, esto es,
es de riesgo proporcional. Es decir, partiremos de la hipétesis siguiente:

hi(ti, z, ¥i(;)) = 2 - exp(Bix; ) hi (t; - exp(Biz;)).
La funcién de supervivencia marginal condicionada sera:
Si(ti, i(xi), z) = exp|—z - Ai(ti exp(Bizi))].
La funcién de supervivencia conjunta condicionada sera:
to [ “
S(tl, ~ Yiz), 1/)2(172)) = exp *Zexp(ﬁlml)/ ha (t1 exp(Biz1))dts
I 0

— zexp(ﬁgxg)/o ’ hg (tg exp(ﬁgxg))dtz]

= exp :fz </0t1 hi(t1 exp(Biz1))d(exp(Bia1)tr)+
+ /Ot2 h2 (tg exp(ﬁgmg))d(exp(ﬁgxg)tg))]
= exp [fz (A1 (t1 exp(ﬂlxl)) + Ao (t2 exp(ﬁﬂa)))] .

Realizando la mixtura de distribuciones, la funciéon de supervivencia quedara:

S(ty, ta) = /exp[—z(Al(tl exp(f121)) + Ao (to exp(ﬂgxg)))]dF(z).

Si el frailty Z se modeliza con una distribucién gamma, la funcién de super-
vivencia quedara:

Ay (t exp(Bz)) + As(t2 exp(vy)) }
9 )

S(ty, ty) = [1 -

donde
o1 —0
Sy (1) = {1 N &tlexg(élﬂz)]
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3. Covariables en el parametro de asociacién

Se trata de introducir las covariables, ademads, a través del parametro de
asociacién. De esta manera, involucramos a dichas covariables en la posible
asociacién entre los tiempos de fallo, es decir, estas covariables explicaran el
grado de dependencia entre los tiempos de fallo.

En un modelo frailty gamma, mixto y marginales Weibull la expresion que
introduce las covariables en el pardmetro de asociacién suponemos que es:

0 —1 = exp(c+yy),
log(0 — 1) =c+yy = a.
En este caso la expresion de la funcién de supervivencia es
1
S(t1, t2) = [exp(a exp(mﬁl;tl + a)t{”) + exp(eexp(nzﬁzu + a)tgz) — 1] eXpa

4. Estimacion

En supervivencia multivariante los tamanos muestrales han de ser relati-
vamente mas grandes que en supervivencia univariante. Es decir, se necesita
un conjunto de datos multivariantes suficientemente alto. En la préactica se
observa que la toma de datos presenta ciertos problemas. Uno de ellos, muy
frecuente, es que no se conocen algunos tiempos de supervivencia. Los datos
son “incompletos”. Se dice que se tienen datos censurados. En supervivencia
bivariante esto ocurre cuando alguna componente o las dos del vector de datos
no se conoce. La censura mas usual es la censura a la derecha en la cual el
tiempo observado es menor que el tiempo de supervivencia real. Es decir, al
medir ain no ha fallado tal componente. Seria censura a la izquierda si el
tiempo observado es mayor que el tiempo de supervivencia real. Al ir a medir
ya habia fallado. Existen otros tipos de censuras, por intervalos, de tipo I,
tipo II, aleatoria, etc. Consideremos censuras a la derecha en lo que sigue. Se
dispone de un dato expresado por el vector (t1, ¢2). Estableceremos cuatro
situaciones distintas definidas por los siguientes grupos:

Grupo 1 si t1 y t2 no son censuras,
Grupo 2 si t1 no es censura pero to si lo es,
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Grupo 3 si t; es censura pero ty no lo es,
Grupo 4 si t1 y to son censuras.

Usaremos el indicador de censura siguiente:

~ | 1 si(t1, t2) estd en el grupo j, .
1) = { 0 si (t1, t2) no estd en el grupo j, 7:1,2,3,4.

La estimacién de los pardametros suele hacerse por el método de la maxima
verosimilitud. Cada tipo de datos aporta a la verosimilitud una cantidad dis-
tinta. Asf, un dato no censurado (grupo 1) aporta a la funcién de verosimilitud
la expresion:

_0%S(ty, ty)

00ty

es decir, el valor correspondiente de la funcién de densidad. Un dato del grupo
2 aporta la expresion:

—90S(t1, ta)
2= ——""1"==
g oty
Un dato del grupo 3 aporta la expresién:

_ —9S(t, 1)
gg - 3152 ’

y un dato del grupo 4 aporta el valor correspondiente de la funcién de super-
vivencia, es decir, la expresion:

g4 = S(tl,tg).

En resumen, si se tiene la muestra:

(t1s, t2i), 1:1,...,m

la funcion de verosimilitud es:

st o T o8 11T _aa(r 1oy 11® @
I— Z[a S(tlu t21):| [ 85(75127 t2z)] |: 8S(t1“ t2l):| |:S(t1i7 t2z):| 3
i=1

Ot1;0ta; Ot; Ota;

entendiendo tales derivadas respecto a t; 6 to, y evaluadas en ty; 6 ty;, respec-
tivamente.

Considerando lo anterior, partamos de un frailty (riesgo proporcional) con
distribucién gamma, marginales con distribucién Weibull, sujeto a censuras y
en presencia de covariables que actiian segin hipétesis de vida acelerada. Es
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decir, se trata de un modelo mixto y ademaés, con covariables sobre el parametro
de asociacion.

El modelo, sin concretar las marginales y sin covariables, tiene funcién de
supervivencia:

1

S(tr, t2) = [S1(t1) 0 + Sa(t2)' " —1] 7, 6>1.
Casos especiales son los siguientes:

=1 independencia,
0 — oo S(tl, tg) = min(Sl(tl), Sg(tg)).

Que haya covariables dentro del parametro de asociacién puede ser debido a que
haya covariables que incidan o tengan cierta influencia en la correlaciéon. Es de
observar que la media del frailty gamma es 1 y la varianza exp(c+~yx;), segin
la formulaciéon que exponemos a continuacién. Asi, las covariables explican la
asociacién. Dado que en la expresién anterior del modelo aparece el factor 6 — 1
expresaremos:

0; — 1 = exp(c+yy:),
log(0; — 1) = c+ vy, = a.

Las funciones de supervivencia marginales son:
S1(t1) = exp [f (5 exp(mﬁlxl))t?l]
Sa(ta) = exp [— (5 exp(ngﬁgxg))tgz]

y la funcién de supervivencia conjunta sera:

S(t1, to) = {exp((e exp(m Brx1)) " exp(c + Vy)) +
1

+ eXP((e exp(n2322) ) t3? exp(c + ’yy)) _1] —exp(c +yy)

= {exp (5 exp(m Bz + a)ti“)—&—
1
+ exp (5 exp(n2faza + a)t2’2> - 1} T eXpa

1
— pA—explc+y)
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Consideramos una muestra:
(tli, tgi), i : 1, N

donde ademas dispondremos de los valores correspondientes de las covariables.
Los pardmetros a estimar son:

N, M2, &, /81 :(ﬁllau'aﬁl(l)a ﬂ2:(ﬁ217”'7ﬁ2K)7 c, ’7:(71777M)

esdecir 1+1+1+J+ K+ 1+ M pardmetros, y habremos de calcular:

OlogL OlogL OdloglL
on 7 Om2 7 Ok

Olog L Olog L
9B, 1(G: 1, J) s 0Bar s(k:1,...,K)

dlogL OlogL
dc ' Oym o(mil. M) -

Comencemos calculando las siguientes derivadas:

oS(t t —1 s .
(81t,1 2) _ exp(a)Aexpm) "exp(et?t exp(m By + a)) exp(mifras + a)emt] 7,
t1, t —1 -1 )

85(5;72 4 expla) "exp (et3? exp(nafarz + a)) exp(n2fazs + a)enaty

y
0%S(t1, to
at(latQ ) — 7exp(o¢) exp(Et;“ exp(m fiz1 + a)) exp(m Biz1 + o)

et exp(et? exp(n2fazz + a)) exp(nafamz + @)

1
et ! < LA 1) A w2,

~exp(a)
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Luego la log-verosimilitud es:

atliatzi 8t1i

*BS(th‘, tzi)
og Ot +

{Zlog 1+ exp(a —ZZa—i—ez:tmexp mpizy + o)+

+ Z(mﬂlml +a)+nloge +nlogm + (n1 — 1) Zlogtl—i—
+e Zt;” exp(nzfax2 + o) + Z(ngﬂgzg + a) + nloge + nlogna+

+ (2 — I)Zhltg — Z(ﬁ —|—2> logA]—l—
—Z Z(exp + 1) logA—i—eZt"l exp(mpizi + a)+

+Z(mﬁlx1 +a)+nloge +nlogn + (n1 — 1)Zlogt1 +

[ 1
_—Za—Z(exp( +1> 10gA—|—EZt exp(nz2f2x2 + a)+

log L = Z [[(1) log 76 S(ts, t2i) + 1(2) log 785(1&1“ t2:) +

1(4)log S(t1s, tzi)]

+1(2

~

+I(3

=

—1—2(77252:@ + o) +nloge + nlognz + (n2 — I)Zlogtg —
OPY

Calculemos las derivadas respecto los parametros: llamemos

log A.
exp(a) °

a = exp [5 exp(m fix1 +a)t?1] . [s exp(m frzi+a)t]* logti+et]* exp(mPiza +a)ﬂ1w1],

entonces:

Olog L
=1
8771

1) {521&1’1 logt1 exp(mfiz1 + a) + 6215’1“ exp(mpiz1 + o) frzi+
n 1 a
n Int — - 49\
+Y B+ " +Y Inty Z(exp(a) - )A]+
[ 1 a .
+I(2)__Z<W >Z+52t“10gtlexp (mpPrz1 + @)+

+e )y tlexp(mpras + a)fimr + Pz + H +y logtl} +

(@ 1)) 0L @ i)

+I(3

=
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e igualmente si llamamos

b=exp [s(ngﬁgxg + a)t;m] . [5 exp(n2f2x2 + a)td? log ta + eta? exp(n2P2x2 + oz)ﬂym],

entonces:
Olog L
8ng2 =1(1) [a Z ta2log t, exp(n2B2z2 + o)+
+e Z to Z N2 exp(n2P2x2 + a)P2x2 + Z Boxa + % + Z log to—
1 b 1 b
X (e +2) 2]+ 10 X e+ 1) 2
1 b
+1(3) [— Z (exp " + 1) 1 +e Z 32 log to exp(n2fawa + )+
1 b
+ sZt exp(n2f2x2 + 0[),82562] —1(4) {Z P Z} .
Sea ahora
d = exp[eexp(mBiz1 + )t ] exp[(mBrz1 + o)t ]+
+ exp[e exp(nzf2x2 + a)ty? ] exp[(n2faw2 + a)t3°],
entonces:
Olog L
;f {Z t1 exp(m iz + ) + + Zt exp(n2f2x2 + a)+
n 1 d
Ja 212
+5 Z(e><p04_|— )A]+
[ 1 n
+1(2) _—Z(expa ) +Zt1 exp(n f1z1 +0‘)+§]+
[ 1 n n
10|~ X (s 1) + L8 exptmbara + o) + 2]
I 1 d
— I Z exp o Z} ’
Sea ahora

f = expleexp(mprzy + a)t]" [et] exp(mfrzr + )+
+ exp e exp(n2f212 + a)ty?|ety? exp(n2fazz + @),
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entonces:

algfL =1(1) [Z % - 2”+5Zt exp(mpiz1 + o) + n+
+ az:tg? exp(nzfBex2 + o) +n — Z<_ exp(—a) log A+
* (exll)a + 2)%)] +1(2) [—n - Z(_ exp(—a) log A+
+<ex11)a ) )+6Zt €xp 77151$1+a)+n}+
13 (~ewanesa+ (Lo +1) 1)

+e Z ta? exp(n2 P22 + a)] —I(4) [— exp(—a)log A +

L
expa Al

De manera andloga, sea

h = exple exp(m Srz1 + o)t} |et]" exp(m Przy + a)may,

entonces:

Olog L
0f11

e [5 ST exp(mBras + a)men + 3 man—
(e ors Dl
+e t exp(mifras + a)mann + meu] +
10X (sa+1) 3] -0 X mai)

y asi los demds coeficientes de 31 y Bs.

Por dltimo sea

k = exp [5 exp(mpiz1 + a)t?l]stT exp(mpBiz1 + a&)yi+
+ exp[e exp(n2B2z2 + )t3? |et]? exp(na oz + A)y1 ,

entonces:
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Olog L yiexpa
=1I(1 -2 ti
o ( ){ l+expa dyited tlexpmpPizi + o)y + Yyt

+ed P expipfora+ )y + D y1— Y (—y1 exp(—a)log A+
#lapa 20 3)] 1@ (Cme e (g o))+
+e )t exp(mpbrzr + )y 1] +I(3) {— Z(—yle‘“ log A+

+ (exim > > +e Y th exp(nafams +a)y1]

—I(4) [Z( yie *log A + %eia)]

e igualmente los demads coeficientes del vector ~.

Si

¢ = (m, n2, & Bit,--- Brs, Baty---y Barcs € Viseees M)
= (P15 -y Patitr+M)
las soluciones del sistema:
Odlog L
i
proporcionan los estimadores de maxima verosimilitud. Para que correspondan
a un maximo habria de ser definida positiva la matriz:

OL\? 9%log L
wo-(5(5) ) - (5 )
Un problema abierto es que
b N (o, (n1(®) ).

Las soluciones de las ecuaciones de verosimilitud son bastante complejas. Para
su tratamiento se necesitan paquetes matemédticos (Mathematica...).

=0, i:1,....4+J+K+ M,
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