Revista Colombiana de Estadistica
Diciembre 2010, volumen 33, no. 2, pp. 295 a [305]

Funciones de varianza y correlacién bicuadratica
para distribuciones normales

Biweight Variance and Correlation Functions for Normal Distributions

CARLOS EDUARDO ALONSOEL JORGE MARTINEZ]

DEPARTAMENTO DE EsTADisTicA, FacuLTAD DE CIENCIAS, UNIVERSIDAD NACIONAL DE
CoLomBIA, BoGgoTA, CoLoMBIA

Resumen

En este trabajo se analiza el comportamiento del funcional ¢ asociado
al estimador de correlacion bicuadratico —g—, asumiendo que se observan
vectores aleatorios con distribucién normal bivariada. Esto, con el objetivo de
verificar si este estimador robusto es un estimador insesgado del coeficiente
de correlaciéon —p—.

El trabajo se desarrollé a partir de las propiedades de la funciéon genera-
dora de momentos de una distribucion.

De acuerdo con los resultados, ¢ > p cuando p < 0, ¢ < p cuando p > 0,
y 0 = 0 cuando p = 0, e indican que el estimador propuesto 9 no es un
estimador insesgado del coeficiente de correlacion.

Lo anterior plantea como reto modificar el estimador ¢ con el objetivo
de obtener un estimador robusto insesgado o asintéticamente insesgado del
coeficiente de correlacion.

Palabras clave: coeficiente de correlacién, distribucién truncada, estima-
cion robusta, estimador M.

Abstract

In this paper, we have analized the behavior of the functional g, associated
to the biweight correlation estimator —g—, assuming the sampled population
has a bivariate normal distribution. The purpose is to verify if the estimator
0 is an unbiased estimator of the correlation coefficient p.

The results show o > p when p < 0, o < p when p > 0, y 0 = 0 when
p = 0. This results indicate g is not an unbiased estimator of the correlation
coefficient.

Key words: Correlation coefficient, M-estimate, Truncated distribution,
Robust estimation.
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1. Coeficiente de correlaciéon bicuadratico

En la practica es importante estudiar el desempeno de los procedimientos es-
tadisticos ante incumplimientos de los supuestos, variaciones en los supuestos que
son comunes en la cotidianidad de un usuario. Esto con el objetivo de hallar si-
tuaciones en las cuales no se recomienda usar la herramienta, y al tiempo plantear
herramientas no tan sensibles ante el incumplimiento de los supuestos.

En este sentido, en Wei (2006) y Valcarcel (2007) se ha mostrado que el esti-
mador clasico de la funcion de autocorrelacion (FAC) es altamente sensible ante
la presencia de valores extremos, sensibilidad que contrasta con la relevancia de
este estimador en el andlisis de series de tiempo, porque a partir de los valores
estimados de la FAC se puede identificar el modelo, se construyen los estimadores
de los parametros y se analizan los residuales, entre otros. De lo anterior se ha
planteado un estimador robusto del coeficiente de correlacion, y posteriormente
un estimador robusto de la FAC, estimador que se presenta a continuacion.

Dada una muestra aleatoria (21, y1), (22,y2), - - ., (Zn, Yn), €l estimador del coe-
ficiente de correlacion propuesto esta dado por,
52
~ Ty
Ozy = (1)
! Oualyy
con .
82, = nk*[MAD,][MAD,|———= — (2)
(£ve) (Even)

donde k es una constante positiva de estandarizacionll, ¥(-) y ¥'(+) son la funcién de
bicuadratica planteada por Beaton & Tukey (1974) y su derivada, respectivamente.
La funcion bicuadratica esta dada por

2(1—2%)? paralz| <1
¥(z) = 3)
0 para |z| =1

x¢—Med,

con z; = , Med, = mediana{x1,2a,...,2,} y MAD, = mediana|x; —

EMAD,
Med,|. Para utilizar el estimador 9, en la estimaciéon de la FAC —pj,—, para una
serie de tiempo estacionaria yi,ys, ..., yr, la ecuacion (2) se transforma en
T—|h|

t; T/J(Zyt )w(zur+\h|)

on = Tk*MAD; (4)

(£ ve) (T;h 'y <zyt+h>>

'La propuesta de Lax (1975) es k = 9, valor planteado desde las propiedades de una distri-
bucién N(u,02), donde MAD = %0; asi, si k = 3d, se tiene que kM AD =~ d x o, es decir al
construir el estimador no se tienen en cuenta las observaciones a mas de d desviaciones estandar
de la media.
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A partir de (@) el estimador de pj, esta dado por

~ Ph
Ph = % (5)

2. Resultados

Uno de los resultados intermedios del trabajo es la generalizacion del concepto
de covarianza, resultado que se muestra porque a partir de este se desarrolla el
funcional asociado a 0y

2.1. Generalizacion de la covarianza del coeficiente de
correlaciéon

Definiciéon 1 (¢-Covarianza). Dadas dos variables aleatorias X y Y, con fun-
cion distribucién conjunta y segundos ¢-momentos finitos (E [¢?*(X)] < ooy
E [¢*(Y)] < ), la ¢-covarianza entre X y Y se define como:

T EW(Z)) B (Z)

(6)

Un caso particular de esta definicién se obtiene haciendo (x) = z, ¢/'(x) =
W) 1,2, = X~EXyZ,=Y—EY,dedonde vy, = E[(X — EX)(Y — EY)),
que es la deﬁn1c10n de covarianza clasic

Definicién 2 (¢-Correlacion). Dadas dos variables aleatorias X y Y, con vy, <
00 Y Vypyy < 00, la 1p-correlacion entre X y Y se define como:

Vbxy (7)
(’Y’QL'XX Ybvy )

Oypxy =

1
2

De lo desarrollado, es claro que el coeficiente de correlaciéon de Pearson es un
caso particular de esta definicion.

2.2. Funcional asociado a p,,

Se define

_ f1/) Za;) (zy )an _

?Esto se plantea inicialmente para polinomios.
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donde F,, es la funcion de distribucién muestral. Asociado a ?gy se tiene el funcional

donde F' es la funcién de distribucién poblacional. Unido a lo anterior se puede
mostrar que

=2
Tmy

Ozy = ==

(10)
A partir de las ecuaciones (@) y (I0), se tiene que el funcional asociado al

estimador planteado en () es el coeficiente de - Correlacion presentado en la

definicion 2] ecuacion (@), con () la funcion bicuadratica definida en (3.

El objetivo de este trabajo es analizar el comportamiento de este funcional, es
decir
Txy
Opxy = (11)
* Yoxx Vpyy

asumiendo que el vector (X, Y) tiene distribucion N (0,0, 1,1, p). En lo que sigue se
mencionaran vy, ¥ Yuxy como funciones de varianza y covarianza bicuadrética
respectivamente. En este mismo sentido, gy, se llama en adelante coeficiente de
correlacién bicuadraticdd.

2.3. Varianza bicuadratica

Si se asume que el vector (X,Y) tiene distribucion N (0,0, 1,1, p), las variables
aleatorias X y Y tienen distribucion univariada N(0,1), y

Medx = Medy =0 y MADx = MADy = 0,67448975

resultados que conllevan a que las variables estandarizadas estén dadas por Z, = %
Yy Zy = %, Il =k x 0.67448975, k constante de estandarizaciéon definida en (IZDEl

Si se define la variable aleatoria M = I;x<;; X la varianza bicuadrética de X,
se puede escribir en términos de M como

Dy 4bs 68 —4ls g Ly
Toxx = 5 a2 (12)
(1- 6% +5%)

donde E, = E(M"). La funcién de densidad de M esta dada por fi(m) =
d’(;l") I{imi<ty, fum(-) es la funcién de densidad resultante de truncar a dos co-
las la funciéon de densidad asociada a una distribucién normal estandar ¢(-), y

a=P-l<X<l).

3Esto indica una distribucién normal bivariada con parametros E(X) = E(Y) =0, V(X) =
VY)=1y Corr(X,Y) = p.
4Los valores de k con los cuales se realizé este trabajo son k = 3,6, 9.
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Si se nota la derivada de orden r de la funcién generatriz de momentos de la

M
variable M, por m(r)(t) = %ﬁi), esta derivada cumple con la siguiente recu-

rrencia
m" (&) =(r — DmT=2 (&) + tm "V (1)

e le—%ﬁ [e—lt+(_1)kelt]

1 (2m)2

para r > 2 (13)

Esta ecuacién permite obtener el valor de los momentos de la variable aleatoria
M no es dificil observar que los momentos de orden impar son cero.
2.3.1. Varianza bicuadratica

A partir de la ecuacién (I3) se obtienen los momentos de la variable M, y a par-

tir de estos, usando la ecuacion (I2), se hallan valores de la varianza bicuadrética
para k = 9,6, 3, resultados que se presentan en la tabla [l

TABLA 1: Valores de la varianza bicuadratica para una distribucion N(0,1).

Valor de k
3 6 9
Voxx  0,491377330220 0,066819506434 0,027637604055

2.4. Coeficiente de correlacién bicuadratico

Si se define el vector aleatorio M = (My, Ms)T, con M = Inxi<yv)<nX, X =
(X,Y) vector aleatorio con distribucion N (0,0, 1,1, p), la funcion de covarianza
bicuadratica de X en funcién del vector M estd dada por,

e e e
—L (14)
[1-6% +5%]

Toxy =

con E., = E(MIM}), E, = E(M?) = E(M3), para r y h enteros. Anslogo
a lo realizado para el caso de la varianza bicuadratica, la distribucién del vec-
tor aleatorio M es resultado de truncar una distribuciéon normal bivariada; de
lo anterior la funcion de densidad conjunta de M esta dada por fyr(my,ms) =
‘b(mcliflﬂl{‘xm)‘ym}, donde ¢(-,-) es la funcion de densidad conjunta de una dis-
tribucion N(0,0,1,1,p), y co = P(|X| < 1,|Y| < 1).

SE(MT) = E(MY), dado que X y Y tienen la misma distribucion.

Revista Colombiana de Estadistica 33 (2010) 295-305]



300 Carlos Eduardo Alonso & Jorge Martinez

2.4.1. Covarianza bicuadratica - caso p =0

Si se supone p = 0, de la definicion del vector M = (M7, M), se sigue que las
variables aleatorias M7 y M son independientes. Este resultado conlleva a que la
ecuacion (I4)) se transforme en

Ezg\ﬁ) _ 4E(Mfl)f(M1) + 2E(Mfl)ﬁE(M1)

Voxy /p=0 = 2
v 10 +5%]

4200 _  POREMY) | B ()

[1- 6% + 3R]

=0 (15)

El denominador es distinto de cero, y en el numerador s6lo se tienen momentos
de orden impar. Dado que la funcién de densidad de M; es simétrica alrededor de

cero, los valores esperados en el numerador son cero, de donde se tiene vy, .. Jp=0 =
0.

2.4.2. Covarianza bicuadratica - caso p # 0

A partir de la ecuacion ([Id), el camino por seguir para el caso p # 0, es cal-
cular los momentos conjuntos del vector M, tarea que se realiza usando la funcién
generatriz. El valor de los momentos univariados de M; y My, ya se desarrollaron
en la seccion 231

El trabajo con distribuciones normales truncadas no es nuevo. Pearson ini-
cialmente trabajo en los anos de 1930 sobre estas distribuciones, con el propésito
de generar algunas tablas (tomado de Rosenbaum 1961, p. 405); posteriormente
trabajaron sobre este tipo de distribuciones Cohen (1955), Singh (1960), Rosen-
baum (1961), Tallis (1961), Finney (1962) y Khatri & Jaiswal (1963). Si se nota
m = (my,m2)T y t = (t1,t2)7, la funcién generatriz del vector M esté dada por

1tTxt -3 B
-1 -1l

donde | -| indica determinantdd. Para hacer més corta la escritura, las derivadas de

r+h t .
(hr) = aricMﬁl(). Los momentos conjuntos
NI,

de orden 7 y h de M (r y h enteros nonegativos), alrededor al origen, estan dados
por

la funcién generatriz se notan como D

E(M{IMg) - D(h)r) t1=0,t2=0 (16)

SEl valor de acotamiento I = k x 0, 67448975 usado en el calculo de varianza bicuadratica,
seccion 2.2
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A partir de que la distribuciéon normal cumple con las condiciones de regulari-
dad (ver Bickel & Docksum 1977, p. 378), se tiene que

DO = G (t)(ty + pto)
~ Billitaste) = Ba(=litast) — p[Bs(lit2 t1) — Ba(=1,t2, t1)]
co(2m)2

(17)

con

[pot—p?)w]?

2(1—p2) P(_|U| < é’] < |’U|) j = 172,3,4

2
_ v
ﬁj(v7uaw) —e 2(1,pz)+vu+

donde &1,&5,&3 y &4 son variables aleatorias cuyas distribuciones se presentan a
continuacion:

&~ N (pl+ (1= p*)ta;1 = p?), §o~ N (—pl+ (1= p)ta; 1 = p?)
&~ N(pl+(1—p)ti;1—p%) y  &~N(=pl+(1—p*)ti;1—p?)
y para h > 2y r > 1 se tiene
D) = pph=1r=1) 4 (p, — 1)D"=27) 4 DR=L1) (1) 4 pty)

[1h=1(B1 + (—1)"B2) ) + pI" (B3 — (—1)7By) "= 10)] 18
- o (2m)3 (18)

donde

o5 (By % f2)
D501

9" (Bs £ Ba)

— :l: (nvm)
ey or (B3 £ Ba)

= (B % f2)*7) y

2.4.3. Valores de gy,

A partir de los desarrollos mostrados en la seccion 2.4.2] se obtienen los valores
de los momentos conjuntos del vector M. Una vez calculados estos, se consiguieron
los valores de la covarianza bicuadratica utilizando la ecuacion ([Id]), valores que
hacen posible calcular el coeficiente de correlaciéon bicuadratico mediante la ecua-
cion (). Los valores de la varianza bicuadratica ya habian sido obtenidos (ver
seccion 223.T]).

Los resultados muestran que el valor de g, (p) — p cuando k crecd (ver
figuras[Il Ry tabla2). Para k = 9 las diferencias entre g, y p son de tal magnitud
que las lineas se superponen, razén por la cual se muestra una ampliacién de la
misma grafica en el cuadrante (0,4; 0,7) (ver figura[2]).

"La linea delgada indica la identidad, es decir p = p, los puntos el valor de p; lo ideal es que
o =~ p, es decir que las dos lineas coincidan.
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FI1Gura 1: Valores de p para k =3y k = 6.
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Figura 2: Valores de g para k= 9.
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TABLA 2: Valores de p de acuerdo con los valores de p y k.

Valor de k
Valor de p 3 6 9
0,001 0,000497 0,000914 0,000982
0,100 0,049966 0,091461 0,098207
0,200 0,101565 0,183422 0,196523
0,300 0,156766 0,276384 0,295054
0,400 0,218223 0,370858 0,393911
0,500 0,289691 0,467366 0,493201
0,600 0,376515 0,566446 0,593034
0,700 0,486181 0,668655 0,693520
0,800 0,628749 0,774574  0,794769
0,900 0,815515 0,884808 0,896891
0,999 1,010647 0,998821 0,998964

3. Conclusiones

Asumiendo que el estimador del correlacion bicuadratico presenta un compor-
tamiento analogo al comportamiento del funcional aqui estudiado, los resultados
sugieren que el estimador bicuadratico subestima el valor p cuando p > 0, y so-
breestima su valor cuando p < 0.

[Recibido: marzo de 2010 — Aceptado: octubre de 2010
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