Rend. Sem. Mat. Univ. Pol. Torino
\Vol. 57, 3 (1999)

C. Borelli - C. Invernizzi

SULLA STABILIT A DELLEQUAZIONE FUNZIONALE DEI
POLINOMI T

Sommario.
In this paper we obtain some stability results generalizi@ge well known
due to Hyers concerning the Fréchet equation.

1. Introduzione

Lo scopo di questo lavoro e quello di ottenere dei risutlatitabilita secondo Hyers-Ulam che
generalizzino i ben noti risultati di Hyers per le equaziaife differenze con incrementi variabili
presentati in [3].

Hyers, rifacendosi alla definizione di polinomio astratitrédotta da Fréchet in [2], prova
un teorema di stabilita senza richiedere alcuna condizibmegolarita sulla funzione.

SiaX uno spazio vettoriale s a siaY uno spazio vettoriale; sia inolte un cono convesso
in X con vertice nell’'origine.

Un monomio astratto di gradosu X & la restrizione alla diagonale di una trasformazione
daXinY k-additiva, cioe

V() =V (X, -+, X),
A
k volte

doveV & una trasformazionle-additiva.

Unatrasformazion¥ : T — Y & un polinomio astratto al piu di gradose & decomponibile
nella forma

V(%) = Vo(X) + V4(X) + - - + Vm(X),
dove ogniVk & un monomio astratto di gradooppure & identicamente nullo T, e Vg € una
costante. Se conﬁl_____hk indichiamo I'operatore differenzi-esima rispetto agli incrementi
hy,---,hge conA'r‘] I'operatore differenz&-esima con incrementi tutti ugualila & ben nota
la caratterizzazione seguente: una trasformazibnel — Y & un polinomio astratto di grado
al pium se e solo se
AMv(x)=0  perogni x,heT.

Inoltre seVk € un monomio astratto di gradg esiste un’unica trasformaziomkeadditiva sim-
metricaV (xq, - - - , Xk) tale che

1
Vi) =V (X, %) & V(Xq, X = EAl)‘(L,,,,Xka(X).

Nel prossimo paragrafo dimostreremo un teorema che gérmxal risultato di Hyers in [3]
nella direzione di vari risultati di stabilita per I'equane funzionale di Cauchy (si veda [1]).

TLavoro finanziato dal M.U.R.S.T. Fondi di Ricerca (60%).
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2. Dimostrazione dei risultati principali

In questo paragrafo daremo la dimostrazione del seguente

TEOREMAA4.1. Sia S uno spazio vettoriale normato e sia B uno spazio di Baraonsid-
eriamo una funzione f S — B soddisfacente la disuguaglianza

€ IAT - p OO < Pma (XL Mgl -+ . [Ihml) + B,

perognixe S,h e S <i <m),B eR" edovednq: RTH — R4 & una funzione
simmetrica, monotona non decrescente in ciascuna vagaidmogenea di grado [0, 1).

Allora esiste un polinomio astratto,P 1 definito su S a valori in B di grado al piu m 1,
tale che per ogni x S &

If(X) = Pm_1()l < MmlIx|IP + B,

dove

1 1 m—-1
Mm = om 1 (m) Pmy1(0,1, -4, D).

Inoltre Py_1(X) = f(0)+ Hy(X)+- - -+ Hp—_1(x) dove ogni K € il monomio astratto di grado
k ottenuto nel modo seguente

Hm-1(X) = AM-L£(0)

im ———
n—-+oo (m — 1)lnm-1

m-—1
: 1 1.k K .
Hk(x)=nﬂmmm[Anxf(0)—j_ZHlAnXHJ(O)], l<k<m-2

Premettiamo, seguendo le idee di Hyers, i seguenti lemmi.

LEMMA 4.1. Sia S uno spazio vettoriale normato e sia B uno spazio di Ban&e f:
S — B soddisfa per ogni xy € S la disuguaglianza

[fx+y) = f00 = f(y) + £OI =< X, Iy,

dove® : Ry x Ry — Ry & simmetrica e omogenea di gradoep|0, 1), allora esiste una
funzionev : S— B additiva e tale che

o1, 1)
@) 1100 = F©O = vl < IXIP 550,
1 f
®) Vo0 = lim = Ancf(0) = nﬂToo?'

Dimostrazione.Poniamof (x) — f(0) = g(x), cosi cheg(0) = 0O; allora

(4) lax+y) — gx) — gl < @I, ylD.
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Ponendox = y nella precedente relazione si ottiene

lg(2x) — 2g(x)|| < [IX[IP® (L, 1)

e quindi
p
1929 001 < P01 1),
Per induzione si prova che
1
9(2"x) P 2P S iaep
(5) 155 9= PO Dy 327D,
i=

Da questo segue che la successidpex) = % e di Cauchy per ognk € Se quindi,
per la completezza d, converge a(X) = limnp— 400 Tn(X).
Sostituendo in (4x ey rispettivamente con" e 21y e dividendo per 2, otteniamo
920 +y) _ 9@ _ 9@y _
n 2n 2n - 2n(1-p)
e passando al limite per— +oo si prova I'additivita div.
Se ora si passa al limite in (5) si ottiene la (2).

Sostituendo in (2x connx e dividendo pen, si ha
v(nx) — f(nx) + f(0) f(nx) — f(0) ®(1,1)
I I=lvx) — ——— I < IXIP——
n n (2—2P)ni—P

e passando al limite per— +oo otteniamo la (3).

@1, My,

Si osservi che il precedente Lemma continua a valere andhipaotesi

fx+y) — T — f(y) + £OI <2l IylD +8, B eRy;
in tal caso si include il risultato di Hyers e si ottiene

(1, 1)

o) — (0 — v < HXHpZ_Zp

+B.

LEMMA 4.2. Sia f: S— B tale che per ogni xy € S valga la relazione
6) Ifx+y) — 0 = f(y) + (O — QX y) — HX I < @UxI, Iy,

dove H(x, y) o & identicamente nulla o & un monomio astratto di gradelkin x, Q(x, y) &
un polinomio astratto di grado k 2 in x tale che @O0, y) = 0 e la funzioned verifica le ipotesi
del Lemma 4.1 ed inoltre & non decrescente in ciascuna bitgia

Allora H(x, x) = kH (x) e H(x) o & identicamente nulla oppure € un monomio astratto di
grado k dato da

. , 1
HOO = lim g AR fO)

Hx, y) = Ak g0, y),

dove gx,y) = f(x+y) — f(X).

1
k=Dl Mo k1
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Dimostrazione.Per ipotesi esiste una funzioméxs, - - - , Xk_1, ¥) additiva e simmetrica nelle
primek — 1 variabili tale che

(7) H(X7 Y) = (Xv ey X, y)

k—1!"

Facendo la differenzgk — 1)-esima con incrementy, - -- , Xk_1 hel primo membro
della (6) e ricordando chA)kg}. xe_q Q(X, y) = 0, otteniamo

k—1
IAK - xyFOO—AKL HEoyI = 2o 161+ XL Iy
i=1
e, perla (7),
k—1
©) 1A% sy FOO = v e I < 2RO I I+ I lyID.
i=1

Se scambiamo in (8) conxj, 1 < j < k-1, grazie alla simmetria dell'operatore differenza
otteniamo

©) A%, gy TOO = V(XL X1 Ve Xt 2 Xkt X
k—1
< 270 I+ X1+ L XD
i#]

Da queste due ultime espressioni abbiamo

(10) lv(Xq, -« Xk—1, ¥) = V(XL =+ o X1, Vs Xjds - Xk—1s Xl
k—1 k—1
< 22011+ IXIL Iy + 22 1% 1+ I+ Ty 1% 1D-
i=1 i#£j

Mostriamo ora che, additiva e simmetrica nelle pringe— 1) variabili, lo & pure nell’ultima
variabile.

Siak = 2; la precedente relazione si riduce a

vxe, y) = vy, XDl = 28Xl 4 IXI[, (1Y) 4 2P Ayl + 11X 121D,
da cui sostituend®&, connx; e passando al limite dopo aver diviso peotteniamo

. v(y, NXp) _
n—llToo n = v Y),

da cui, sfruttando I'additivita di rispetto alla prima variabile, otteniamo I'additivit&pietto alla
seconda e la simmetria.

Sek > 2, sostituiamo in (10¥; connx (1 <i <k —1,i # j) e passando al limite dopo
aver diviso pen, si ottiene

. v(nxl,---,y,---,nxkfl,xj-)
lim
n— 400 n

=v(Xg, 5 Xk=1, Y)
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e I'additivita di v rispetto allaj-esima variabile porta a quella sukeesima ed alla simmetria.
Postog(x, y) = f(x +y) — f(x), scrivendo la (9) in termini dg, dopo aver sostituita;
conx per ognij e diviso per(k — 1)!nk—1 otteniamo

14890 y) = v(x - nx w2 o] linxi + I iyl

(k — )Ink-1 - (k — )Ink-1
da cui
K= n—llToo k-1 Apx 90, y) = k— 1! v(X, X, ) =HX, y).
Definiamo oraH (x) = $H(X,X) = gv(X, -, X) e sostituiamoy con nx nella precedente

relazione; passando al limite si ha

. . 1
HOO = lim g ARy £(0).

O
LEMMA 4.3. Sia f soddisfacente le ipotesi del Lemma4.2 e ponidmxo = f(x) — H (x).
Allora f soddisfa le ipotesi del Lemma 4.2 con-Kl al posto di k (k> 3), cioé esistono un

monomio astratto K(x, y) di grado k— 2in x e un polinomio astratto @x, y) di grado k— 3
in x con Q(0, y) = 0, tali che

Ifx+y) — f0 — fy) + f(0 — Qx,y) — H'& Yl < @I, lyl).
Dimostrazione.Sostituendof (x) = fA(x) + ﬁ(x) in (6) otteniamo

Ifx+y)— o0 — fy+ f0—Qx, y) — HX y) + HXx+y) — HX) — HY)
(11) < (I, Iyl

Poiché

A A A 1
HX+y) = HOO = H(Y) = (g X4y X+ y) = v %) = vy, -, Y)

e
K /K
V(X+y,---,X+y)=Z<i>V(X,~-,X,y,~-wy),
i=0 k—ivolte i volte
otteniamo
T =
H(X+y)—H(X)—H(y)=F Z(JV(X,---,X,%---,Y) =HX, y)+q,y)
! ) ——— — —

k—i volte  ivolte

doveq(x, y) € un polinomio astratto di grado al pit+ 2 in x che si annulla pex = 0. Quindi
sostituendo nella disuguaglianza (11) abbiamo

Ifx+y) — f0 — f(y) + f(0O — Q. y) + ax, I < x|, Iy,
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dove siaQ cheq sono di grado al pik — 2 e si annullano ix = 0. La loro differenza si pud
quindi scrivere nella forma

Q(X’ y) - q(X’ y) = Q/(X’ y) + H/(Xv y)v

doveH’ & un monomio astratto di grado- 2 e Q’(x, y) & un polinomio astratto di grado al pit
k — 3 inx che si annulla pex = 0.

a

Osserviamo che analogamente al Lemma 4.1, anche i Lemmi#2rgnangono validi nel
caso in cui si sostituisca la (6) con

[fx+y) — £ — f(y) + £(0 — QX y) — HEX W = @UXIL YD +B8. B Ry

Dimostrazione.Dimostrazione del Teorema4.1
Procediamo per induzione.
Postog(x) = f(x)— f(0), siha cheﬁﬁl hy T 00 = Aﬁl h, 900, quindi per la (1) otteniamo

I9(x + h1 4+ h2) — g(x 4+ h1) — g(x + h2) + gO) || = @3(lIxIl, [Ihll, Ih2l)) + B;
ponendo nella relazione precederte- 0,h; = xehy =y, siha

19X +y) —g(x) — gl = P3O, [Ix]. lyl) + B

Per il Lemma 4.1 possiamo costruire una funzione addhiva) = . “T 27Ng(2"x) tale che
—> +00

®30.1D o
lgx) — HX)I < ﬁIIXII + 8.
Se poniamd?(x) = H(x) + f(0), otteniamo
®30,1LD o
fx) — PX)I < WIIXII + B

e sostituendx connx, dividendo pen e passando al limite abbiamo
H(xX)= Iim }[f(nx) f(0)]
- n—+4o00 N - '

Supponiamo ora il teorema vero par PoniamoG(x, y) = f(x +y) — f(x) eda

HAhmf.-l-,hm,yf(X)” < Omp2(IXIL bl - -5 thmlls TyID + B

otteniamo
AR .. 1, GOG W < Pma2(XI, Ihall, -+, [Ihmll, YD + B,

da cui, se pensiamy fissato, per l'ipotesi di induzione possiamo garantireis&enza di un
polinomio Py_1(X, y) di gradom — 1 in x tale che

1

m—1
m) Pmp 20, IXIL -« IXIL YD + B

1
IG(X,y) = Pm_106 Yl < W(
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e Ph_1(X, y) = G(0,y) + Q(X, y) + H(x, y), doveH & un monomio astratto di grado al piu
m — 1 inx e Q & un polinomio astratto di gradm — 2 tale cheQ(0, y) = 0. Ricordando
I'espressione dG, cio significa
Ifx+y) — fx) — f(y) + £(0 — QX y) — HX, Y
1 1 m—-1
= om1 (71_ 2D—1> D200, [IXIL, - -+, 11X ITYID + 8,
quindi f soddisfa le ipotesi del Lemma 4.2 ckr= m, da cui
Hx,x) 1

1
— lim —=AMf
m m! n—-+oo M~ NX ©

Hm(x) =

€ un monomio astratto di grado.
Applichiamo ora il Lemma 4.3 alla funziong (x) = f (x) — Hm(x). Otteniamo

[fix+y) — f200 = fa(y) + f1(0) — Rpn—3(X,¥) — Rp—2(X, Yl
1 1 m-1
= ome1 (71_ 2pfl> P20, IXIL -+, XL Iyl + B,
dove Ryj,—2 € un monomio astratto di grago— 2 in x e Ry,_3 € un polinomio astratto di grado
al pium — 3 in x tale cheRy,_3(0, y) = 0.
La funzione fq verifica quindi le ipotesi del Lemma 4.2 c&n= m — 1, quindi
Rn2%) _ 1

1 m
Hn_1(x) = (m— 1) = (m—1)! n—llToo WAnX f1(0)

. 1
lim
(m— 1)! n>+oco nM-1

[AMCIE0) — AN IHM(O0)]

€ un monomio astratto di grado— 1 in x.

Riapplicando di nuovo il Lemma 4.3 alla funziorfe(x) = f1(X) — Hp—1(X) = f(X) —
Hm—1(X) — Hm(x), vediamo che sono verificate le ipotesi del Lemma 4.2lceam — 2 che
assicurano che

Hmn_20) = AR 12(0)

m_2in M, 2
€ un monomio astratto di grado — 2 in x.

Continuando in questo modo si giunge ad una funzipes(x) = f(X) — H3(X) —--- —
Hm(x) tale che

[fm—2(X+Y) = fm—2() = fm_2(y) + fm—20) — hx. y) |

l l m—-1
= om—1 (m) D200, IIXIL -+, IXIL YD + B,
conh monomio astratto di primo grado i Per il Lemma 4.2
h(x, X) 1 . 1.,
Ha(x) = > = 3 nﬂToo ﬁAnx fm—2(0)
€ un monomio astratto di grado 2 e quindi la funzidpe_1(x) = f(X) — Ho(X) —- - - — Hm(X)

per il Lemma 4.3 e tale che

[fm-1x+y) = fm-100 = fm-2(y) + fm-1(0]

1 1 \™1?
= om1 (W) Pmy 20, X1 - IXIL YD + B.
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Poiché fi,_1 verifica le ipotesi del Lemma 4.1, possiamo assicuraresfeska di una funzione
additiva

. 1
Hi(x) = n—llToo EAnx fm—1(0)
tale che

1

m
m) Pmy2(0, 1, -, DIX|IP + B,

1
[fn—1(¥) — fm—1(0) — H1(X¥)[l < 2_m(
quindi
100 — PmOOIl < IXIIPMmya + B
dove Pm(x) = f(0) + Hy(X) + Hao(X) + - - - + Hm(X).

3. Ulteriori risultati

Utilizzando procedimenti simili a quelli del paragrafo peelente € possibile provare risultati
di stabilith anche nel caso in cui la funzione di control® di una classe differente.ll risultato
che proveremo fa riferimento, per quanto riguarda la satl funzione di controllo, a [4].
Precisamente vale il

TEOREMA4.2. Sia f: S— B, dove S & uno spazio vettoriale normato e B & uno spazio di
Banach, una funzione soddisfacente la disuguaglianza

m
AR, .. by FOON < WX + Y wlhil)
i=1

perognihy,---,hm,x € S, dovel : Ry — Ry verifica le condizioni
i) 1Mo o0 28 =0,
i) W(ts) < W(t)W(s),
iii) w(t)<tperognit> 1,

iv) W e localmente limitata.
Allora esiste un polinomio astratto,P 1 tale che

£ () = Pm—1ll < W(©0) + W(IXIDTm,

dove

T _2t@-Y@)+ V@Yt + (2 v 2
" @-wv@E)m-1 '
La dimostrazione del Teorema 4.2 procede in maniera anaagella seguita per il Teo-

rema 4.1, facendo uso dei lemmi seguenti che costituiscoa@vidente variante dei Lemmi 4.1
ed.2.

LEMMA 4.4. Sia f : S— B, dove S & uno spazio vettoriale normato e B & uno spazio di
Banach, una funzione soddisfacente la disuguaglianza

[fx+y) — £00 — f(y) + FOI = WX + ¥y,
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doveV verifica le ipotesi del Teorema 4.2.
Allora esiste una funzione: S — B additiva e tale che

100 = £(0) —veoll = WXl

2 W2
e inoltre 1 ‘
b0 = lim fAnf@ = lim 0%
n—-+oo N n—+o00 n

LEMMA 4.5. Sia f: S— B tale che per ogni xy € S valga la relazione

[fx+y) — ) — f(y) + f(0O) — QX y) — HE W <X + WAy,
dove H(x, y) o e identicamente nulla o € un monomio astratto di gradekin x, Q(x, y) € un
polinomio astratto di grado k- 2 in x tale che @0, y) = 0.

Allora H(x, x) = kH(x) e H(x) o & identicamente nullo oppure & un monomio astratto di
grado k dato da

. , 1
HOO = lim g AR f(©)

Hx, y) = Ak g0, y),

dove gx,y) = f(x+vy) — f(x).

KDl M kT

Per concludere osserviamo che il Teorema 1 non puo esseseescas@ > 1 (assumendo
B =0).

Dimostriamo I'esistenza di una funziorfe: R — R continua e di una funzionép, 1 :
Ri“ — R4 simmetrica, monotona crescente in ciascuna variabile egenea di grado 1 tali
che

IAR, . b, FOOI < @nya(IXl, Ihal, - 1Al X, hg, -+ hn €R,
e, per qualungue polinomio astraf_4 di gradon — 1, si verifica che
X—> 400 X

Consideriamo una funzionél : [0, +00) x [0, +00) — [0, +00) simmetrica, mono-
tona crescente in ogni variabile, omogenea di grado 1 e teeH(1,1) = 1, lims— 400
H(1,s) = +oo e definiamoh(t) = H(1,t). Poiché lim_ 4+ h(t) = +o0, esiste una suc-
cessione monotona crescente di interi posiiiyi} tale chen; = 1 eh(2) > k. Consideriamo
ora la succession@y} data da

a=0, a=2, a,=2%aperk=23,---

e definiamo

1 1 1
ga) =0, g =5+-+---+ k=23 ...,

3 4 k+1°

estendiamo quindy linearmente sugli intervalli determinati dalla successifayx}. Si ottiene
una funzione continua e monotona crescente che soddisgéglesti condizioni:

) 9(0) =0,
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i) 1Mt 400 (1) = +o00,
i) g(t+s)—g(t) < ht~1s) per ognis € [0, +00) et € (0, +00).
Isac e Rassias in [4] hanno mostrato che la funzione

tg(t
(12) f(t) = %

verifica la disuguaglianza
[ft+9) - f@)— f(s <H(tl,Is)), t,seR.
Da questo segue che

IAR, e TOOI < @nga(Xl [hal, -+ 1Al X, hy, -+ hn € R,

dove®p 1 : ]Rﬂ'fl — R4 & una funzione simmetrica, monotona crescente in cias@nbile
e omogenea di grado 1. Infatti, procedendo per induzione,=s& abbiamo

AR, b, FOO1 = 1T (X+h1+hg) — f(x+hp) = F(x+hg) + ()
< |f(x+hy+hg) — f(x+hp) — f(hp+f(x+hp) — ) = f(hy)
< H(x+ hal. [ha) + H(IX], [h1)) < 2H(X| + ha| + Ihal. [X] + |ha| + [h2))
= ®3(x|, Ihyl, |hz))

e &3 € simmetrica, monotona crescente e omogenea di primo graddéH ha tali proprieta.
Passiamo ora daan + 1:

AR ey FOOLSIAR L FOCH P Dl + AR FO0

< ®pya(IX+hnyal thal, -+ fhnD) + @npa (X1 [l -+« ThaD)
< 2®n 1 (IX] + [haf 4+ 4 [hngal -+ IXE 4 Thal + -+ [Pnga])
= @np2(IX[, Ihal, -+ Ihngal)

con®4 o simmetrica, monotona crescente ed omogenea di grado 1.
Supponiamo ora, per assurdo, che esista un polinomiotasBat, di gradon — 1 tale che

lim Suplw| < +o00.

X—+00 X
Essendof continua, essa € limitata su ogni intervallo compatto. ldeglazione precedente
segue che anchB,_1 € limitato su ogni intervallo compatto non contenente lmzeMa al-
lora P,_1 € un polinomio in senso ordinario, cid&_1(X) = cg + CiX + -+ + cp_1x" L.
Restringendoci ad > 0, otteniamo

f(X) — Ph—1(X) . f(x)__co_c e g axN2
X T ox X n-1
=’9_<2)_;_C —r ot 2"

Pern = 1 en = 2 abbiamo ovviamente

f(X) — Ph_1(X)
X

lim ’ =400
X—4-00
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Sen > 2, definiamof (x) = 9@ X (ay_1.a] X) € osserviamo che per la costruzione fatta
ng > ke, perk > 5,a_1 > ax_» > k. Siverifica allora che

900 < F(0) < log(k + D) x(ay_q,a] ) < 109(@k-1)X(a_1,a]X) < 3logx

e quindi
. X . 3logx
lim 9 < lim g =0.
x—>+o0 XN— X—+400 xN—2
Possiamo quindi concludere che
: gx)  Pho1(X) : n—2| 9(X) Co
im |——-——"———|= Im X —_— = — = Ch—1| =
X—>+oo| 2 X X—> 400 xn—2  yn-1 n-1| = +00

La stessa funzioné fornisce il controesempio per il cagp> 1. Per mostrare cio osservi-
amo che partendo dalla funziodg, 1 costruita in precedenza e fissgte- 1, la funzione™

definita da
n+1

FritGa D) = 3 @npa O -+ )
k=1
& simmetrica, monotona crescente ed omogenea di gradooltre
@npaXy, s X)) < Tppa(Xa, - Xng ) + @ppa (@, -, D).

Utilizzando questo risultato, per la funzione costruitéli®) abbiamo la seguente disuguaglianza

IAR, . by FOOI < Tnga(XI, hal, -+, lhn]) + 8.
Fissatop > 1 sian = [p] + 2. Supponiamo ora che esista un polinomio astrBfto; tale
che
f(x) — Ph— -
lim sup| )= Ph100I =6 +00.
X—400 |X|p

Come nel caso precedente la continuitd dii garantisce ch@,_4 € un polinomio ordinario e,
restringendoci ai reali positivi, otteniamo

If(X) = Po1®) =B | 90 co X" B
xP T loxp-1  xp xP xP’

Si prova quindi immediatamente che

im (00— P10l -8 _
X— 400 |X|P

Si noti che sono esclusi i casi= 1 en = 2, per i quali infatti mediante le stesse tecniche
dimostrative usate da Hyers si ottengono risultati pagiiigtabilita.
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