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SCINDEMENT D’ASSOCIATIVITE ET ALGEBRES DE HOPF
par

Jean-Louis Loday

En hommage a Jean Leray

Résumé —  On montre que certaines algebres associatives dont le produit se scinde
en somme de plusieurs opérations et qui sont libres, en un certain sens, pour ces
opérations, possedent une structure d’algebre de Hopf. On montre que 'opérade des
algeébres dendriformes joue un role particulier dans ce contexte, puis on donne de
nombreux exemples.

Abstract (Splitting associativity and Hopf algebras). — We show that some associative
algebras whose product splits up into the sum of several operations and are free, in a
certain sense, with respect to these operations, admit a Hopf algebra structure. We
show that the operad of dendriform algebras play a crucial role in this context, and
we give numerous examples.

Introduction

Dans leur célebre article sur les algebres de Hopf, John Milnor et John Moore
interprétent le théoreme 8 de larticle [Leray] de Jean Leray de la fagon suivante
(cf. théoréme 7.5 de [MM)]) : si une algébre commutative unitaire A posséde une
co-opération unitaire, i.e. un homomorphisme d’algebres associatives

A:A—ARA

compatible avec I'unité, alors A est libre comme algebre associative et commutative
(c’est-a-dire est une algebre symétrique). Ce résultat peut s’étendre & d’autres types
d’algebres a condition de remplacer le produit tensoriel par la somme (colimite) dans
cette catégorie d’algebres (cf. Fresse [Fr] et Oudom [O]).

Le but de ce papier est, en un certain sens, de renverser la situation et de montrer
que, pour certains types d’algebres, on peut construire un coproduit sur I’algebre libre.
Dans le cas classique des algebres associatives, I’algebre libre sur ’espace vectoriel V'
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156 J.-L. LODAY

est l’algebre tensorielle T'(V) (algeébre des polynémes non commutatifs sur une base
de V). On sait que c’est aussi une algebre de Hopf pour le coproduit construit & partir
des shuffles. Comme conséquence importante de cette propriété les algebres envelop-
pantes des algebres de Lie sont des algebres de Hopf. En pratique on peut utiliser le
fait que T'(V) est libre pour démontrer la coassociativité du coproduit shuffle sans cal-
culs combinatoires fastidieux. Nous montrons dans ce papier que cette technique peut
étre étendue a certains types d’algebres présentant un « scindement d’associativité ».
Nous montrons que, lorsque certaines propriétés de cohérence existent entre les rela-
tions définissant le type d’algebre et 'unité, alors I'algebre libre pour ce type (diiment
augmentée) est une algebre de Hopf. Dans le cas ol le type d’algebres est défini par
deux opérations dont la somme est une opération associative (scindement d’associati-
vité), on constate que les relations doivent étre combinaisons linéaires de 3 relations
particulieres. Celles-ci sont exactement les relations des « algebres dendriformes ».

Dans le premier paragraphe on explique ce qu’on entend par « scindement d’asso-
ciativité » et « cohérence des relations avec I'unité ». On montre le réle primordial des
algebres dendriformes pour ce probleme. Dans le deuxieme paragraphe on démontre
Iexistence d’une structure d’algebre de Hopf sur les algebres libres pour les types
d’algebres satisfaisant aux conditions de cohérence. Les deux premiers paragraphes
sont restreints aux types d’algebres ayant deux opérations génératrices sans symétrie.
On peut étendre le résultat a d’autres types d’algebres, ce qu’on fait dans le troi-
sieme paragraphe, écrit avec la terminologie des opérades qui est le langage adapté
dans ce domaine. L’existence du coproduit sur ’algebre libre a pour application la
généralisation de la notion de convolution.

Outre les algebres dendriformes; il se trouve que la plupart des nouveaux types d’al-
gebres avec scindement d’associativité apparus dernierement vérifient effectivement
les propriétés de cohérence : algebres 2-associatives, trigebres dendriformes, algebres
pré-dendriformes, algebres dipteres, quadrigebres, algebres magmatiques. Apres avoir
donné la présentation de ces types d’algebres, on indique ce qui est connu sur leur
algebre libre dans le quatrieme paragraphe.

Dans le dernier paragraphe nous abordons le probleme de la détermination de
I'opérade des primitifs.

Je remercie Maria Ronco et Teimuri Pirashvili pour les nombreuses conversations
et idées échangées sur le sujet, et Frangois Lamarche pour une remarque pertinente.

Notation. — Dans ce papier K est un corps de caractéristique quelconque. Par espace
ou espace vectoriel on entend un espace vectoriel sur K. Le produit tensoriel sur K
des espaces V' et W est noté V@ W.
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SCINDEMENT D’ASSOCIATIVITE ET ALGEBRES DE HOPF 157

1. Scindement d’associativité et cohérence unitaire

1.1. Définition — Soit A une algebre associative (non unitaire) dont on note x le
produit. On dira qu’il y a scindement d’associativité lorsque cette opération * est
somme de deux opérations :

(0) cxy=x<y+x >y,
que l'on qualifie respectivement de gauche et droite, et lorsque I’associativité de * est
une conséquence des relations satisfaites par < et >.

L’exemple suivant va jouer un réle primordial dans notre problématique.

1.2. Exemplgalgébres dendriformes) — Par définition une algébre dendriforme
(cf. [L2]), encore appelée digebre dendriforme, est un espace vectoriel A muni de
deux opérations gauche et droite satisfaisant aux relations

(R1) (r<y)<z=2<(y=*2),
(R2) (x>y)<z=z> (y <2),
(R3) (xxy)=z=z> (y = 2),

Par addition des relations on constate que ’opération * est associative, on a donc bien
scindement d’associativité.

1.3. Compatibilité entre relations et action de ’unité. — Toute algebre as-
sociative A peut étre rendue unitaire formellement en posant Ay = K -1® A (algebre
augmentée) avec le produit associatif induit par celui de A, 1 étant l'unité pour .
On se pose la question de savoir si, lorsque le produit associatif est scindé, on peut
étendre les opérations < et > a tout Ay. On doit avoira =1xa=1<a+1>a
d’une part et a =a*1=a <1+ a > 1 d’autre part. Faisons les choix suivants pour
Paction de 1 sur a € A :

(1) 1<a=0, 1=a=a, a<1l=a, a>1=0.

On ne peut pas étendre < et = a K donc 1 < 1 et 1 > 1 ne sont pas définis. On
voudrait que I'extension des opérations < et > a l’algebre unitaire A, par les formules
ci-dessus soit compatible, i.e. que les relations satisfaites par < et > soient valables
sur A, pour autant que les termes soient définis. On dira alors que A est une algébre
augmentée.

Dans un premier temps on suppose que les relations satisfaites par < et > sont
quadratiques et régulieres (voir paragraphe 3.1). Ceci signifie que les relations sont
des combinaisons linéaires de monémes du type (x o1 y) o2 z et du type x o1 (y o3 2)
ol 01 et oy sont soit < soit = (il y a donc 8 mondémes possibles). On remarquera que
les algébres dendriformes sont de ce type. Elles ont été étudiées dans [L2].
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158 J.-L. LODAY

1.4. Proposition — L’extension des opérations < et = a l'algébre unitaire Ay est
compatible si et seulement si les relations satisfaites par < et > sont des combinaisons
linéaires des relations (R1), (R2) et (R3) décrites ci-dessus.

Démonstration. — Soit

alr<y)<z+p0E<y)=z+vx=y)<z+0(xz>y) >z
=drz<y<2)+B8zx<y=2)+yr=-(y<z)+dz > (y>=2)

une relation ou a, 3, etc, sont des scalaires. En remplagant x, resp. y, resp. z par 1,
on obtient

y=9, §=¢,
a = 6/7 ﬁ = 517
/ /
a=a, Y=7,
respectivement. En effet, par exemple pour = = 1, on obtient
YO =<c)+db=c)=7"(b=<c)+d(=c)
pour tous b,c € A, d’ou ’égalité de la premiere ligne.
On en déduit que la relation de départ est de la forme
afz=<y)<z—z=<(y<z2)—z=<y=2)+v((e=y) <z—2 > (y<2))
+08((z<y)=-z+(@=y)=z2—a>=(y=2)) =0

c’est-a-dire une combinaison linéaire des trois relations (Ri). O

On examine plusieurs types de digebres dans le second paragraphe.

2. Structure d’algébre de Hopf sur les algébres libres

On considére un type d’algebres P ayant deux opérations génératrices < et > et
dont les relations sont des combinaisons linéaires de (R1), (R2) et (R3). On suppose
que l'on est en présence d’un scindement d’associativité, c’est-a-dire que ’opération *,
définie par la formule (0), est associative.

Soient A et B deux algebres de type P, dont on note A, By la P-algébre augmen-
tée.

2.1. Proposition(Cohérence) — Les formules ci-aprés font de AL ® By une P-algébre
augmentée ('unité étant 1® 1) :
(a®@b)o(a @b) :=(axad)®(bob)sibe Boub' € B,
(a®1)o(d®1) :=(aocd)®1,

oti o == et = (ou une combinaison linéaire quelconque d’icelles), a,a’ € Ay et b)b’ €
B;.
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On dit alors que le choix d’action de I'unité est cohérent avec les relations (ainsi
dans ce cas la compatibilité implique la cohérence). Il est pratique pour les calculs
d’utiliser la formule (abusive)

(axad)®@(lol)=aod ®1.

Démonstration. — On remarque que les formules impliquent immédiatement
(a®@b)x(d @V)=(axd)® (b*b)

dans tous les cas. Ainsi la structure d’algebre associative induite est bien la structure

habituelle.

Soient a,a’,;a” € Ay et b, b, b” € By. Soit i = 1,2 ou 3. On montre tout d’abord
que la relation (Ri) est vérifiée pour z = a®b, y = o’ @V, 2 = a” ® b” dans les deux
cas suivants

— I'un des éléments b, b’,b” vaut 1 et les deux autres sont dans B,

— deux des éléments b, b, b” valent 1 et le troisitme est dans B.

Les parties gauche et droite de la relation (R1) s’écrivent respectivement

(a@b) < (d@b)) < (a"@V")=(axad xa")@((b<b)=<b")
et

(a®@b) < ((a'@b)* (" @b"))=(axad *xa")@ (b= (b xb"))
sibe Boub € B.Sil'un des b,b,b” seulement vaut 1, alors les composantes dans
B, sont égales par la Proposition 1.4. Sib =1 =b" et b/ € B les deux termes sont
nuls, et sont donc égaux. Sid' =1 =10" et b € B les deux termes valent (axa’*a”)®D,
ils sont donc égaux. Si b =1 =V et V" € B les parties gauche et droite s’écrivent
respectivement

(a®1)<(d®1)<(a"®@1)=((a<d)*xa")®(1=<b")=0
et

(a®1) < ((d@1)*(a"®1))=(axad xa") @ (1 <b")=0
elles sont donc égales.
Les parties gauche et droite de la relation (R2) s’écrivent respectivement

(a®@b) = (d'@b")) < (a" @V")=(axad xa")@((b=b)=<b")
et

(a®b) = ((d@b) < (" @b")=(axad xad")@ (b= (b <b")).
Si I'un des b, b, b"” seulement vaut 1, alors les composantes dans B, sont égales par
la Proposition 1.4. Si b =1 = b" et b/ € B les deux termes valent (a *a' *a”) @V

et sont donc égaux. Si b =1 = b et b’ € B les parties gauche et droite s’écrivent
respectivement

(a®1)=(d’®1)) < (a"@V)=((a=d)*xad") @ (1 <V")=0
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160 J.-L. LODAY

et

(a1)=((d®1) < (@ @b")=(a®1) = ((a'xad")@ (1 <b")=0
elles sont donc égales. Si b’ =1 =b" et b € B les parties gauche et droite s’écrivent
respectivement

(a®@b)=(d®@1))< (@ ®1)=((axd)®(b=1))<(d"®1)=0
et
(a®b) = ((d®@1)<(d"®1)=(a®b) = ((d’ <ad"))®1)
=(ax(d <d))e@0b=1)=0

elles sont donc égales.

La vérification pour (R3) est en tous points analogue & celle de (R1).

Supposons maintenant que A et B satisfont & la relation (R) := «(R1) + 8(R2) +
~v(R3) pour des scalaires «, 3,7. Si b,b’',b” sont dans B, alors (R) est vérifiée pour
r=a®by=adQ0V,z=a" @V car la relation (R) est valable dans B. Si au moins
lun des b, b, 0" est dans B, alors (R) est vérifiée car, d’apres les calculs précédents,
la relation (Ri) est vérifiée pour tout i. Si maintenant b = b’ = b"” = 1, alors (R) est
vérifiée (toujours pour z = a® b, y = ¢’ ¥V, z = a” @ b") car la relation (R) est
valable dans A.

En conclusion on a démontré que AQ K & K ® B® AR B est une algebre de type
P, et donc Ay ® By est une P-algebre augmentée. O

2.2. Algebre de Hopf connexe. — On rappelle qu'une bigébre H = (H, *, A, u, c)
est la donnée d’une structure d’algebre associative unitaire (H,*,u), d’'une structure
de cogebre coassociative co-unitaire (H, A, ¢) et on suppose que A et ¢ sont des ho-
momorphismes d’algebres unitaires. On dit qu'une bigebre est une algébre de Hopf si
elle possede une antipode.

Une bigebre H est dite connexe si la filtration F.’H est complete, i.e. si H =
U, F-H, pour FoH := K -1 et

FH={zcHA(z)-1®z—-—2®1€ F,_1H®F._1H}.
On montre aisément qu'une bigebre connexe admet une antipode, donc il y a équiva-

lence entre bigebre connexe et algebre de Hopf connexe.

2.3. Théoreme— Soit P un type d’algébres ayant deux opérations génératrices < et
> et dont les relations sont des combinaisons linéaires de (R1), (R2) et (R3), l'une
d’elles étant (R1)+(R2)+(R3) (scindement d’associativité). Alors lalgébre libre aug-
mentée P(V)y est munie naturellement d’une structure d’algébre de Hopf conneze.

Démonstration. — Puisqu’il y a scindement d’associativité, lalgebre P (V) est une
algebre associative et P(V); est une algebre associative unitaire augmentée. Il nous
faut donc construire la coopération A et démontrer ses propriétés.
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D’apres la proposition 2.1 P’algebre associative P(V)y ® P(V)1 est munie d’une
structure de P-algebre augmentée.
Considérons maintenant ’application linéaire

0:V—PV)1 @P(V)4, v—oR1+1Qw.

Il existe une et une seule extension de § en un morphisme de P-algebres augmentées
A:PV)y = PV)y @ P(V)1 car P(V) est la P-algebre libre sur V.

Puisque c’est un morphisme de P-algebres augmentées, c’est, a fortiori, un mor-
phisme d’algebres associatives augmentées.

Il nous reste & montrer que A est coassociatif. Les morphismes (A ® Id) o A et
(Id ® A) o A étendent tous les deux I'application linéaire V. — P (V) %3 qui envoie v
sur 1®1®v+1®uve1l+v®1®1. Par unicité de 'extension on déduit la coassociativité
de A.

On a ainsi construit la structure de bigebre. Montrons maintenant que cette bi-
gebre est connexe. De par sa définition Palgebre libre P(V) est de la forme P(V) =
®n>1P(V)n ot P(V),, est Pespace engendré linéairement par des produits quelconques
de n éléments de V. Posons A(z) = A(z) —z2®1—-1®2 = Y 21 ® 75. On a
degx = degzy + degxy. Comme degzy > 1 et degxs > 1, on a degx; < degx et
degzo < degz. Ainsi, si z € P(V)n, on a A" (z) = 0. Il sen suit que P(V), C
F,P(V). On adonc P(V)y =, - P(V)4+ et P(V) est une bigebre connexe. Donc
c’est une algebre de Hopf connexe. O

2.4. Remarques— En fait P(V'); a une structure plus fine que simplement celle d’une
algebre de Hopf, c’est une P-algébre de Hopf. Ceci signifie que le coproduit A est un
morphisme de P-algebres augmentées.

Puisque § est symétrique (i.e. § =70 ou 7(z ® y) = y ® ), on pourrait penser
que A est co-commutative. Il n’en est rien car, bien que 7 soit un automorphisme
d’algebre associative, ce n’est pas un automorphisme d’algebre de type P.

2.5. Algebres dendriformes. — On en a donné la présentation en 1.2. Dans [L2]
on a montré que l'algebre dendriforme libre sur un générateur, notée Dend(K), a
pour base linéaire les arbres binaires planaires. Donc la dimension de ses composantes
homogenes est

(1,2,5,14,42,132,...,¢p,...)

2n
n

ou ¢, = n+_1(

feuilles).
En 1.3 on a fait un choix pour 'action de 1. Si on identifie 1 & ’arbre sans sommet

) est le nombre de Catalan (nombre d’arbres binaires planaires & n+1

interne, alors on constate que les formules de [L2] s’étendent sans obstruction.
Dans [LR1] on a construit explicitement un coproduit A’ sur I’algébre associative
augmentée Dend(K); en décrivant A’(t) pour tout arbre binaire planaire ¢ par la
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162 J.-L. LODAY

formule de récurrence
A(tVs) = Zt(l) *81) @ty Vs +tVs®l

Ici Vv désigne le greffage des arbres et on a adopté la notation de Sweedler A’(¢) =
> t(1) ®tez). Montrons que A’ coincide avec la co-opération A construite en 2.3. On
rappelle que tVs=1¢>Y < souY estle générateur de Dend(K). On a

AtVs)=At>=Y <s)=A) = AY) < A(s)
=(tq) ®te) = (1Y +Y ®1) < (5(1) @ 5(2))
= (tay*x1*s01)) @ (t2) =Y < 5(2)) + (t1) * Y *5(1)) @ (t2) = 1 < 5(2)
= (ta) *5(1)) @ (t2) Vs2)) +tVs® 1.

On a ainsi montré que A = A’. En application on obtient une démonstration plus
simple de la co-associativité de A’.

Le coproduit des algebres dendriformes joue un role crucial dans le travail de M.
Ronco sur une généralisation du théoréme de Milnor-Moore (c¢f. [R1] et [R2]).

Une construction différente du produit et du coproduit sur les arbres planaires
binaires a été donnée par Brouder et Frabetti dans [BF]. Le fait que ces deux algebres
sont isomorphes a été démontré par Holtkamp [H] et indépendamment par Foissy
[Fo] (voir aussi [AS]). On trouvera dans [A], [C] et [E] des liens entre les algebres
dendriformes et d’autres types de structure algébrique.

2.6. Algéebres diptéres. — Par définition (¢f. [LR2]) les algébres diptéres ont deux
opérations génératrices * et > vérifiant les relations

(as) (xxy)*z=uzx*(yx*2)
(dipt) (xxy)=z=x> (y = 2)

Il est clair que I'on peut aussi les définir par les opérations < et > (via la formule
(0)) et les relations (R1)+(R2) et (R3).

L’avantage de la premiere présentation est qu’elle a un sens aussi sur les ensembles.
Dans [LR2] on a montré que 'algebre diptere libre sur un générateur notée Dipt(K)
a pour base linéaire deux copies des arbres planaires, ses composantes homogenes ont
donc pour dimension

(1,2,6,22,90,...,2C,_1,...)

ou C,, est le super-nombre de Catalan (nombre d’arbres planaires a n + 1 feuilles).
La méthode exposée ci-dessus nous a permis de construire facilement la structure
d’algebre de Hopf. Cette structure joue un réle-clé dans la démonstration du résultat
principal de [LR2] qui est une généralisation du théoréme de Milnor-Moore au cas
non-cocommutatif.
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2.7. Digebres sans nom. — Les opérations génératrices sont < et > et les re-
lations sont (R1)4+(R3) et (R2). On peut aussi, évidemment remplacer (R1) + (R3)
par ’associativité de *. On trouve une structure différente de la précédente bien que
I’algebre libre sur un générateur ait les mémes dimensions.

2.8. Digebres associatives admissibles. — Les opérations génératrices sont <
et > et la relation est (R1)+(R2)+(R3), c’est-a-dire 'associativité de . L’algebre
libre sur un générateur a une base formée des « arbres binaires hybrides » (¢f. [Pa]).
En effet, si on admet que 2 est inversible, on peut changer de base d’opérations
génératrices, et prendre * et - définies par -y := x < y — z > y. On trouve pour
dimensions de I'objet libre sur un générateur

(1,2,7,31,154,...)

En fait la série génératrice (cf. 3.1) est l'inverse pour la composition de la série f(z) =

—1+2%+ .

On observe que lopération {x,y} := z < y —y > 2 munit Pespace sous-jacent
d’une structure d’algébre de Lie admissible (cf. [Re]) car Pantisymétrisé de {—, —}
est

{r,y} —{y,z} =z <y—yr-z—y<ax+ax-y=c*xy—y*xz =[x,y

3. Opérades et algebres de Hopf

Dans la premiére partie (paragraphes 1 et 2) on s’est restreint volontairement & des
types particuliers d’algebres : deux opérations génératrices binaires et des relations
non-symétriques (voir ci-dessous) avec scindement d’associativité. Par la méme mé-
thode on peut étendre le théoreme 2.3 a d’autres types d’algebres ayant par exemple
plusieurs opérations génératrices et/ou des relations plus générales. Afin de traiter le
cas plus général il est pratique (voire nécessaire) de se placer dans le cadre des opérades
algébriques. On rappelle tres brievement les rudiments de cette théorie en 3.1.

3.1. Opérades algébriques. — Soit P un type d’algebres et P(V) la P-
algebre libre sur l'espace vectoriel V. On suppose que P(V) est de la forme
P(V) = @n=1P(n) ®s, VE™ ou les P(n) sont des S,-modules & droite. Le groupe
symétrique S, opeére & gauche sur V®™ par permutation des variables. On consideére
P comme un endofoncteur de la catégorie des espaces vectoriels. La structure de
P-algebre libre de P(V) fournit une transformation de foncteurs v : Po P — P
ainsi que v : Id — P vérifiant les axiomes d’associativité et d’unitalité usuels.
Cette donnée (P,~,u) est appelée une opérade algébrique. Une P-algebre est alors la
donnée d’'un espace vectoriel A et d’une application linéaire v4 : P(A) — A telle que
Ya0v(A) =va0P(v4) et y4 0ou(A) =1d4.
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L’espace P(n) est 'espace des opérations n-aires pour les P-algebres. On supposera
ici qu’il n’y a qu’une (a homothétie pres) opération unaire, & savoir l'identité : P(1) =
K-1d .

On supposera aussi que toutes les opérations sont engendrées (par composition) par
des opérations binaires, c¢’est-a-dire une famille de générateurs linéaires de P(2). On
dira alors que 'opérade est binaire. Si les relations entre opérations sont conséquences
de relations ne faisant intervenir que des monoémes a 2 opérations, on dira que 'opérade
est quadratique.

Si les opérations binaires n’ont pas de symétrie et que dans les relations, les variables
x,y et z apparaissent toujours dans le méme ordre, on dira alors que l'opérade est
réguliére. L’espace P(n) est alors de la forme P,, ® K [S,,] olt P,, est un espace vectoriel
et, en tant que S,-module, P(n) est une somme de représentations régulieres. La
famille des P,, munie de la composition est appelée une opérade non-symétrique.
Dans ce cas ’algebre libre, et donc I'opérade réguliére, sont entierement déterminées
par Palgebre libre sur un générateur P(K) = @p>1Pn.

On dira qu'il y a scindement d’associativité si P(2) contient une opération, no-
tée (x,y) — x *y, qui est associative. Dans ce cas on peut toujours trouver une
base de l'espace P(2) telle que la somme des vecteurs de base soit 'opération *. Les
exemples des paragraphes 1 et 2 sont des opérades binaires quadratiques régulieres
avec scindement d’associativité.

La série génératrice de 'opérade P est la fonction

£7(@) = (-1 P

n!
Si 'opérade est réguliere on a f7(z) := > ns1(—1)" dim P,z". Dans les exemples de
ce papier c’est la série (dimP,,),>1 que 'on donne.
Les opérades les plus intéressantes sont celles qui sont « de Koszul ». Une condi-
tion nécessaire pour la Koszulité est que I'inverse, pour la composition, de la série
génératrice soit aussi une série a coeflicients entiers alternés.

3.2. Actions de 'unité, compatibilité et cohérence. — Soit P une opérade
binaire quadratique. Par action de l'unité on entend le choix de deux applications
linéaires

a:P2)— P(1) =K, B:P2)— P(1) =K,

qui permettent de donner un sens a ao 1 et 1o a respectivement pour toute opération
o € P(2) et tout a € A ou A est une P-algebre :

aol=a(e)(@), loa=pA)(a).

Lorsque 'opérade P est avec scindement d’associativité on suppose que 'on fait le
choix a * 1 = a = 1 *a pour *, c’est-a-dire a(x) = Id = [(x).
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On dira que le choix d’action de I'unité est compatible avec les relations de P si les
relations sont encore valables sur A, := K - 1® A pour autant que les termes soient
définis.

Considérons 'espace AQ K- 1K1 B& A® B ou A et B sont des P-algebres.
En utilisant le choix d’action de 1'unité on étend les opérations binaires o € P(2) a
cet espace en posant, comme en 2.1 :

(a®@b)o(a @b) = (axad)®(bob') sibe Boulb € B,
(a®1)o(d®1) :=(aoad)®1 sinon.

On dira que le choix d’action de 'unité est cohérent avec les relations de P si AQ K -
1K -1® B& A® B muni de ces opérations est une P-algebre.

Observons qu’une condition nécessaire pour la cohérence est la compatibilité. Dans
certains cas, compatibilité entraine cohérence (cf. Proposition 1.4) mais ce n’est pas
toujours vrai.

Si Cy est une autre P-algebre augmentée, on vérifie que (Ay ® B1) ® C4 et
Ay ® (B4 ® Cy) ont la méme structure de P-algeébre augmentée.

3.3. Théoreme — Soit P une opérade binaire quadratique non symétrique. Toute ac-
tion de l'unité cohérente avec les relations de P permet de munir la P-algebre libre
augmentée P(V)4 d’une co-opération co-associative (i.e. un coproduit)

A:P(V)y —PV)y @P(V)4

qui est un morphisme de P-algébres augmentées.
En particulier s’il y a scindement d’associativité, P(V)y est une algébre de Hopf
connexe.

Démonstration. — L’action de 'unité permet, grace a I’hypotheése de cohérence, de
munir P(V)4 ® P(V)4 d’une structure de P-algébre augmentée. Le coproduit A est
I'unique morphisme de P-algebres augmentées qui étend l'application linéaire v +—
1®v+v® 1. Le reste de la démonstration est le méme que pour le théoreme 2.3. [

Remarque — Sous I’hypothese « réguliére » la premiere formule de 2.1 munit A ® B
d’une structure de P-algebre. Sans cette hypothese, ce n’est plus automatique, mais
il arrive encore parfois que ce soit vrai. Dans ce cas le théoreme 3.3 est encore valable
(¢f. exemple 4.1).

3.4. Convolution opéradique. — Soit P une opérade binaire quadratique régu-
liere munie d’une action cohérente de I'unité. On va montrer que, comme dans le
cas associatif on peut munir ’espace des endomorphismes de la P-algebre libre de
produits de convolution.

3.5. Proposition — Pour tout espace vectoriel V' l’espace Homg (P(V)4,P(V)4) est
muni d’une structure de P-algébre unitaire.
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Démonstration. — Soit p € P(2) une opération génératrice. Pour tout couple d’ap-
plications linéaires f,g : P(V)y — P(V)4+ on définit 7u(f,g) : P(V); — P(V)4+ par
la formule suivante :

alf,g9) == po(f@g)oA.
Il est immédiat de vérifier que les relations satisfaites par les opérations génératrices p
de 'opérade P sont aussi satisfaites par les opérations 7z. Donc Homg (P(V)4+, P(V)4)
est une P-algebre unitaire. O

3.6. Remarque — Dans le cas des algebres associatives, i.e. P = As et u = %, I'opé-
ration 7 est la convolution classique.

4. Exemples

4.1. Algebres de Zinbiel. — Supposons donnée une seule opération . On choisit
pour action de 1 les formules suivantes :

1>-z=ux, z>=1=0.

On montre, comme dans la proposition 1.4, que I'unique relation possible pour avoir
cohérence est
(x>-y+y=z)=z=z> (y > 2).

Les algebres définies par > et cette relation sont les algébres de Zinbiel (cf. [L1]), qui
sont duales, au sens opéradique, des algebres de Leibniz. On constate que 'opération *
définie par x xy = x > y + y = = est associative. On peut montrer (cf. loc.cit.) que
I'algébre de Zinbiel libre augmentée est I’algebre des shuffles T°"(V') (i.e. T(V) en
tant qu’espace vectoriel, mais avec le produit shuffle). La structure d’algebre de Hopf
donnée par notre méthode n’est rien d’autre que la structure connue : A est la décon-
caténation. La preuve consiste & identifier z1xoxs ... 2, & (... ((x1 = 22) = 23) ... Ty)
et raisonner par récurrence.

4.2. Algebres pré-dendriformes. — Par définition une algebre pré-dendriforme
a 3 opérations <, =, * qui satisfont a 4 relations :

(RO) (xxy)xz=xx*(y=*2),
(R1) (r<y)<z=z<(y=*2),
(R2) (x>y)<z=z> (y <2),
(R3) (xxy)=z=a> (y > 2).

L’opérade associée est donc binaire quadratique réguliere avec scindement d’associati-
vité. On obtient les algebres dendriformes comme quotient en introduisant la relation
de symétrie

rxy=x<y+x >y,
car sous cette condition la relation (R0) devient égale a (R1)+(R2)+(R3).
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L’opérade des algebres prédendriformes a pour dimension des parties homogenes
(1,3,14,80,510,...),

dont la série génératrice alternée est 'inverse pour la composition de
1
24322 — 423+ 52 — =1+ ——.
* 1+

Si on prend les mémes conventions que dans le paragraphe 1, a savoir
1<a=0,1>a=a,a<1=a,a>1=0, lxa=a=ax1,

on constate immédiatement que les quatre relations (R0) & (R3) sont compatibles. En
fait ce choix est méme cohérent avec les relations et donc ’algebre pré-dendriforme
libre augmentée, preDend(V)y est munie d’une structure d’algebre de Hopf par le
théoreme 3.3.

La version cogebre des relations ci-dessus joue un role primordial dans le travail de
P. Leroux [Lel, Le2].

4.3. Remarquddue a F. Lamarche) — Les formules (R0) & (R3) se rencontrent dans
le contexte des foncteurs adjoints de la maniere suivante. Soit (C, %, I) une catégorie
monoidale de produit associatif * et d’unité I. Supposons que, pour tout objet C' de
C, le foncteur C' *« — : C — C ait un adjoint & droite, que 'on note — < C, et que le
foncteur —« C' : C — C ait aussi un adjoint a droite que ’on note C' >= —. On a donc :

Home(C'x A, X) = Home(A, X < C), Home(Ax*C,X)=Hom¢(A4,C > X).

Alors, en évaluant de plusieurs manieres 'ensemble Home(A = B x C, X), on trouve
précisément les relations (R1), (R2) et (R3). Par exemple on a d’une part

Home¢ (A * B C,X) =Home (A, (B*C) = X)
et d’autre part
Home (A * B+ C,X) =Home(A* B,C = X)=Hom¢(A,B - (C = X)),

ce qui donne la relation (R3).

4.4. Trigébres dendriformes [LR3]. — On se donne trois opérations <, > et - et
sept relations :
(x<y)<z=2<(y*2z2), (x>y)-z=a > (y-2),
(x=y)<z=x* (y < 2), (x<y)-z=a-(y > 2),
(x*xy)=z=a+ (y = 2), (z-y)<z=a-(y < 2),

(- y)-z=2-(y-2),

otz*xy:=z<y+x>=y+ax-y.
L’opérade des trigebres dendriformes, notée Tridend, est binaire, quadratique, ré-
guliere, avec scindement d’associativité.
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On étend ces opérations a l'unité par les choix suivants
1<a=0,1>a=a,a<1=a,a>1=0,1-a=0=a-1.

Il s’ensuit que 'on a bien 1 xa =a =ax* 1.

On peut montrer que ces choix sont cohérents avec les relations. Ainsi la trigebre
dendriforme libre unitaire Tridend(V); peut étre munie d’une structure d’algebre de
Hopf. Rappelons que Tridend(V') se décrit explicitement & 1’aide des arbres planaires
(¢f. [LR3]). La dimension de ses parties homogeénes est donc donnée par le super-
nombre de Catalan C, :

(1,3,11,45,197,...,Cp—1,...).
On peut expliciter A sur les arbres planaires comme en 2.5 en utilisant les formules
2Ovoval =@V ovah ) (Y <ab), stk >1ouk=1et 2’ #|,
[Ve=Y <z.

On constate que les éléments qui s’écrivent w - @ avec w et @ éléments primitifs de
P(V) sont aussi des éléments primitifs.

4.5. Algébres 2-associatives [LR2] [Pi]. — On se donne 2 opérations associatives
* et - et pas d’autres relations. L’opérade des algebres 2-associatives, notée 2as, est
binaire, quadratique, réguliere. L’algebre libre sur un générateur est, comme pour les
algebres dipteres, de dimension 2C,,_; en dimension n > 2. Ici on va modifier quelque
peu notre construction de A. On fait le choix d’actions de 1 suivant : 1xa =a =ax1
et 1-a =a=a-1 et on met sur le produit tensoriel de deux algebres les produits
diagonaux classiques. Il y a alors une et une seule co-opération unitaire
A:2as(V)y — 2as(V)4 @ 2as(V) 4
qui vérifie
{A(m *y) = Aa) * A(y),
Alz-y)=(z@1)-Aly) + Alz) - (1©y) —z®yY,
et A(v) = 1®v+v®1 pour v € V. On vérifie que cette co-opération est co-associative,
co-unitaire, et est un morphisme pour x, donc (2as(V'), *, A) est une algebre de Hopf.
Sa partie primitive est étudiée dans [LR2].

La relation satisfaite entre la co-opération A et 'opération - est appelée relation de
Hopf infinitésimale unitaire. La situation typique est le cas du module tensoriel T'(V)
équipé de - = concaténation et de A = déconcaténation.

Il y a de nombreux exemples intéressants de quotient de cette opérade, c’est-a-dire
des opérades obtenues en rajoutant des relations. Par exemple si on rajoute la relation

(x*xy)-z=x%(y-2),
on obtient une opérade tres similaire a ’opérade des algebres dendriformes. En fait ces
deux opérades sont reliées par une homotopie. Donc I’algebre libre sur un générateur

est aussi indexée par les arbres binaires planaires (cf. [Pi]). Cette opérade est binaire,
quadratique, réguliere. On obtient une structure d’algebre de Hopf sur I’algebre libre.
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4.6. Quadrigebres [AL]. — On se donne 4 opérations \, /', \ et et on note

r-yi=x,/Yy+r\y,
rLy:=rx\Ny+r,/y,
zVy:=z\ytz,/y,
cANy:=zx / y+x\ y.
ainsi que
zxy:=x\y+z Syt \y+z Sy, =z>y+tr<y=xzVyt+xAy.
Puis on se donne 9 relations :
@ENyN\Nz=2z\(y*z), (& /y)\Nz=z/"@y=<2), @Ay  z=z/(y*>2),
/Yy N\Nz=2/(yNz), @\NyY)N\Nz=z\(y\z2), @Vy z=z\(y 2),
=y z=2/(yVvz), (@-y 2=z \(y 2, (@xy)\z=2\(y\ 2).
L’opérade des quadrigebres, notée Q, est binaire, quadratique et réguliere. On conjec-

Zo: sz . 5 Zo: _1\n,2 g;(71+a;)
ture que sa serie generatrlce est I'inverse de la série Zn}l( ].) n (112)3 pour

la composition, ce qui donnerait pour dimensions des composantes homogenes de la

" =

quadrigebre libre sur un générateur :
(1,4,23,156,1162,...)
On étend les quatre produits a I'unité avec les choix suivants :
aN1l=a, 1Na=a
et tous les autres produits avec 1 sont nuls. Ainsi on a
a<1l=a,1>a=a,aNl=a, 1Va=a, axl=a=1xa,

et les autres produits nuls. On vérifie immédiatement que les 9 relations sont compa-
tibles avec ces choix. On peut montrer qu’elles sont méme cohérentes et on en déduit
que l’algebre libre augmentée Q(V') est une algebre de Hopf.

Lorsque les 4 opérations génératrices satisfont aux propriétés de symétrie

rNy=y\z, z,/y=y,/z,

on dit que les quadrigebres sont commutatives. Nos choix sont compatibles avec ces
relations de symétrie car a \ 1 = a = 1 \, a et tous les autres termes contenant 1
sont nuls. On a donc une structure d’algebre de Hopf sur la quadrigebre commutative
libre augmentée.

4.7. Algébres magmatiques [GH|. — Donnons-nous une opération binaire, notée
(z,y) — x -y, sans aucune relation. L’algebre libre sur un générateur admet évidem-
ment les arbres binaires planaires pour base linéaire. Elle a donc pour dimensions
(cf. 2.5) :

(1,1,2,5,14,...,¢cp-1,...).
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Ce cas est un peu différent des précédents puisqu’on n’a plus de scindement d’as-
sociativité. Prenons le choix d’action de l'unité usuel : 1-a = a = a - 1. On vérifie
immédiatement que les conditions de cohérence sont vérifiées et on peut appliquer le
théoreme 3.3. L’intérét de ce cas réside dans la nature des éléments primitifs définis
par le coproduit (voir paragraphe suivant).

Une variante de 'opérade magmatique est I'opérade magmatique commutative ot
I’on suppose de plus que a-b = b-a pour tous éléments a et b. On a encore cohérence
dans ce cas.

Un autre quotient intéressant de 'opérade magmatique est 'opérade des algebres
pre-Lie (¢f. [CL]), qui sont caractérisées par la relation :

(xy)z—x-(y-2)=( 2) y—x(2-y).

La cohérence est valide dans ce cas bien que 'opérade ne soit pas réguliere.

4.8. Opérades ensemblistes et arithmétique. — Lorsque 'opérade algébrique
provient d’une opérade ensembliste, c’est-a-dire bien définie sur la catégorie des en-
sembles, on peut construire une arithmétique sur ’objet ensembliste libre. Observons
que plusieurs des opérades présentées dans les sections précédentes sont ensemblistes
(algebres diptéres, algebres pré-dendriformes, algeébres 2-associatives, algeébres mag-
matiques). On se sert de 'opération associative pour construire ’addition, et de la
composition dans I’algebre libre pour construire la multiplication. Pour 'opérade As
c’est tout simplement Parithmétique sur N. Pour 'opérade magmatique (cf. 4.7) c’est
Parithmétique sur les arbres planaires binaires évoquée dans [B]. Méme quand 1’opé-
rade n’est pas ensembliste on peut parfois construire une arithmétique grace a un
bon choix de base linéaire de 1’algeébre libre. C’est ce qui est fait dans [L3] pour les
digebres dendriformes et les trigebres dendriformes.

5. L’opérade des primitifs

Soit P une opérade binaire quadratique pour laquelle, apres avoir fait un choix
d’action de 'unité, on a réussi a construire une co-opération co-associative sur ’algebre
libre augmentée :

A:PV)y —PV)y@P(V)t
On peut alors définir I'espace des éléments primitifs par

PrimP(V)={z e P(V)|Azx) =1®z+ 2z ® 1}.

Lorsque A est un morphisme de P-algebres augmentées, on peut montrer que la
composition d’éléments primitifs est encore un élément primitif. Donc Prim P(V') est
I’algebre libre d’un certaine opérade Prim P.

Le jeu consiste maintenant a trouver quelle est cette opérade dans les cas qui nous
intéressent. L’outil principal est 1'idempotent Eulérien dans le cas cocommutatif et
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lidempotent de Ronco dans le cas non-cocommutatif (¢f. [R1] et [R2]). Voici quelques
réponses :
Prim As = Lie
Prim Com = Vect
Prim Dend = opérade des algebres braces, cf. [R1],
Prim Dipt = opérade des Byo-algebres, cf. [LR2],
Prim 2as = opérade des By-algebres, cf. [LR2].
Dans le cas des algebres magmatiques (cf. 4.7), les premiers calculs ont été faits par
Gerritzen et Holtkamp [GH]. L’opérade Prim Mag dont 1’algébre libre est la partie

primitive de I’algebre magmatique libre possede au moins une opération binaire an-
tisymétrique, notons la [—, —|, et une opération ternaire, notons-la as(—, —, —) car

si x,y et z sont primitifs, alors il en est de méme de [z,y] == z-y —y -z et de
as(z,y,z) = (r-y)-z—x- (y-2). Ces deux opérations génératrices sont liées par la

relation
as(x,y, z) + as(y, z,z) + as(z,z,y) — as(z, z,y) — as(y, z, z) — as(z,y, x)
= [lz, 9], 2] + [y, 2, 2] + [[2, 2], ]

qu’on pourrait appeler la relation de Jacobi non-associative. Mais il est montré dans
[GH] que ce n’est pas suffisant, et qu'il y a d’autres générateurs, par exemple ’élément
de l'algebre magmatique libre

as(xz,y,z-t) — z-as(z,y,t) —as(z,y,2) - t

est primitif, mais n’est pas engendré par les opérations crochet et associateur.
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