EINE KOMBINATORISCHE UNGLEICHUNG
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ABSTRACT. Using the notion of s-discrepancy Ds(u) of a word u over a finite alpha-
bet A = {a1,...,aa} (see [1,2]) the s-discrepancy of u = (a1 ---aq)™ is explicitly
calculated.

Sei A ={ay,...,aq}, @ > 2, ein endliches Alphabet und bezeichne A* die Menge
aller endlichen Worte iiber A. Ein Wort v = vy --- v, (v; € A) heifit Teilwort des
Wortes © = uy -+ U, (u; € A), falls fiir jedes k (1 < k < n)ein ji (j1 < - < jn)
mit vy = u;, existiert. Weiters bezeichne (u;v) die Anzahl, wie oft v als Teilwort
in u vorkommt und |v| die Lange des Wortes v. Damit kann die s-Diskrepanz eines
Wortes u € A* definiert werden:
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Es soll nun die s-Diskrepanz eines Wortes u = (aq - - - ao)™ explizit berechnet wer-
den. Der Spezialfall « = 2 wurde bereits in [1] behandelt. In [2] wird gezeigt,

daf
((a1---aq)"v) = (n + d@))

D;(u) = max (1<s<|ul).

|[v|=s
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gilt, wobei d(v) die Anzahl der geschlossenen Zweierblocke der Form a;a;yr, 1 <
i1 <a,1<k<a-—i, im Wort v ist. Daraus folgt

(1) =@ oo < (7L [Sﬂ),
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wobei beide Extremfille eintreten konnen. Kann man nun die Ungleichung

(n+s - (197 [T]) + <Z> > 2(O‘S”>a5 (1)

zeigen, erhalt man fiir die s-Diskrepanz die explizite Formel:
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Zum Beweis von (1) betrachte man zunéchst den Fall n > s. Schreibt man s — 1
in der Form s — 1 =ag + k, 0 <k < a—1, dann ist (1) dquivalent zu

(nt+ag+k—g)---(n+)+(n—g—-1)--(n—ag—k)

ZQ(n—é)...<n—l+é) <n_1_é)...<n_g_§>’ (3)

wenn die gemeinsamen Faktoren gekiirzt werden. Mit dem fiir x > 0 konvexen

Polynom
(a=1)g+k

f@= TI (n-g-i+a(i+3))

j=1
folgt aus der Jensenschen Ungleichung f(0) + f(2) > 2f(1), das heifit

(a—1)g+k
(n+ag+k—g)---(n+1)+(n—g—1)---(n—ag—k) 22(71—%) -

(3) folgt dann aus (4), aus

((a—1)g+k) (n—%) >(a_1)g<n_g)+k<n_g_k2_?>

und aus der Ungleichung zwischem dem arithmetischen und geometrischen Mittel.
Fiir den Fall n < s gilt (1) ebenfalls. Dies kann man mit der Ungleichung

ﬁ(l—&-ﬂ?i)zl—ki:xi (z; >0)

i=1 i=1
und unmittelbarer Uberpri'lfung des Falles s = 3 sofort nachweisen.
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