ARETES ET TABLEAUX

PAR

ALAIN LASCOUX! BT MARCEL-PAUL SCHUTZENBERGER?

Que sont les tableaux :

* des idempotents dans ’algebre du groupe symétrique, a la suite de Young?
[Young]

* des bases dans la représentation irréductible, dite semi-normale de Young,
et la représentation orthogonale, toujours de Young, du groupe symétrique
[Rutherford] ?

* des polynomes (produits de Vandermonde [[(z; — x;)), bases des modules
de Specht [Specht], [Garnir] ?

* plus généralement, des mineurs d’'une matrice quelconque (au lieu de la
matrice de Vandermonde des puissances d’un ensemble de variables) ? Dans ce
cas, on préfere les paires de tableauxr [Turnbull], [Rota].

* des invariants susceptibles de redressement (straightening), ou bien en-
core des éléments de [’algébre lettre/place (letter/place algebra) [Doubilet-Rota-
Stein] 7

* géométriquement, des coordonnées de Pliicker pour la Grassmannienne ou
la variété de drapeaux [Hodge et Pedoe] ?

* des bases-de-sections-de-fibrés-inversibles-au-dessus-des-sous-variétés-de-
Schubert-de-la-variété-de-drapeauz (i.e. des postulations) [Hodge|, [Lakshmibai-
Musili-Seshadri] ?

* des composantes irréductibles de la variété des drapeaux fixés par un unipo-
tent [Steinberg] [Spaltenstein] ?

* des coefficients de décomposition de représentations du groupe linéaire
[Littlewood-Richardson] 7

* des mondmes dans le développement d’une fonction de Schur [Littlewood] ?

* des poids dans la formule des caracteres de [Demazure] ?

* des chemins de branchement des représentations des groupes symétriques
[Young] ou linéaires/unitaires [Gelfand-Cetlin]? Dans ce dernier cas, ils se
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transforment en pyramides pointant vers le bas et portent le nom de Gelfand-
Cetlin Patterns.

* des partitions planes [MacMahon] [Gordon| [Hillman-Grassl] ?

* des objets décrivant les sous-suites monotones d’une suite d’entiers [Schen-
sted], [Greene] ?

* des chaines dans le treillis des partitions [Kreweras] 7

* des ensembles de chemins non coupants dans 7, x Z [Gessel-Viennot| ?

* des mots [Barthes] donnant naissance au monoide plaxique [Lascoux et
Schiitzenberger] ?

* des cellules gauches [Kazhdan-Lusztig] 7

* des décompositions réduites des éléments du groupe symétrique : monoide
nilplaxique [Lascoux et Schiitzenberger|, balanced tableaux [Edelman et
Greene] 777

Ne serait ce donc que par le nombre de leurs avatars (et encore avons
nous totalement ignoré les travaux de l’ecole californienne de combinatoire),
les tableaux mériteraient une place exceptionelle dans la mythologie mathéma-
tique.

Nous inspirant d’Ehresmann qui avait défini a ’aide de tableaux l’ordre
que l'on appelle soit fort (strong), soit de Bruhat (Bruhat’s) sur le groupe
symétrique, nous entendons mettre en avant une autre de leurs vertus, celle de
fournir une structure d’ordre Fulérienne sur les permutations.

Tout d’abord, les tableaux sont des produits de colonnes :

Soit A = {a; < a2 < ---} un alphabet, Z(A) son algébre libre. Un mot
v = Z1...T,. est une colonnes de degré r (= |v|) ssi z1 > -+ > x,, x; € A.
On munit 'ensemble des colonnes de 'ordre > : une colonne v = z1 ...z,
domine une autre w = y; ...y, (v > w) ssi il existe une fonction surjective
croissante de ’ensemble des lettres de v dans celui de w, c’est-a-dire s’il existe
un sous-mot v’ de v et une bijection croissante des lettres de v’ sur celle de w.
En d’autres termes,

(1) lv| > |w|, ie.r>p
(2) Ty < Ypy Tr—1 < Yp—1, ---

Un produit ¢ = vyvs ... de colonnes est un tableau ssi v1 > vy > vz > -+,
c’est-a-dire ssi c’est une chaine de colonnes. On appelle forme d’un tableau la
suite I des degrés des colonnes de t : I = (I1,1s,...) = (|v1], |v2], |vs],---) ;
c’est donc une partition, i.e. [y > I > I3 > ---.

Par exemple, le mot 521 43 3 6 (que nous avons décomposé en ses colonnes)

est un tableau de forme 3,2, 1, 1 ; on peut le représenter planairement par 1’objet
5

24 . En d’autres termes, un mot est un tableau si et seulement si il provient
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de la lecture idoine (par colonnes) d’un tableau de Young. D’autres lectures sont
possibles, par exemple la lecture par lignes ; on peut aussi prendre le tableau
formé des complémentaires (dans I’alphabet) de chacune de ses colonnes ou
pousser, jeu de taquin aidant, un tableau dans le cadran nord-est d’un rectangle
le contenant : dans ce dernier cas, on obtient un contre-tableau, que I’on pourrait
définir plus simplement comme une chaine de colonnes pour 'ordre < : v < w
ssi il existe une injection croissante de ’ensemble des lettres de v dans celui de
w.

En fait, une partie des propriétés des tableaux provient de ces différentes in-
volutions, ainsi que de leurs combinaisons avec d’autres moins immédiates, cha-
cune pouvant jouer un role spécifique important dans un des différents avatars
énumérés ci-dessus.

Une clef est un tableau tel que pour chaque entier k, la colonne wy; est
un sous-mot de wy. Les clefs jouent un role particulier en théorie p—groupes
Abéliens et des polynomes de Hall-Littlewood : ce sont les tableaux de charge
nulle (cf. [Macdonald, IIL.6]). Enfin, un mot (en particulier, un tableau) est
standard si c’est une permutation de 1,2,...,r.

Une application remarquable envoyant bijectivement les mots sur les paires
de tableaux de méme forme a été découverte par Schensted. Elle semble étre
restée presqu’ignorée jusqu’a ce qu'un article de Knuth ne lui confere le statut
qu’elle mérite. Nous préférons mettre ’accent sur la structure de monoide sous-
jacente a la contruction de Schensted.

On munit algebre libre d’une congruence = (dite plazrique), engendrée par
les relations élementaires suivantes, relations isolées par Knuth et qui sont la
formulation algebrique de la construction de Schensted :

} i<j<k.

Deux mots sont congrus ssi ils donnent par l'algorithme de Schensted le
méme tableau ; le deuxiéme tableau (dit tableau d’insertion ; ¢’est le Q—symbole
de Schensted) associé & un mot v = z1x5... est celui qui décrit la suite des
formes des tableaux congrus aux facteurs gauches successifs de v, i.e. aux mots
Ty, T1L2, L1XT2X3Z, - - -

On parcourt la classe de congruence d’un mot v en faisant varier le tableau
d’insertion QQ(v) : I'application v — @Q(v) est une bijection de la classe de v
sur I’ensemble des tableaux standards de méme forme que le tableau congru
a v. Ainsi donc, toute condition déterminant le tableau d’insertion fournit par
12 méme un mot unique dans sa classe. Nous n’aurons besoin ici que du cas
particulier suivant :

<3) agaia; = a;apa; €t aja;ar = ajaia;
a;a;Q; = a;a;0; et a;Q;0; = a;Q;a;

Lemme 4. Soit t un tableau de forme I = (I1,1s,...,1,.) ; alors pour toute
permutation J = (J1,...,J,.) de I, il existe dans la classe de congruence de t un
et un seul mot v = vy ...v,, produit de colonnes de degrés respectifs Jy, ..., J,.

Si H est une autre permutation de J et w = wq ... w, let mot associé, alors
H, > J. implique que v, est un sous-mot de w,.



Exemple 5. Le tableau t = 531 62 4 a trois colonnes de longueurs différentes,
et donc il y a 6 permutations de sa forme auxquelles correspondent les mots
(lire verticalement !) :

5
1

AR

N W D
—_
w
N =~ O

—_

= W Ot

N O
w Ot

N =~ O

4
5 6
et donc la clef gauche 35 et la clef droite 4 6

111 244
En particulier, lorsque t est une clef, ses colonnes commutent deux a deux

(dans le monoide plaxique) et réciproquement, cette propriété de commutation
caractérise les clefs. Pour un tableau général, avec les notations du lemme 4,
on dit que vy (resp. v,) est le facteur gauche (resp. droit) du couple (J,t).
Pour chaque part Ix de I, on a donc obtenu, par la gauche, une colonne et
une seule de degré [. D’aprés le lemme 4, ces colonnes sont des sous-mots les
unes des autres. En d’autres termes, le produit des facteurs gauches de degré
respectifs Iy, Io, ... est une clef dite clef gauche de t et notée K_(t). On définit
similairement la clef droite K (t) de t.
Par exemple, le tableau 541 62 75 6 7 est congru aux mots

6
oy 1

— W ut
N W Ot
=

516427567, 154265767, 154265776, 516457762,

ce que 'on peut écrire planairement si I’on préfere :

5 5 6 5 5 7
467 =".47 =1:467 =146 +7 =256 .6 .
12567 2567 2567 257 6 1457 o

Avec les facteurs gauches que 'on répete le nombre de fois qu’il faut pour

5
remplir le diagramme 3 2 2 1 1, on obtient la clef gauche 455 | tandis que

11111
7

la clef droite est égale quant a elle & 6 77

26677
Les clef d’un tableau jouent un réle décisif en maint probléme. Ainsi, la base
standard de Lakshmibai-Musili-Seshadri, pour un poids I et une varieté de



Schubert S,,, est I’ensemble des tableaux de forme I, de clef droite K(u, I), cf.
[L&S2]. En outre, pour ce qui est de la structure multiplicative de ces bases, le
produit de deux tableaux ¢, ¢ de forme I, est congru & un tableau de forme TUJI
(i.e. & la partition I1I11olo1515...) ssi K (t) < K_(t') [L&S2|. Par ailleurs,
les clefs donnent la décomposition d’un polynéme de Schubert X,, en fonction
des caractéres de Demazure et des décompositions réduites de la permutation
w, cf. [L&S1].

Venons en au groupe symétrique : a toute permutation u de &(n) et toute
partition I, on associe une clef, notée K(u, I), en prenant la suite des facteurs
gauches (réordonnés) de longueurs respectives I, I5,... Ainsi, le couple p =
582491736, I = 7,5,4,2 donne la clef 9875421 98542 8542 85.

L’ordre lettre-a-lettre sur les mots (i.e. z1z2... < y1y2... ssi 21 < yq,
9 < Y2, ... ) induit un ordre sur les clefs de méme forme. D’aprés Ehresmann,
une permutation p de &(n) est inférieure a une autre ¢ ssi la clef K(u,n...21)
est inférieure a K((,n...21).

Le groupe symétrique est ainsi muni d’une structure d’ordre gradué (rank
poset), le grade étant le nombre d’inversions (il est dit aussi, plus majori-
tairement et maladroitement, longueur d’une permutation p, alors que c’est
la longueur d’un mot réduit (en les transpositions simples) égal a la permuta-
tion). A titre transitoire, nous adopterons le mot hauteur et noterons |u|.

L’ordre d’Ehresmann a de multiples propriétés, en particulier des propriétés
de dualité qui sont dites d’Eulérianité (Eulerian poset).

L’exemple classique d’une telle structure est celui de I’ensemble des faces
d’un polytope convexe (cf. [Grilnbaum]| et surtout [Macdonald] pour les résul-
tats fondamentaux concernant les polynémes associés).

Soit A une algebre munie d’un automorphisme involutif o. Un élément E de
A est Eulérien ssi il est inversible et E~! = E°. Donc si F est un autre élément
Eulérien, il en est encore de méme de EFE puisque (EFE)~! = E~1F1E~! =
(EFE)“, bien que EF ne soit Eulérien que si F commute avec E.

Dans le cas particulier d’une algebre graduée A = @,~ A, AiA; C A,
soit o Pautomorphisme envoyant > E; (avec E; € A;) sur Y (—1)"E;. Soit de
fagon encore plus particuliere E = > Ej la matrice d’incidence d’une relation
d’ordre graduée, ou Fyi, kK > 0, est la sous-matrice représentant les arétes de
longueur k. La condition d’Eulérianité se réduit aux conditions

(6) pour tout entier k pair, EiEq—Exr_1E; +Eg oE;—---=0,

Elle équivaut en ce cas a I’hypothese que la fonction de Mobius de la relation
d’ordre ne prend que les valeurs 41 suivant la parité de la hauteur, ou encore
que chaque intervalle (non réduit & un élément) contient autant d’éléments en
hauteur paire qu’en hauteur impaire (cf. les exercices de Stanley [S2]). C’est
le cas de 'ordre d’Ehresmann sur le groupe symétrique, ainsi que 1’a montré
Verma [V] :



Lemme 7. La relation d’ordre d’Ehresmann sur le groupe symétrique est Fu-
lérienne.

Nous présentons une autre structure Eulérienne sur G(n), étendant la struc-
ture d’Ehresmann, en interprétant les tableaux de forme une partition fixe [
comme des arétes :

Définition 8. Le [-tableautoédre (I-tableautoedron) est le graphe ordonné
dont les sommets sont les permutations de &(n) et les arétes, les tableaux sur
I'alphabet {1,...,n} de forme I : un tableau ¢ est une aréte entre v et u ssi la
clef gauche de t est K(v, I) et sa clef droite est K(u, I).

Soit I' la matrice (graduée) des arétes du I-tableautoédre, E la matrice de
I'ordre d’Ehresmann. On notera que E ne fait intervenir que des tableaux bien
particuliers, les clefs, alors que I' met en jeu tous les tableaux d’une forme
donnée, les clefs étant alors des boucles. Comme il ne peut y avoir d’arétes
entre v et p que si v < p pour 'ordre d’Ehresmann, la nullité E,,, = 0 implique
I'y, = 0. Par réference a la géométrie, disons que I est tres ample si tous
les entiers 1,2,...,n — 1 sont des parts de I (il est équivalent d’imposer que
la partition conjuguée de I,J = Jy...J,, a toutes ses parts différentes ; en
particulier, la part 0 ne peut figurer qu'une fois au plus dans J).

Proposition 9. La matrice I' des arétes d’un I-tableautoédre, I partition tres
ample, est Fulérienne.

Preuve. Appelons chaine toute suite des tableaux t1,t9,1t3,...,t, telle que
Ki(t1)) < K_(t2); Ki(t2) < K_(t3),... et identifions la au mot titats---t,
dans l’algebre libre.

Soit, pour toute permutation u, Fj,;(2) la fonction génératrice des chaines
inférieures & p, i.e. la fonction > 2" t; - - - t,., somme sur toutes les chaines telles
que K (t,) < K(u,I). Dans le cas spécial de la partition E = n...2 1, on
montre algebriquement dans [L-S] que I'image commutative (i.e. dans Z[A, z])
de F,g(2) est invariante par I'involution A — A~ = {1/ay,1/az,...} & z —
1/z. Identifiant les termes correspondants dans F' et son image, on obtient les
relations

(10) \V/Vnu’ v <, Z(_l)rtl'”tr-i-l / K, K,

- ZK(V’ E) K(u,E) /t  dans Z[A],

la premiere somme étant sur toutes les chaines du E-tableautoédre joignant v
a p, en notant K; = K (t1) = K_(t2); ...; K, = Ky (t,) = K_(t,41); la
deuxiéme somme étant sur les arétes de v a p, i.e. sur les t tels que K(v, E)
= K_(t) et Ky (t) = K(p, E).

En fait, la propriété que E soit Eulérienne entraine I’élimination des chaines
telles qu’un des t; soit une clef. La somme (10) se restreint donc aux chaines sans
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boucles, i.e. telles que K(v, E) = K_(t1) < K (t1) = K1 = K_(t2) < K (t2)
. Kr =K_ (tr—‘,—l) < K+(tr+1) = K(ﬂ,E)

Utilisant les relations (10) pour les sous-chaines ayant au moins deux mail-
lons, on transforme (10) en les relations

(11) Yo, @ v <p, Z(—l)htl/tzzo dans Z[A],

somme sur toutes les paires de tableaux : K_(t1) = K(v,E); K4 (t1) = K_(t2);
K, (t2) = K(u, E), h étant la hauteur de la permutation de clef K (¢1).

11 convient de noter que la relation (11) est plus symétrique que (10) : ses ter-
mes extrémes sont en effet (—1)"K(v,E) 3 1/t et (=1)I# 3 t/K(u, E), somme
sur toutes les arétes t de v a u.

La spécialisation A — {1,...,1} de la relation (11) donne tres exactement
I’entrée d’indice v, de la matrice I'y, — I'p_1I'1 + o'y — -+ et donc la
matrice I' est Eulérienne, dans le cas de la partition E =n...21.

On passe du cas de E a celui d’'une partition tres ample générale a 'aide
de techniques sans mysteres et sans relations avec I’Eulérianité, que 'on ne
trouvera pas ici. U

Exemple 12. L’intervalle [v = 1324,y = 2413] comprend quatre éléments
dont

4
24
122
4
les clefs sont 24 23 et les arétes autres que les boucles,
111 122
3
23
111

4 3

24 24

112 122
/ 3 \
e} 24 [¢)
\ 112 /

3 3

24 23

111 112
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La relation (11) est dans ce cas, en écrivant n pour a,, :

323111/324112 — 324111/424112 — 323112/324122 + 324112/424122 = 0.

La nullité de la somme (11) cache, ainsi qu’il est fréquent en théorie des
tableaux, une propriété plus forte d’annulation (suite exacte d’annulation) :
tout terme (—1)"t; /ty s’élimine avec un terme (—1)"*1#] /¢, ou bien un terme
(1)1 /ts.

Les fonctions intéressantes en géométrie sont les quatre séries formelles
SZEN)'E=Hee ; DS 2"TE)YT=H_— ; S.2"(TE)" =H_< et
> 2 (ED) = Heo

L’entrée H,(v, ) de chacune de ces matrices est la spécialisation en A —
{1,...,1} de la fonction génératrice H.. (v, u) des chaines t; - - - ¢, telles que

K. (t) S K_(t2); Ky(t2) <K_(t3); ...; Ky(tro1) <K_(ir)

vérifiant de plus les conditions aux bords respectives suivantes

K1) <K _(t1) & Ki(tr) <K(p,I) pour He<(v, ),
K(r,1) = K_(t1) & Ky(t) =K(p 1) pour Her (v, 1),
K(, 1) =K_(h) & Ky(t) <K(u1) pour Hez(v,p),
K(v,I) <K_(t;) & Ki(t,) =K(u,I) pour He—(v, p).

On sait que, E et I' étant Eulériennes, chacune des séries (> 2"E"),, et
(> 2"T'"),,, est invariante (au signe pres) par I’échange r — —r.

La spécialisation en A — {1,...,1} de chacune des fonctions H..(v, ) est
une fraction rationnelle

Pos (v, 13 2) /(1 — 2) =1

La possibilité de composer les structures Eulériennes, ainsi qu’on 1’a men-
tionné ci-dessus, permet d’obtenir les réciprocités suivantes que I'on appelerait
Formules de Réciprocité si I’on ne reculait, aprés d’autres auteurs, devant I’abus
monstrueux de ce terme (cf. [S1] ).

Lemme 13. P<<(v,pu;z) est réciproqgue de P-—(v,p;z), i.e est égal d
2*P——=(v,p;1/2). De méme, P=<(v, u; z) est réciproque de P<=(vu;z).

Traitons, par exemple, de maniere détaillée le cas de hauteur 2 (|u|—|v| = 2),
avec les arétes :

2 V \Zﬂ’ K
> et Pordre sur les clefs < \
AN Y

K

k/



Les fonctions en cause sont, au facteur 1/(1—2zK)(1—2zK') pres, en décompo-
sant les chaines en familles suivant les tableaux non clefs qu’elles comportent :

H<<— 1— 22 KK/ )+227+22a+225+z22aﬁ

— (1—zk)(1—2zk’ 1-zk
23+ 238 +22Y B
+ )
1—zK
—22KK aK+K B+ af
H::ZZZKKIW(S(Z;{/)"'ZZ’Y"‘ZQ‘Z 1§k 2
s dK+KY B+ > op
+2 )
1—zK
_ 1—2°kk' DI, Dlcs S Dl
H_< —sz—l-ZZ’V—F T2k
zy o +22KY B+ 225 dp
=+ )
1—zKk’
122Kk 22 aK'+2) p+22) apB
ngzzK/m+ZZ’Y+ Z 1§k Z
ZQZO/K/ +Zzﬂ/ —I—ZQZO/ﬁ/
+ 1—zk/ .

On a donc les expressions suivantes des polynomes P, en notant |«a| le
cardinal de I’ensemble des arétes «,

Pec =142+ (2= 2°) [y + 2(lal + |B6] + [o'| + [B']) + 2*(|af] + [a'B]),
P =22+ 20+ (2 = 2°)| + 2%(Ja] + |6 + [/ + 8] + |af] + |/ ),
Poc =2+ 22+ (2= 2Dy + 2(la] + |&]) + 22(18] + 18] + 8] + |&/B')),
Pem =2+ 22+ (2= 22|+ 2(18 + |6']) + 22(le] + |o/| + |ab] + ]/ 8)).

IA
|

Sur ces expressions explicites, on voit sans conteste que les propriétés de
réciprocité annoncées résultent de la spécialisation A — {1,..., 1} de la relation
(11), i.e. de la relation d’Eulérianité

V= lel|B] = 1[18] + 7] = 0.
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