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Ein Teilgraph H eines Graphen G (mit Knotenmenge V(G) und Kantenmenge E(G))
heifit gesattigt, wenn eine Kante (v,w) € E(G) in E(H) enthalten ist, sobald die Knoten
v,w in V(H) liegen. Es bezeichne g (G) (m = (m1,ma,...)) die Anzahl der geséttigten
Teilgraphen H von G mit |V(H)| = k, |E(H)| = [ und m; (Zusammenhangs-) Komponenten
mit j Knoten (j > 1).

Es sei F eine einfach erzeugte Baumfamilie von ebenen Wurzelbdumen, die durch eine
Potenzreihe p(t) = > p;t’ (po = 1) charakterisiert wird, mit Hilfe derer jedem ebenen

i>0

Wurzelbaum T ein Gewicht w(T') zugeordnet wird, sodaB w(T) > 0 nur fiir Béume 7' aus
F gilt. (Siehe [MM].) Ist nun C(z,y,2,v) = 3. Coptmz"y*Z0™ (v = (v1,v9,...), v =

n,k,l,m
vt y'? -+ ) die (formale) erzeugende Funktion der Gréflen cppim = Y. w(T)grim(T),
[V(T)|=n

so erfiillt diese, wie in [BD] gezeigt wurde, die Funktionalgleichung

C=zp(C)+zyp | 2C+ (1 — 2)xp(C) + Z(l — vj)(myz)j%[tj_l]go (zp(C) +t)

jz1 (1)
R ,
= (=) (xy) 2 [ e (wp(C) + £
i>1 J
Sei weiters J eine endliche Menge positiver ganzer Zahlen und cpiim, = Y.  Cnkim (Mg =
mj,j&J

(mj)jes), dann ist C(z,y, z,v;) die erzeugende Funktion dieser Zahlen, wobei in v fiir j ¢ J
v; = 1 gesetzt wird. (Entsprechend ist C(z,y,1,v;) die erzeugende Funktion von Gréflen
Cnk-my s USW.)

Ist nun (X)) eine Folge von Zufallsvektoren der Dimension |J|+2 mit P[X;] = (k,1,m ;)] =

Cokimy/Cn (Cn = Y. Cukim,), so wurde in [BD] gezeigt, daB8 (X;/) unter sehr schwachen
k,l,MJ

Voraussetzungen fiir () asymptotisch normalverteilt ist mit Mittel p;] = p/n + O(1) und

Kovarianzmatrix ;) = 0/n + O(1). Es wurden allerdings nur

L e (Y +t)
271" (ug )7~ p(uo)
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(wobei ug die positive Losung von t¢'(t) = ¢(t) bedeutet) und X7 fiir J = () angegeben.
Fiir J = {i,7} ergibt sich

1 1
% 51 Oyi  Oyj ,
= 12 et om0z mit o= p(uo)p (uo)’
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oii = i+ (L+ @ = 20 — — (us — i),
. 1 _ .
oij = 4+a—i—juip; — o (i — ;) (g — J1;) -

Fiir groBeres J laBt sich das Resultat daraus unmittelbar ablesen. Auflerdem erhdlt man
jetzt wie in [BD] beschrieben multivariate asymptotische Entwicklungen fiir cpkim, ;s Cnkom,
usw.

Da im allgemeinen die Eintragungen fiir ¥/ umsténdlich zu berechnen sind, kann man wie
fir 44; in [BD] asymptotische Entwicklungen angeben. Sie berechnen sich aus den asympto-
tischen Entwicklungen von p; und 7;:

J

[N

1 o (g + vo @' (% +vo . 1
M]__ ”2u (2/ ) j 3/2 1+O = ,
2ug | 21" (% + vo) 2¢' (up) J

1 4
U, 2 U, J
L el e) [T ) | (o (L
/Lj - 1 (uw / J + . ’
dvg | 2mp” (5 + ’Uo) 2¢' (up) j

wobei vy die kleinste positive Losung von tp'(ug/2 + t) = ¢(ug/2 + t) bezeichnet.

Fiir ¢(t) = 1/(1 —t) (ebene Wurzelbiume), fiir ¢(t) = (1+¢)~ (N-ire Wurzelbiume mit
n inneren Knoten) und fiir ¢(¢) = €' (markierte Wurzelbdume) konnen diese Eintragungen
auch exakt angegeben werden. Man benétigt zuniichst o, p; und fz;. (Man beachte, dafi
der erste und der dritte Fall als “Spezialfélle” des zweiten angesehen werden koénnen, wenn
man in den Formeln von ¢(t) = (1 +¢)" die Fille N = —1 und N — oo betrachtet.)

(1) = 1 ., 125 -2)\ 272 21
2 — a = :u]_j j—1)3%1 Ky = [y 3j
1 1/ Nj\ (2N —1)(V-Di+t (N-1)j+1
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Fiir (t) = (1 +t)V ergibt sich unmittelbar

o, NE—2)
Tvi=HioeN — 1)
_ iN(4N —1) = (12N? — 6N +1)
Ozi = [ 4N(2N — 1) ) (6)
o GPN*(N - 1)+ 2iN(2N? —2N +1) — (4N® —8N? + 6N — 1)
i = M N@2N — 1) ’
ijN?(N — 1)+ (i + j)N(2N%? — 2N + 1) — (4N3 —8N2 + 6N — 1)
i = Tk N@N —1)? '
Daraus gewinnt man fiir p(t) = 1/(1 —¢) (1. Spalte) und ¢(t) = e’ (2. Spalte):
i—2 i—2
Tyi = i~ Tyi = Hi—y—
5t —19 i—3
Ozi = ,ull—2a Ozi = i 2
7
52i% +10i — 19 502+ 4i — 4 @
Uii:,uifﬂifv Uii:m*ﬂif
215 +5i+ 55 — 19 1] +2i+25—4
Oij = —Hiltj 9 A A

In diesen drei Féllen ist es iibrigens auch méglich, explizite Formeln zu gewinnen. In [BD]
wurden bereits die Gesamtanzahlen ¢, ki, angegeben. Fiir ¢(t) = 1/(1 —t) erhélt man

1 m—2\/n—-1-2\/k-1
= — Pm
Crklm kl(nkl)(kll)(m) ’ ®)
wobei (¥~!) den Multinomialkoeffizienten (k —1)! m;!l, P = T P™ und P; = (%72
m J J J

R j—1
Jj=21 Jj21

die Catalanzahlen bezeichen. Fiir (t) = (1 + 1)V ist

1 [ Na—k\/Nmn—k\ k-1 , 1/ Nj
nklm — 7 5 pm tP':f.
Cnkl k—l(n—k—1><k—l—1><m) mE 4 J<j—1> 9)
und fiir p(t) = et

1 n"Fn— k)=l (k-1 g1
Cnkl k—l(n—k)!(k:—l—l)!(m) R ] (10)
Etwas aufwendiger ist es aber, fiir vorgegebenes J, cnkim, explizit anzugeben. Es miissen
dafiir die Methoden von [BD] verfeinert werden. Die auftretenden Ausdriicke enthalten
in den meisten Féllen alternierende Summen, die nicht mehr zu einer geschlossenen Form
zusammengefafit werden konnen. Zur Illustration sollen die Resultate fiir J = {1} angegeben
werden. In der Reihenfolge p(t) = 1/(1 —t), o(t) = (1 + )V, ¢(t) = €' erhilt man
. _2( 2n-2 (n—1-2)120 — D)I(k(Bn —2) —n(2l +1 —n))
e\ =k = 1) (n— k)l (k — L — my — DI(k—m)!(2l — k + mq)!’

N [ Nn—k\(Nmn-k-1
Cnklmy = 3\ — k=1 E—1—1
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Auch bei diesen expliziten Resultaten kénnen der erste und der dritte Fall fiir NV = —1 und
N — oo aus dem zweiten gewonnen werden.
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