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Ein wesentlicher Schritt zur Konstruktion endlicher auflosbarer Grup-
pen ist nach [3] die Bestimmung der Konjugiertenklassen von p’-Gruppen
in GL(n,p). Man kann sich nach [3] dabei auf einige kleinere Untergrup-
pen von GL(n,p) beschrianken. Hier betrachten wir die monomiale Gruppe
M, = Z, 115, und Untergruppen der Ordnung ¢, wobei 2 # ¢|p — 1 gilt und
p, q Primzahlen sind.

1. Reprasentantensysteme
p—1
Sei GF(p)* = (z). Dann hat x = z ¢ die Ordnung ¢. Zu geeigneter Basis

hat ein u € GL(n, p) der Ordnung ¢ die Matrixdarstellung v = diag(x, ..., z).
Die Abbildung

log, : (Bn)y — V(n,q) : diag(z®,...,2") — (e1,...,€n)

ist dann ein Homomorphismus der g-Sylowgruppe (B,,), der Basisgruppe B,
von M, in V(n,q), der die Operation von S,, iibertrigt. Ist GF(q)* = (y),
so ist

logy : V(n,q) — [—-1,q—2]" : (e1,...,en) — (a1, ..., Q)

mit a; = —1 falls ¢, = 0 und a; = c falls e; = y¢ eine Abbildung, die die
Operation von S, iibertragt.

Erzeuger von Untergruppen der Ordnung ¢ von B, transformieren wir
durch beide Abbildungen, um durch die lexikographisch kleinsten (ai, . .., ay)
die Konjugiertenklassen von Untergruppen von B, einfach beschreiben zu
konnen.

Représentanten (aq, ..., a,), die ein a; = —1 enthalten, ergeben sich aus
den Repréasentanten fiir n — 1 durch Voranstellen einer —1. Fiir die Tupel
(ay,...,a,) ohne —1 kénnen wir mit Permutationen 0 < a; < ay < ... <a,
erreichen. Potenzieren in B,, geht iiber in die Addition einer Konstanten aus
Zg—1 zu jedem a,. Die lexikographisch kleinsten Reprasentanten der S, x Z,_;



Bahnen besitzen mindestens einen 0-Eintrag und lassen sich durch keine Sub-
traktion eines festen a; von allen a; und zyklisches Vertauschen der i-ten Posi-
tion an die erste Stelle auf ein lexikographisch kleineres Tupel transformieren.
Das ergibt fiir kleine n folgende Reprasentantensysteme:

n=1: {(0)}.
=2 {(=1,0} u{(0,9)|0 <i < 52}
=3: {(—=1,7,9)|(,J) Repréisentant fir n =2} U
{(0,4,7)10 <i < 4= 2z<]<q—1—z}

zuséatzlich (0, q31, 2 ) falls g = 1mod3.

n=4: {(-1,i,7,k)|(, j, k) Reprasentant fir n = 3} U {(0,0,0,k)|0 <k <qg—1}U
{(0,0,7,7)l0 <j < ¢ 1}U{(OOJ> R1<j<k<qg—1}U
{(0,i,j,k)1<i<®2-i<j<q—-lu<k<qg—i—1
mit u=147 falls quT und w=1i+j+1 sonst}
zusétzlich (0, 41,2- 44, 3-214)  falls ¢ = lmodd.

Diese Darstellung ist unabhangig von p. Durch Bestimmen primitiver Ele-
mente und Potenzieren erhélt man daraus die Losung des Ausgangsproblems.
Insbesondere erhélt man leicht alle Isomorphietypen von Gruppen (Z,)"Z,

firn <4.firn=4und GF(p)* = (2), b= 2" und GF(q)* = (y) ist die
(a1, as,as, ayg) entsprechende Gruppe

G = (r1,x9,x3, 24,5 Fir 1<i<j<4 ist zf =1 [a;x;]=12f =127 =z)

wobel

ci:{l falls a;=—1 " w1 o<y

W
by sonst

Fir n = 2 wurden die Gruppen implizit von O. Holder[2] beschrieben,
und A. Rottlander [4] zeigte, dafl % 3 dieser Gruppen den gleichen Unter-
gruppenverband besitzen.



2. Anzahlen.

Satz: Sei k(U,GL(n,p)) die Anzahl der Konjugiertenklassen zu U iso-
morpher Untergruppen von GL(n,p). Dann gilt im Falle U = Z,, ¢|p —
1, g # 2 die Rekursionsformel

k(Zg, GL(Lp)) = 1,

K20 CLng) = k(Zy Gl 1)t S o) LT

¢—1 dlggT (n,q—1) (%)! 7

wobei [r]* =r(r4+1)---(r + s — 1) die steigenden Faktoriellen bezeichnet.

Beweis des Satzes. Wie bei den Reprasentantenmengen reicht es hier,
nur Tupel (ey,...,e,) zu betrachten, bei denen jedes e; # —1 ist. Um die
Bahnen von Z,_; zu zahlen, die auf der Menge der Bahnen von S, auf der
Menge der n-Tupel mit Eintragen aus Z,_; existieren, wenden wir das Lemma
von Cauchy-Frobenius an. Zu a € Z,_; ist (eq,... ,en)%" ein Fixpunkt,
wenn die e; eine Multimenge der Machtigkeit n bilden, bei der zu jedem
a-Zyklus einer Léange [ stets [ gleiche Elemente auftreten. Nun besitzt a fiir
d = ggT(a,q — 1) genau d Zyklen der Linge 1. Wir haben also nur dann

d
Fixpunkte, wenn d|n gilt, und dann ist die Anzahl gleich der Anzahl der

Bahnen von Sz auf {0,1,...,q—1}t3} also gleich (%1)' . [%} 7 siehe 1,
Seite 75].

Da zu festen d|ggT (n,q — 1) genau ¢(d) Elemente a mit dieser Bahnenz-
erlegung existieren, folgt die Formel.
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