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SUR UNE EXTENSION DES NOMBRES
D'EULER ET LES RECORDS DES
PERMUTATIONS ALTERNANTES

Arthur RANDRIANARIVONY et Jiang ZENG

Abstract

We study the sequence of polynomials Cy,(z,y) defined through
the recurrence Cy(z,y) =1, Cp(z,y) = 2(y + 1)Cp_1(z + 2,y + 2) —
xyCp—1(z,y), which turns out to be an extension of Euler numbers.
We give a combinatorial interpretation of these numbers in terms of
down-up permutations with respect to the numbers of even and odd
upper records, and a continued fraction expansion for their ordinary
generating function.

Introduction

Dans [5], Dumont et Randrianarivony ont trouvé une extension polynomiale
des nombres de Genocchi et de Genocchi médians. Dans cet article, on se

propose d’étudier une extension analogue pour les nombres d’Euler.

(Cn(x,y))n>0 la suite de polynomes définie par la récurrence suivante :

{OO($7y) = 17
Cu(z,y) = 2(y+1)Cha(r+2,y+2) —2yCpa(z,y) (n21).

Les premieres valeurs de ces polynomes sont :

Cl (l’, y) = I,
Co(z,y) = 2*+ 22y + 27,
Cs(z,y) = 2°+102%y + 4oy + 102* + 202y + 162.

Soit

(1)



Posons C(z,y;t) = 3,50 Cn(x,y)t". La relation de récurrence (1) implique
alors que

(1+a2yt)C(x,y;t) =1+ x(y + 1)tC(x + 2,y + 2;1). (2)
D’ou . (v + D)t

Ty +
Clx,y;t) = C 2, 2;t),
(z,y:1) 1+:17yt+ 1+ ayt (v+2.y+21)

et par itération on obtient le résultat suivant.

Proposition 1 On a

_ 1 x(y + 1)t
gCn(x,y)t 1+ ayt + (I+zyt)(1+ (z+2)(y + 2)t) +
2 (5)a(25) 1"

2T 20y 20

ou (x)g=1et (), =2(x+1)---(r+n—1) pourn > 1.
L’objet principal de cet article est de démontrer les trois théorémes suivants.

Théoreme 1 On a la fraction continue formelle :

1
> Colz,y)t" =
>0 1 lat

- 2(y + 1)t
| 3(x +2)t
- 4(y + 3)t
Nous disons qu'une permutation o de [n| := {1,2,...,n} est alternante, si
o(1) >0(2), 0(2)<o(3), o@3)>0(4), ---. (3)

Un élément z € [n] est dit record de o si pour un certain ¢ € [n}, on a

x=o0(i) =mazx{o(l),0(2),...,0(i)}.
On note respectivement recp(o) et reci(o) le nombre de records pairs et le
nombre de records impairs de o. Soit S, (resp. A,) I'ensemble des permuta-
tions (resp. permutations alternantes) de [n]. Posons fo(z,y) =1 et
falw,y) = 3 arePyred >, (4)
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Théoréme 2 On a

1 .
Z f2n(x7 y)th - 2 ’ (Z)
>0 lat
= 1
2(y + 1)¢?
3(z + 2)t2

4(y + 3)t?

1—

1—

t )
%fZ +1(l’ ?/) 1 1(I—|—1)t2 (zz)

2(y + 2)¢?
3(z + 3)t?
4(y + 4)t?

1—
1—

Le résultat suivant est une conséquence immédiate des théoremes 1 et 2.

Théoréme 3 Pour tout n > 1, les polynomes C,(z,y) ont l'interprétation
combinatoire suivante :

Cn(l',y) == f2n(l‘,y): Z xrecp(ﬂ)yreci(a)’

0€A2n

nd_1<J] -+ 17 Y+ 1) = f2n—1(=737 y) — Z xrecp(o)yreci(a)‘

o€A2n—1

Rappelons que les nombres d’Euler E,, sont classiquement définis par :

Z Enx— =secx +tgw.
n!
n>0
Il est bien connu [1, 7] que E,, = f,(1,1), on déduit donc du théoreme 3 le
Corollaire 1 On a :

E2n = Cn(L 1)7

0
Eopin = Cn(2a2) = _$Cn+1($>?/)|a:=y=0'



Pour avoir la derniere égalité, il suffit de dériver par rapport a x les deux
membres de (1) puis on remplace = et y par 0. Par conséquent, dans la
proposition 1, si 'on remplace t par t? et z, y par 1 puis par 2, on trouve
successivement les identités :

1 2112

gOE?”t% T oTree (L) e
) 41t
Oy reeasee
" t 313
%EQ"“ISQ Y et (14 2262)(1 + 421)
i 515

(14 22¢2)(1 + 42t2)(1 + 6%t2)
Remarque. Ces deux formules sont différentes de celles obtenues par I'application
directe de la transformation de Laplace a secz et tgz, voir [14].

En combinant ces deux identités, nous obtenons le développement en série
de fractions rationnelles de la série génératrice ordinaire des nombres d’Euler.

Corollaire 2 On a
nlt"
Et" = .

n>0 n>0

ot [z] désigne le plus grand entier < x.
Le théoreme 2 implique également le

Corollaire 3 On a

f2n+1(xay) = nyn(x + 1ay + 1)

On remarque que lorsque x = y, ce résultat a été établi par Carlitz et
Scoville [3] par la méthode classique. En effet, ils ont trouvé les fonctions
génératrices exponentielles suivantes :

t2n N
gfzn(x,x)w = (sect)”,
- t2n+1 t i
n ) = T du.
T;fg 1z, x) Gn i) :C/O (secu)™  du
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Enfin, dans le théoréme 2 (i), si I'on prend = = y on retrouve alors un résultat
classique de Stieltjes [9] et Flajolet [6] I'a déja démontré combinatoirement
en supposant que x est un entier.

Au paragraphe 2 nous allons donner deux démonstrations différentes du
théoreme 1. La premiere est analogue a celle utilisée dans [5], la deuxieme
utilise un résultat de Wall [13]. Au paragraphe 3 nous appliquons la théorie
combinatoire des fractions continues de Flajolet [6] et la bijection de Frangon-
Viennot [8] pour démontrer le théoreme 2. Nous terminons cet article avec
quelques résultats et remarques supplémentaires au paragraphe 4.

2 Deux démonstrations du théoreme 1

1€T€ preuve : Pour 7 > 1, soit

o {z(x +i—1) sii est impair,
" li(y+i—1) siiest pair.

Considérons le tableau de Stieltjes [9] des s, 1 (x, y) défini par la récurrence
suivante :

soo(z,y) = 1, Spx(z,y) =0 si k¢ [0,n],
Sn,k(xay) - Sn—l,k(xay)+Cn—k+15n,k—1(xay)‘

Pour toute fonction f(z,y), on pose Af(z,y) = f(z+ 2,y +2) — f(z,y).

Lemme 1 On a lidentité :
Aspp(z,y) = —k+1)(n—k+2)sp116-1(2,y). (5)

Démonstration.  On procede par récurrence sur la somme n + k = m. 1l
est clair que le lemme est vrai pour m = 1. Supposons que (5) est vrai pour
m — 1. Par définition, on a :

Aspp(z,y) = Asp11(,y) + AlCnks1(2,y)Snp—1(2, y))
Asp_1k(2,Y) + cnmpr1 (T + 2,y + 2)Asp 1 (2, y)
+Sn,k—1 (ZE, y)Acn—k—H (337 y)
= Aspp(z,y) +(n—k+1D)((z+2+n—k)Aspr1(x,y)
+28, k-1(2,Y)).



oll z = x ou y suivant que m est pair ou impair.
D’autre part, par hypothese de récurrence,

Asnfl,k(x> y) = (n - k)(n - k + 1>Sn,k’fl(x7 y)a

Aspp_1(z,y) = (n—k+2)(n—k+3)Snt16-2(7,y).
En reportant ces expressions dans l'identité plus haut, on retrouve, apres
simplification, la relation (5) pour n +k =m . 5 En appliquant ce lemme,

on a :

2(y+ Dsp1n_1(z+2,y+2) — 2ysp_1n-1(2,y)
= 2(y + [sn-10-1(2,9) + 28nn2(7,y)] — 2Ysn_10-1(z,y)
= Z[sn-1,n-1(2,Y) + 2(y + 1)snpn—2(z, y)]
= T8nn-1(T,Y) = Snn(T,y).
Ainsi s, ,(z, y) vérifie la récurrence (1). Par conséquent s, ,(x,y) = Cy(x,y).
Posons fi(x,y;t) = g0 Sitrk(, y)t*, alors fo(x,y;t) = Ym0 Oz, y)t".
D’autre part, on a fo(z,y;t) = 1+ c1fi(z,y;t) et

filz,yst) = fica(@,y5t) + cipat figa (2,93 ),

d’ott
1 fi(z,y;t) 1
f :C7y;t = ) = .
ol ) ) thl(rv,y;t) fic1(w,y;t) L e tfi+1(fﬂ,y;t)
— b/ 5 - G1bT— N
folz, y; 1) U filmyit)

et par itération, on obtient le théoreme 2.

9iéme nreuve : Nous avons besoin du lemme suivant di & Wall [13] :

Lemme 2 On a :

141 t
+ 1 g1
L (g1 — 1)t R [
L (g2 =Dt L (g2 = Dgst
| _ (95— )gat L (93— 1)gat



Posons
1

wy(gr — 1)t
ry(g2 — 1)git
~xylgs — 1)gat

C(z,y;t) =

1 —

1 —
1

Soit ¢ = g;(z + 2,y + 2). En substituant (6) dans (2) et en remplacant xyt
par t, nous avons :

1+t P (14 )t
1 (g1 — 1)t - 1+ 20+ 2 — 1)t
(g2 =Dt L (1+2)(1+ 2)(gp — Dgit
(9= Dot 0 D0+ Do — Doat

En appliquant le lemme de Wall, on trouve successivement :

1
g = 1+_7
Y
2 2.91—1 2
= (14+-)(1+ - =1+ -
2 2.g5—1, 3
= I+-)1+-)~——9g; =1+ —,
g3 ( x)( y)92_191 Y
et plus généralement, pour n > 1, on a
2n —1 2n
9on—1 =1+ ) 9o =1+ —-
Y x

En portant ces valeurs dans (6), nous avons le résultat.

3 Enumérations des nombres de records pairs
et impairs

On appelle chemin de n pas une suite v = (v(0),v(1),...,7(n)) d’entiers de
{0,1,...,n} telle que y(0) = vy(n) = 0 et pour tout k € {1,...,n}, on a



|v(k) — v(k —1)| < 1, autrement dit les pas (y(k — 1),7(k)) sont, soit des
montées de +1, soit des paliers, soit des descentes de —1. On appelle y(k—1)
le niveau et k la position du pas (v(k — 1),7(k)), qui est donc le kieme pas
du chemin ~.

A un palier situé au niveau k on associe la lettre by, a une descente du niveau
k + 1 vers le niveau k est associée la lettre c;p1 et a une montée du niveau
k vers le niveau k + 1 est associée la lettre a;. La valuation d’'un chemin ~,
notée w(7y), est le produit des lettres commutatives associées a ses pas. On
note I'(n) 'ensemble des chemins de n pas.

Proposition 2 (Flajolet [6]) La série génératrice ordinaire des valuations
des chemins de n pas admet le développement en fraction continue suivant :

1+Z<Zw(7)>tn— !
1~ byt —

2
n>1 \~v€el'(n) agpcy t .
aicot
1— bt 1=
B aiC 2
1—bkt—kk77+1

On appelle chemin marqué de n pas tout couple (7, s18g...5,), ol 7y est un
chemin de n pas et (sq, Sg, ..., S,) une suite d’entiers.

Théoréme 4 (Francon et Viennot [8]) Soit 1, (resp. 1I) l’ensemble
des chemins marqués (v, s) de n pas tels que 0 < s < v(k — 1) si le fieme
pas de 7y est une montée, 0 < sp < y(k—1) (resp. 0 < s <y(k—1)—1)
si le KM€ pas de v est une descente et 0 < s, < 2v(k — 1) + 1 (resp.
0<sp<2v(k—1)) sile K1€Me pas de ~ est un palier.

(i) 1l eziste une bijection ¢ de l’ensemble 11,, sur l’ensemble des permutations
Sni1-

(71) Il existe une bijection ' de l’ensemble 11!, sur I’ensemble des permutations
o € Spyq telles que o(n+1) =n+1.

On identifie chaque permutation o € S,, au mot o(1)o(2) - - - o(n). Rappelons
qu'une valeur x = (i) est un pic (resp. un creux, une double montée, une
double descente) de o, si o(i — 1) < o(i) > o(i + 1) (resp. o(i — 1) >
o(i)<o(i+1),0(i—1)<o(i)<o(i+1),0(—1)>0c(i)>oc(i+1)), on
c(0)=0c(n+1)=0.



Proposition 3 ([8, 12]) Soit (v,s152...5,) un chemin marqué et o € S, 11
sa permutation correspondante par la bijection ¢ ou ¢'. Alors

(i) les creux (resp. pics, doubles montées et doubles descentes) de o cor-
respondent aux montées (resp. descentes, paliers) de (v, s).

1) Un entier k € |n| est un record de o ssi le kléme as de Y est une
p
descente ou un palier et S = 0.

Comme une permutation alternante de [2n+1] n’a pas de double montée
ni de double descente, le chemin correspondant n’a donc pas de palier,
i.e., c’est un chemin de Dyck. Notons que dans un chemin de Dyck v =
(7(0),7(1),...,v(n)), le niveau v(k—1) et la position k du pas (y(k—1),~v(k))
sont toujours de parités opposées. On en déduit donc la

Proposition 4 Soit (7, s182 . .. S2p) un chemin marqué et o € Ag,yq sa per-
mutation correspondante par la bijection ¢ ou ¢'. L’entier k € [2n] est un
record pair (resp. impair) de o ssi le kieme pas de v est une descente de
niveau impair (resp. pair) et s = 0.

On est maintenant en mesure de démontrer le théoreme 2. Soit (7,s) un
chemin marqué, on associe a chaque pas marqué ((y(k — 1),v(k)),sx) la
valuation 1 si (y(k —1),7v(k)) est une montée ou une descente et s, > 0 ; x
(resp. y) si (y(k —1),7v(k)) est une descente de niveau impair (resp. pair)
et s =0, et 0si (y(k—1),y(k)) est un palier. On définit la valuation du
chemin marqué (v, $182...$,) par le produit des valuations de tous ses pas
marqués ((y(k —1),v(k)), sk), 1 <k <n.

On constate que la somme des valuations ci-dessus des chemins marqués de
IT,, est égale a celle des chemins de n pas avec les parametres suivants :

Ap—1 = ]{7, bk—l = 0, Cop—1 — T + 2k —1 et Cor, =Y + 2/{3, (]C > 1),

et que celle des chemins marqués de II/, est égale a celle des chemins de n
pas avec les parametres :

ag_1 =k, bp=0, co1=x+2k—2 et cy=y+2k—1, (E>1).

Par ailleurs, comme 2n+ 1 est toujours un record impair de o € Ag, .1 et que
les permutations o € Sy, peuvent étre considérées comme des permutations
de Sy,11 avec 0(2n + 1) = 2n + 1, compte tenu des propositions 3 et 4, les
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valuations des chemins marqués de Iy, et II), correspondent respectivement
aux polynomes

Z xrecp ayrema—l et Z xrecp ayrem o"

o0€A2n+1 0€A2,
Par application de la proposition 2, on obtient d’apres (4) que

1
L(z + 1) ’
2(y + 2)t?

3(z + 3)t?
4(y +4)t?

Z y71f2n+1 (.T, y)tzn =

n>0 1—

1—

1—

et

Z f2n(x7 y)t2n =

lzt?
n>0 1—

2(y + 1)t
3(z + 2)t?
4(y + 3)¢*

Ceci acheve la démonstration du théoreme 2.

4 Quelques remarques pour conclure

(I) On se propose d’abord de trouver une formule explicite pour C,,(x,y).

Proposition 5 On a

Cn(r,y) = jno ];)(—1)”"“ ,5,?_2?,@(;):53); (@ 4 2k)"(y + 2k)".

Démonstration. Pour tout 7 > 0, posons

A 2%t _ ZJ: ax(j) .
Lo+ (z+2D)(y+20)t] =1+ (z+2k)(y + 2k)t




On voit facilement que

(D (35" +2%)

) = RGN R

0<k<j.

Or, d’apres la Proposition 1, le polynéme C),(z, y) est le coefficient de ¢" dans
le développement de

Z”: 27(3); (505t _ Z”: > a(9)(5);(*5)i

ST+ (e +20)(y +20)t] =i 1+ (e +2k)(y + 2k)t

D’ou le résultat. 0

(IT) 11 est facile de voir que le degré de C,(z,y) est égal a n. Soit M, (z,y)
la somme des monomes de plus haut degré dans C,(x,y). Rappelons que,
sioc € 8,, o(i) est un pic de cycle de o si i < (i) > o*(i). Notons p(c)
(resp. i(0)) le nombre de pics de cycle pairs (resp. impairs) de o et Inv(2n)
I'ensemble des involutions sans point fize de [2n].

Proposition 6 On a, pour tout n > 1,

M,(x,y) = pr(”)yi(") (0 € Inv(2n)).

g

Démonstration. A chaque permutation o € A,, on associe 'involution ¢’
de Inv(2n) définie par

o (o(2i — 1)) = o(2i), o'(o(21)) = o(2i — 1), (i € [n]).

Si o a n records, le nombre de ses records pairs (resp. impairs) est égal au

nombre de pics de cycle pairs (resp. impairs) de ¢’. De plus I'application

o — o' est une bijection de I'ensemble des permutations alternantes de [2n]
ayant n records sur I'ensemble Inv(2n). On en déduit alors le résultat. 0

Pour tout polynéme p(x,y) en les variables z, y on définit 'opérateur D :
D(p(z,y)) = la somme des monémes de degré plus haut de p(z,y).

On a donc
My (z,y) = D(Culz,y)). (7)
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On remarque d’autre part que

D[(x+2)l(y+2)m—a:lym] _ 2(la:l_1ym+ma:lym_1)
o 0.,

_ Y9 9\
= 2(8x+ay):vy.

ou [, m sont deux entiers positifs. D’ou et par la linéarité de D,

DI[Ch(z+2,y+2)—Cy(z,y)] = 2(% + %)Mn(x,y)

De méme on a
D [.TL'CTL,1<.Z' + 27 Y + 2)] = anfl(wa y)

On déduit donc de (1) la relation de récurrence pour M, (x,y) suivante, due
a Dumont [4].

Corollaire 4 Les polynomes M, (x,y) satisfont la relation de récurrence :

{Ml(xay) = I, (8)
Mo(z,y) = 2xy(gs + 5)Ma1(2,y) + 2Myi1(2,9).

Du théoreme 1 on déduit immédiatement d’apres (7) un autre résultat de
Dumont [4].

Corollaire 5 La série génératrice ordinaire des polynomes M, (z,y) admet
le développement en fraction continue formelle suivant :

n xr
> Ma(w )t = =
n>0 1—
2ut
1— Yy
3xt
4yt
|t

(ITI) Les permutations alternantes considérées plus haut sont parfois appelées
permutations “down-up”. On peut aussi envisager des extensions analogues
pour les permutations “up-down”, i.e., les permutations o € §,, satisfaisant

o(l)<ao(2), o(2)>03), o(3) <o),

12



Soit B, I'ensemble des permutations “up-down” sur [n|. On pose

E2n+1($) — Z xreca‘

0€Ban 1

Carlitz et Scoville [3] ont déja montré par la méthode classique que

t2n+1

t
%‘BEQ”H 21l (seczf)x/0 (secu) *du.

Par la méme méthode et en utilisant une astuce due a Strehl [10], on obtient
t2" (z/2)

> Eopia(z =z @T{Sll(l — cos 2t)", (9)

n>1 ( )' n>1

on (2n—1)!'=1-3---(2n—1).
D autre part, si I’'on pose

Fi(z) = 1,
{ Foi(x) = (x+1)?F,(x+1) — 22F, (), n>1, (10)

alors Carlitz [2] a déja démontré que

SV Fale) oy = 3 DM e )

n>1

On déduit donc de (9) et (11) que
Eony1(x) = 22" 12 F,(2/2), n>1. (12)

Remarque. Viennot [11] a obtenu cette derniere identité d’une fagon
combinatoire en s’appuyant sur un résultat de Strehl [10].

Comme Fi(x) = z, les identités (10) et (12) impliquent que

Ei(x) = z,
{ Eonei(#) = 22Bon (2 42) — 22Ean 1(z),  (n>1). (13)

D’ou et en appliquant le lemme 2 on obtient la proposition suivante.

13



Proposition 7 On a

xt
Z B ()t = 2
n>0 2xt
= 1 _ 5
2(x +2)t
1- 2
4(x +2)t
1
. 4(x 4 4)t?

(IV) On peut aussi considérer le probleme analogue pour toutes les permu-
tations de [n]. Posons g,(x,y) = X es, TPy,

Proposition 8 Les polynomes g,(z,y) ont 'expression explicite suivante :

Gon(,y) = w(y+1)---(z+2n—2)(y +2n—1),
Pont1(z,y) = yl@+1)-(y+2n—2)(z+2n—1)(y + 2n).

Démonstration. 11 suffit en effet de montrer que g,1(z,y) = (y+n)g.(y, ).
Pour ce faire, on va exhiber une bijection entre [n + 1] x S, et S,11. Etant
donné (k,0) € [n+ 1] x S, on construit la permutation ¢’ de S,41 de la
fagon suivante :

o(i) +1 sil<i<k-1,
o(i)=11 sii=k,
oi—1)+1 sik+1<i<n+1.
Il est facile de voir que si k& = 1, alors recp(o’) = reci(o) et reci(o’) =
recp(o) + 1 ; sinon recp(o’) = reci(o) et reci(o’) = recp(c). Ceci explique la
relation de récurrence g,.1(x,y) = (y + n)gn(y, x). 0
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