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1 Introduction

Les polyominos (et les animaux qui sont des structures équivalentes) ont été étudiés aussi bien
par les mathématiciens, car ils constituent des objects combinatoires qui ont des propriétés
tres intéressantes [14], que par les physiciens car ils représentent des modeles pour plusieurs
phénomenes physiques [13].

Si nous considérons le plan R x R nous pouvons définir une cellule comme un carré unitaire
[i,i 4+ 1] x [j,7 + 1] (4,7 € N) et un polyomino comme un ensemble connexe de cellules qui
sont deux a deux adjacentes par un coté. Les polyominos sont définis a une translation pres.
Pour obtenir un animal d’un polyomino il suffit considérer les centres des cellules qui le
composent. Les définitions des parametres caractérisant les polyominos sont tres intuitives:

- I'aire d'un polyomino est le nombre de cellules qui le composent,
- le périmeétre est la longueur de son contour,

- une colonne (resp. ligne) est I'intersection du polyomino avec une bande verti-
cale (resp. horizontale) infinie [¢,7 + 1] x R (resp. R x [j,7 + 1]).

Tant pour les polyominos que pour les animaux on peut introduire les notions de direction
privilégiée et de convexité. Un polyomino dirigé est un polyomino qui peut étre obtenu a
partir d’une cellule appelée source en ajoutant des cellules dans deux directions (par exemple
Nord et Est, c’est-a-dire au-dessus et a droite des cellules déja présentes). De cette fagon le
polyomino se développe dans une direction (par exemple Nord-Est) qui est appelée direction
privilégiée. Un polyomino est verticalement conveze (resp. horizontalement convezxe, con-
veze) si ses colonnes (resp. lignes, lignes et colonnes) sont connexes.

Meéme si les polyominos sont des structures apparemment simples les propriétés combina-
toires qui les concernent ne sont pas faciles a étudier. Le probleme de I'énumération selon
Iaire, par exemple, a été résolu il y a cinq ans seulement par Gouyou-Beauchamps et Viennot
[10] et ensuite d’une fagon plus simple, par Penaud [11]. Plusieurs problémes ont été résolus
en utilisant des bijections [8] entre les objects étudiés et les mots d’'un langage algébrique et
en appliquant la méthodologie DSV [12] qui permet d’obtenir des fonctions génératrices a
partir d’'une grammaire non ambigiie. Différentes classes de polyominos ont été énumérées



selon laire, ou le périmetre ou la largeur etc., ou une combinaison de ces parametres [5].

Toutefois il y a encore plusieurs problemes ouverts, par exemple I’énumération des polyomi-
nos dirigés selon le périmetre et la détermination de leur hauteur moyenne. Il faut remarquer
que dans ce cas la hauteur d'un polyomino n’est pas le nombre de ses lignes mais le nom-
bre de droites d’équation y = —x + k (k € N) qui passent par les centres des cellules du
polyomino. Cette définition s’accorde avec la définition standard de hauteur pour les arbres

Figure 1: Polyomino dirigé verticalement convexe d’aire 36 et de hauteur 16

binaires et d’autres structures utilisées en 'informatique. Pour ce qui concerne la hauteur
moyenne des polyominos dirigés il y a une conjecture formulée par les physiciens [9] qui a
été confirmée par des résultats de simulation [2].

Dans ce papier nous étudions la classe des polyominos dirigés verticalement convexes et
en utilisant des relations de récurrence, nous les énumérons selon l'aire et la hauteur et
nous déterminons leur hauteur moyenne. L’évaluation théorique s’accorde parfaitement avec
les résultats expérimentaux que nous avons obtenus par la génération aléatoire qui utilise
'algorithme présenté en [3]. Ce résultat concerne une classe particuliere de polyominos mais,
a la connaissance des auteurs, c’est le premier résultat exact sur la hauteur des polyominos
dirigés.

2 Dénombrement des polyominos dirigés verticalement
convexes selon les parametres aire et hauteur

Proposition 2.1 Le nombre V,,, de polyominos dirigés verticalement convezes d’aire n et
de hauteur k satisfait la relation de récurrence suivante:

k—1 k—1
Vn,k = Vn—l,k:—l + Z Vn_k’j + Z Vn—j,k—l, n>1k>1. (2.1)
j=1 j=1
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Preuve. Soit P un polyomino dirigé verticalement convexe d’aire n et de hauteur k. Si
P ne contient pas la cellule L adjacente au coté droit de la source S, en éliminant S de P
on obtient un polyomino P’, d’aire n — 1 et de hauteur k — 1 (voir fig. 2). Si la cellule L

sl L

Figure 2: Polyomino P

appartient & P, alors P est obtenu attachant un polyomino P” & une colonne C' de hauteur
4, avec 1 < j < k, de fagon que la source S; de P” soit adjacente & la premiere cellule de la
colonne C. Si j = k alors le polyomino P” est d’aire n—k et de hauteur 4, avec 1 < i < k—1
(voir fig. 3). Si 1 < j < k — 1, le polyomino P" est d’aire n — j et de hauteur k& — 1 (voir

1
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S

Figure 3: Polyomino P ayant la premiere colonne de hauteur &

fig. 4). Ainsi on obtient:

s,

Figure 4: Polyomino P ayant la premiere colonne de hauteur j < k



k-1 k—1
Vik =Vocipo1 + > Vo + O Vasjn1.

J=1 J=1
O

OnaV,, =0pourn <0k <0, et V3; =1. Donc I'équation (2.1) est modifiée de la
facon suivante:

k—1 k—1
Vn,k = anlykfl + Z anknj + Z anj,kfl + [n = 1, k= 1]
j=1 j=1

En posant:
Vi) = Vost™,

de la récurrence (2.1) on obtient:

k-1 t — tk
Vi(t) =t Via(t) + " Y Vi(t) + - Vie1(t) + [k =1]¢. (2.2)
j=1
Si on définit:
Vit z) =Y V"2, (2.3)
n,k

on a:

Vi(t,z) =3 Vi(t) 25,
k
et donc d’apres (2.2):

Théoréme 2.2 La fonction génératrice V (t,z) des polyominos dirigés verticalement con-
vexes comptés suivant l'aire et la hauteur par t et z respectivement, satisfait l’équation
suivante:

B zt(1 —1t) 2t%(z — 1)

T —i—2u+a2 (1—t— 2zt + 2t?)(1 — zt)

V(t, z) V(t,tz). (2.4)

Remarque. En posant z = 1 on retrouve la fonction génératrice F'(t) des polyominos dirigés
verticalement convexes comptés selon 'aire:

t(1—t)

FO=VLD) = 1—57%

(voir [1, 7]).

3 Hauteur moyenne des polyominos dirigés verticale-
ment convexes

Pour obtenir la hauteur moyenne on détermine une estimation de la somme des hauteurs
des polyominos dirigés verticalement convexes d’aire fixée.



Proposition 3.1 Soit S, la somme des hauteurs des polyominos dirigés verticalement con-
vezes d’aire n. La fonction génératrice S(t) =3 S, t" est:

t(1 —t)? t?
I—3t+0?  (1-0)1-3t+8)

S(t) = V(t,1). (3.1)

Preuve. Puisque V,, ;; est le nombre des polyominos dirigés d’aire n et de hauteur & on a:

Sn = Z k Vn,k7
k

et donc d’apres (2.3):
S(t) = 2 V(1,2),

z=1"

En utilisant I’équation (2.4) on a:

t?(z—1
(1—t—22t+2t2) V(t,2) = 2t(1 — t) + %V(t,m),
—z
d’ou en dérivant par rapport a z et en posant z = 1, on déduit:
t(1—1t)? t?
S(t) = 1-1) V(t,1).

I—3+0?  (1-0)1-3t+8)

O

Maintenant nous calculons une estimation de la somme des hauteurs des polyominos dirigés
verticalement convexes d’aire n, c¢’est-a-dire la valeur S,,. De la proposition 3.1 on a:

S(t) = f(t) +g(t) V(£ 1),

e 0= G V(t1) = SVl

1= (1—t)(1—3t+¢2) -

La fonction f(t) a deux poles du second ordre, un dans ¢y = # et lautre dans t; = ﬁ, ol

o= 1+T‘/5 et ¢ =1 — ¢. Le point singulier dominant de la f(t) est ty et donc:

fo=["1f(t)  (ag n + a1) ¢™,

ou
a = lim(1-¢*t) f(t), (3.2)
t~>¢—2
1 . d
w o=~ Jm o (1 =e 02 ) (3.3)



Mais f(t) = ( ta-t)’ et ¢ = 2, et ainsi d’aprés (3.2):

1—¢2 t)2 (1—2 t)2 —
-3 5

Puisque:
(1 —4t+3t2)(1 — ¢ t) + 202 t(1 — t)?
(1—¢21)3

@ (-1 (1) =

Y

d’apres (3.3):
5-2Vh
25 7

Fo= ) 1)~ - 22 g

Maintenant on considere le deuxieme terme de S(t), c’est-a-dire g(t) V(t,t) = > ¢, t". En

a; = —

et par conséquent:

utilisant la récurrence (2.2) on obtient:

21 — t2 tk—l—? k—1
1_tVﬂﬂ+1_tW@H%“12ﬁ%w (3.4)

Jj=1

Vi (t) =

En posant 6, = Vj(3) on a:

5 3 1 1 =
k1= 5 O — ok+1 Or, + ok+1 Z 15j’
J:

d’ou -
Opr1 3 1 1 1 =
Tkl _ 20 - 4 - = 5
Sk 92 2k+1 + 9k+1 5k ; J
Mais: 11 1.1 0
VE, =Y VE) ==&
donc
b 3
. 2 _ 2

2

et ainsi d’apres le critere de D’Alembert la série V (¢, t) converge dans ¢t = % Par conséquent,

d’apres le théoreme d’Abel, le rayon de convergence p de V(¢,t) est tel que p > %

La fonction g(t) a rayon de convergence p = #, et donc:

p>p >0 (3.5)
Le point singulier dominant de g(t) est ¢ty = # et ainsi:
9n = [tn] g<t) ~ by ¢2n’
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ou

5-+/5

bo = lim (1 - ¢*t) g(t) =

1 10
Donc: )
. In+1 _ =
i = (3.6)
Maintenant nous prouvons que V(#, #) # 0. Puisque Vi (t) = > Vo t", et Vi, > 0 on a:
n>k
t* Vi(t) > Vi(t?), t<1,
et:
V(t,t) > > Vi(t?), t< 1.
k
Mais: 2 2)
t*(1—t
V2 1) =Y Vi(t?) = ———2
(% 1) Xk: W) =T 3m
donc on obtient: L1 .
V(@, ﬁ) > V(g, 1) > 0. (3.7)

En utilisant les conditions (3.5), (3.6) et (3.7) on peut appliquer le théoreme 2 de Bender
[4], d’olt on déduit que le coefficient ¢, de t" dans g(t) V (¢,t) est tel que:

1 1
Cn = Gn V(?a EL
et ainsi: Y
5—1b 1 1 n
Cn =~ V(—27 —2) ",
10 20
En posant a = Vk(#) on a:
1 1 °© (073
Vi—=,—=) = —.
(¢2 ¢2) 1;1 P2k
D’apres (3.4):
1 1 k—1
Ay = (1 — W) o + W z:l Q. (38)
j:

En utilisant cette récurrence, on détermine expérimentalement que la valeur de la somme
est:

1 1
V(E, ?) ~ 0.229265982292,
et donc:
cn & 0.6336757901 ¢

Puisque S, = f,, + ¢, d’apres ce qui précede on déduit:



Proposition 3.2 La somme S, des hauteurs des polyominos dirigés verticalement convezres
d’aire n est:

n 1.21126498605
(1 + ) .

S~ : P2n (3.9)

Le nombre V,, de polyominos dirigés verticalement convexes d’aire n est le nombre de Fi-
bonacci Fy,—; [1, 7], donc:

1
Vi =Fo1 = % o1,

et par conséquent, de la proposition (3.9) on déduit:

Théoreme 3.3 La hauteur moyenne des polyominos dirigés verticalement convexes d’aire
n est:

£(n) = % n + 0.87647957778. (3.10)

Remarque.
On peut déterminer le rayon de convergence p’ de V(t,t) = S Vi(t) th = > v; t'. Posons

k
Br = Vi(a), avec v € R. Alors d’apres (3.4):

200 ak+2

2
—
K e

k—1
B + aft! Zﬁj; (3.11)
j=1

et donc on a: )
. Brs1 200 — «v
lim L.

k—+oo (3, l—a

On déduit, d’apres le critere de D’Alembert, que la série V (o, a) = 3 B of converge si
i

202 — a3
1—«

Donc la série V (¢, ) a rayon de convergence p’ = A oi:

2 1 1
A= 3~ g CoS (g arctan (3\/5)) + \/g sin (g arctan (3\/5)) ~ (0.554958132088.

Par conséquent:

Proposition 3.4 Le nombre v; de polyominos dirigés verticalement convezes d’aire n et de
hauteur k tels que 1 = n + k est:
V; = - |-
)\z



4 Dénombrement des polyominos dirigés verticalement
convexes selon la hauteur

Proposition 4.1 Le nombre W}, de polyominos dirigés verticalement convexres de hauteur
k satisfait la relation de récurrence suivante:

OZ\LW():l ethzl.

Preuve. Le nombre Wy, est tel que:

Wk - Z vn,k:7
n=1
donc

En utilisant la relation (2.2) on déduit:

k
Vi1 (t) =t Vi(t +Ztﬂv &)+t S Vi) + [k =0] ¢,

j=1
ainsi on a:

k
Wit = (k+1) Wy + > W,
j=1
et par conséquent:
Wiio = (k+4) Wi — (E+ 1) Wy

U
La fonction Xy = k! k est une solution de I’équation (4.1). En utilisant la transformation
Wi, = Xy Yy dans I'équation (4.1) on a:
(k+2)? (Yiya = Yir1) =k (Yipa — Y2) = 0.

En posant Z, = Y1 — Y, on obtient:

k
T = —— 7
d’on
7, = G
TR+ (E+ 1)
et ainsi:
Y, = + Oy,
]le y+1)! 2

ou (] et (5 sont deux constantes. Mais W; =1 et Wy = 3, et d’apres ce qui précede, on a
le résultat suivant:



Théoreme 4.2 Le nombre Wy de polyominos dirigés verticalement convezes ayant la hau-

teur k est:
k—1 1
We=EkFLk |1- — : . 4.2
’ ( ;J(]+1)(]+1)!) 42
Remarque.
00 1 t_l
Z —/ ‘ dt,
20 ]+1 Jj+1)! o
> let —¢t—1
- [,
lej j+1 0 t
> Liet —t —1
/ ¢ dt = 3 —e,
i+ (J+1)! 0 t?
donc on a:

Observons que pour k = 6 en approchant 1 — >

Wy~ (e —2) k! k.

k=1

m avec e — 2 on commet une erreur
j=1 '

de I'ordre de 1076.
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