POLYNOMES DE DUMONT-FOATA GENERALISES
par
Arthur RANDRIANARIVONY (*)
Abstract. — We study a sequence of polynomials with six variables which is an extension of

Dumont-Foata polynomials. In particular we prove the three recent Dumont conjectures on the ternary
symmetries related to Genocchi numbers [D].

1 Introduction
Les nombres de Genocchi (G, )n>1 peuvent étre définis par la fonction génératrice
exponentielle :

DuMONT et FOATA ont donné un raffinement de ces nombres [DF]. Ils ont introduit les
polynémes F,,(x,y, z) dits de Dumont-Foata et définis par la récurrence :

(1) {Fl(a:,y,z)zl,
Fo(z,y,2)=(x+y)(xz+2)F_1(x+ 1,y,2) — 22F,_1(2,9, 2) (n>2)

et en ont donné une interprétation combinatoire en termes d’escaliers.

Rappelons qu’un escalier F' de taille n est le graphe d’une application surjective f de
{1,2,...,2n} sur {2,4,...,2n} et excédante, i.e, f(k) > k pour tout k. Un point (k, f(k))
de F est dit maximal si f(k) = 2n, fize (resp. surfize, saillant) s’il n’est maximal et si
f(k) =k (resp. f(k) =k+1, pourtoutj <i, f(j) < f(i)). On note max(F') le nombre
de points maximaux de F' a ’exception des points (2n — 1,2n) et (2n,2n), fix(F) (resp.
sur(F'),sai(F')) le nombre de ses points fixes (resp. surfixes, saillants).

TaEOREME 1 (Dumont-Foata). — On a, pour tout n > 1, [’identité :

Fn(g;7 Y, Z) — Z :L,max(F)yﬁx(F)Zsai(F)
F

ot la sommation est étendue a tous les escaliers F' de taille n.
De plus, F,(x,y,z) est symétrique en les variables z,y, z et que F,,(1,1,1) = Gapya.

Récemment HaN Guo Niu [H] a trouvé plusieurs interprétations de ces polynomes. On
lui doit d’avoir établi le théoreme suivant.

(*) Avec le concours du programme des Communautés Européennes en Combinatoire

Algébrique, 1994-95.
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THEOREME 2. — On a :

Fn (LL', v, Z) _ Z CL’maX(F)yﬁX(F)Zsur(F)
F

ot la sommation est étendue a tous les escaliers F' de taille n.

Dans ce travail, nous allons étudier une suite de polynémes I, (z,y,2,7,7,2Z) qui
raffinent les F,,(x,y, 2).

Etant donné un escalier F' de taille n, un point (k, f(k)) de F est dit doublé §'il existe
J # k tel que f(j) = f(k). On note respectivement mi(F') et mp(F')) le nombre de ses
points maximaux d’abscisses impaires et maximaux d’abscisses paires a 1’exception des
points (2n — 1,2n) et (2n,2n), fd(F) et fnd(F") le nombre de ses points fixes doublés et
fixes non doublés, sd(F') et snd(F') le nombre de ses points surfixes doublés et surfixes
non doublés. On doit & DumonT [D] d’avoir défini combinatoirement les polynomes

Lw(x,y,2,7,7,Z) par
Fn(l', Yy, 2, T, 7, 2) _ Z xmi(F)yfd(F)and(F)Emp(F)yfnd(F)Esd(F)
ou la sommation est étendue a tous les escaliers F' de taille n.

Considérons a présent la fraction continue formelle suivante :

t
(T+y) W+ 2)(Z + 2)t?

F(x7 y7 z7fﬂy7z; t) =

1 — (2y + yzZ + 27)t —

dont le coefficient situé sous le (n + 1)-iéme trait de fraction est

L—[(z+n)F+n)+wW+n)Z+n)+ (z+n) (T +n) —nn+ 1)t
M+ D)@ +y+n)F+2z+n)E+a+n)t*

L’objet principal de cet article est de démontrer les trois théoréemes suivants.
THEOREME 3. — Les polynomes Iy, (z,y, 2, T, 7, Z) sont définis par la récurrence :
Fl(xvya Z,i?, E):]-a
Y

(2) Lo(z,y,2,72,9,2)=(x+2)(y+2)Th_1(z+ 1,y,2,T+ 1,7, 2)
+[£B(y - y) - E(z - Z) - xf]rn—l(x7y7zafa ga z)v (n Z 2)
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THEOREME 4. — On a la représentation suivante :

[(z,y,2,7,7,2;t) =
(@ +Z)n-1(y + T)p—1t"
Sillockenall = (@+R)T—y) - @+ k) E-2) - (@ + k)@ +k))1]

ot on note (a), =1 et, pourj >1, (a); =ala+1)(a+2)---(a+j—1).

THEOREME 5 (2-iéme conjecture de Dumont). — Le développement selon les puissances
croissantes de la fraction continue I'(x,y, 2, T,7, Z; t) est la série génératrice ordinaire des
polynomes Ty (x,y, 2, T, 7, Z).

Remarque : Par un calcul analogue a celui de Carlitz [C2], on déduit du Théoreme 4 la
formule explicite suivante :

Fn(m7 y7 Z? E? y? 5)

n -1
1 -1\ (z+y—24+T—7y+7Z+2k)
=) — 1), 1), —1)k n

ol r=(z+k)T-y)— @T+k)(Z—2) —(z+k)(T+E)).
D’abord, le Théoreme 5 nous fournit les propriétés des polynomes I';, suivantes :
COROLLAIRE 6. — Pour toute permutation circulaire (u,v,w) de (x,y,z), on a les
tdentités :
In(x,y,2,7,9,2) =Ty (u,v,w,u,v,w) =T, (w,w, 0, u, w,v).
On voit que Fy,(z,y,2) = ['y(z,y, 2z, 2,9, 2) est symétrique en z, y et z. En outre, on
tire également du Théoreme 5 la 1-iere conjecture de Dumont suivante.

COROLLAIRE 7. — La série génératrice ordinaire des polynomes F,(x,y,z) admet le
développement en fraction continue formelle :

Z Fo(x,y, 2)t" =

nzl 1 —(xy+yz+ zz)t —

t
(z+y)(y+ 2)(z + )t?

dont le ceefficient situé sous le (n+1)-ieme trait de fraction est

I1-[(z4+n)(y+n)+w+n)(z+n)+(z+n)(z+n)—nn+1)]t
C(n+DE+y+n)(y+z+n)(z+a+n)t?

Sa 3-ieme conjecture résulte des Théoremes 4 et 5.
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COROLLAIRE 8 (3-iéme conjecture). — Soit G,(x,y,z) les polynomes définis
combinatoirement par

Gy, ) = 3 4 A(F) ond(F)

ot la sommation est étendue a tous les escaliers F' de taille n.
Alors la série génératrice ordinaire de ces polynomes admet la représentation suivante :
(+ D1y + Dn—at"

Gla,y, 2it) = 22)1 Mo<hen 11+ (@ +B)y+ k)= b+ 1)(z— D))

Comme autre cas particulier, en remplacant y, 2,7,z par 1 puis T par y dans le
Théoréeme 3, nous retrouvons les polynémes de Dumont a deux variables B, (z,y)
étudiés dans [DR2|. En outre, grce aux propriétés de la fraction continue formelle
['(z,y,2,T,7,2z;t) et compte-tenu du Théoreéme 5, on a les identités suivantes :

Bn(x7y) - Fn(x7 ]‘7 ]‘7y7 ]‘7 ]‘) = Fn(l,x’ ]‘7 ]‘7 y7 1)
=T,1,1L,z,1,1,y) =T,(x,y,1,1,1,1) =T, (1,1, 1, 2,9y, 1).
Ce qui nous donne le résultat suivant.

COROLLAIRE 9. — On a, pour toutn > 1, les identités :

Bn(l',y) _ mel(F)ymp(F) _ Zl,fd(F)yfnd(F) _ szd(F)ysnd(F)
_ mei(F)yfd(F) _ mep(F)yfnd(F)

ot les sommations sont étendues a tous les escaliers F' de taille n.
Remarque : La 1-iere égalité a été déja établie dans [DR2].

D’autres interprétations combinatoires pour les nombres de Genocchi G, et les
nombres de Genocchi médians Hs, 41 s’en déduisent. Rappelons tout d’abord que les
nombres de Genocchi médians Hs, 11 sont définis comme suit :

Soit (gk,») la matrice de Seidel associée aux nombres de Genocchi Gy, , i.¢€, les g, sont
définis par la récurrence :

900=0, go1=1, goon=(-1)"Gaon, go2nt1 =0, (n>1)
Jkn=9k—1,n + Jk—1,n+1, (k>1).

On définit les nombres de Genocchi médians par Hoy11 = (—1)"gn n+1 [B].

v

Considérons alors les polynomes de Gandhi Q,,(z) et de Dumont H,, (z) définis par

{QO(CU):L
Qn(2)=2"Qn_1(z +1) — (z — 1)’Qn_1(), (n>1)
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H1<x) xz,
H,(x)=x(x + 1)[Hp—1(x + 1) — H,—1(x)], (n > 2).
En comparant avec la récurrence définissant les B, (z,y), on a :
Qn-1(x) =Bp(x — 1,z —1) et Hui1(z) =2(x+ 1)B,(z,z+ 1) (n>1).

GANDHI a conjecturé que @Q,(1) = Go,42 et cette conjecture a été démontrée par
CarLITZ [Cl], et par RIORDAN et STEIN [RS]. D’autre part, nous avons démontré dans
[DR1] que H,(1) = Hsp+1. En appliquant ainsi le corollaire 9 et en remarquant que
2B,(1,2) = B,,+1(0, 1), on obtient les interprétations suivantes.

COROLLAIRE 10

(i) Gy, est égal au nombre d’escaliers de taille n sans point fize (resp. surfize).

(i) Hopt1 est égal au mombre d’escaliers de taille n dont tous les points fizes (resp.
surfizes)sont non doublés.

(#ii) Hopy1 est égal au nombre d’escaliers de taille n dont tous les points mazimauz, a
Uexception du point (2n — 1,2n) (resp. (2n,2n)) sont d’abscisses paires (resp. impaires).

Nous démontrons les théoremes 3, 4 et 5 respectivement aux paragraphes 2, 3 et 4.

2. Caractérisation des polynémes I, (z,y, 2, 7,7, Z).

Notons E, l’ensemble de tous les escaliers de taille n et considérons 'application
restriction 7 : E, — En—1, F +— G = r(F) telle que, pour tout i € [2n — 2|,¢(i) =
inf(f(i),2n —2).

Si i (resp. p) est le nombre de points maximaux d’abscisses impaires (resp. paires) de
F', le nombre [ (resp. m) de points maximaux d’abscisses impaires (resp. paires) de G est
au moins égal a7 — 1 (resp. p— 1) et de plus [ +m > i+ p — 1. D’autre part, le nombre de
points fixes (resp. surfixes) de G dépend de la position du point d’abscisse 2n — 2 (resp.
2n — 3) de F' (voir Fig. 1, par exemple). 6 cas sont a distinguer.

(1) Si(2n —3,2n) et (2n — 2,2n) sont des points maximaux de F, alors

mi(GQ) > mi(F) — 1, fd(G) = fd(F), snd(G) = snd(F),
mp(G) = mp(F) — 1, mi(G) +mp(G) = mi(F) + mp(F) — 1,
fnd(G) = fud(F), sd(G) = sd(F).

(2) Si(2n—3,2n —2) et (2n — 2,2n — 2) sont respectivement des points surfixe et fixe de
F' alors

mi(G) > mi(F), fd(G) = fd(F) — 1, snd(G) = nd(F),
mp(G) > mp(F), nd(G) = md(F), sd(G) = sd(F) —
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(3) Si (2n —3,2n) est un point maximal de F' et (2n — 2,2n — 2) un point fixe non doublé,
alors

mi(G) = mi(F) — 1, {d(G) = fd(F), snd(G) = snd(F),
mp(G) = mp(F), ind(G) = nd(F) — 1, sd(G) = sd(F).

(4) Si (2n — 3,2n) est un point maximal de F' et (2n — 2,2n — 2) un point fixe doublé,
alors

mi(G) > mi(F) — 1, {d(G) = fd(F) — 1, snd(G) = snd(F),
mp(G) > mp(F), mi(G) + mp(G) > mi(F) + mp(F),
fnd(G) = md(F), sd(G) = sd(F).

(5) Si (2n — 2,2n) est un point maximal de F' et (2n — 3,2n — 2) un point surfixe non
doublé, alors

mi(G) = mi(F), fd(G) = {d(F), snd(G) = snd(F') — 1,
mp(G) = mp(F) — 1, fnd(G) = fd(F) — 1, sd(G) = sd(F).

(6) Si (2n — 2,2n) est un point maximal de F' et (2n — 3,2n — 2) un point surfixe doublé,
alors
mi(G) > mi(F), {d(G) = {d(F), snd(G) = snd(F),
mp(G) = mp(F) — 1, mi(G) + mp(G) = mi(F) + mp(F),
fnd(G) = fmd(F), sd(G) = sd(F) — 1.

Notons E,, ; j k,p,q,r le sous-ensemble de E,, formé des escaliers F' tels que
mi(F)=1¢—1,fd(F) =j, snd(F) =k, mp(F) =p—1, fnd(F) = ¢, sd(F) =,

EY I'ensemble des F € E, i jkpqr vérifiant la condition (1) ci-dessus (I =1,2,...,6).

Réciproquement, soit G un escalier de taille n — 1. Un antécédent F' de G dans
E, i jkpqr Par 1 application r est entierement déterminé par le choix des points
maximaux de G qu’on remonte sur la ligne 2n pour qu’ils soient des points maximaux de
F' (voir par exemple Fig. 2 et 3). D’apres ce qui précede,

(i)siG € Ep_i11jkmerl>i—1m>p—114+m>i+p—1),F¢€ EV et par suite
le nombre d’antécédents de G est égal au nombre de fagons de choisir ¢ — 2 points parmi
ses [ — 1 points maximaux d’abscisses impaires # 2n — 3 et p — 2 points parmi ses m — 1
points maximaux d’abscisses paires # 2n — 2,
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soit (i:;) (7;__21) antécédents. Par suite
I—1\/m—1
= X () () Bt
I+m>i+p—1 p

(ii) st G € Ep_10j-1,kmqr—1(0 > i,m > p),F € EP. Par conséquent, G admet
(l._l)(p 1) antécédents. D’ou

1—1
2 l—1 m—1
l,m

ey 3 .
(ili) si G € Ep—1,i-1,j,kp,qg—1,0 F € Ef,(L ). Dans ce cas, G n’a qu’un seul antécédent.

Par suite

(iv) siG € En—11j-1kmqr({ >i—1,m>p,l4+m>1i+p),alors F € E7(14). Ainsi G
a (7)) (Z}:l) antécédents (Fig 2). Par suite

7—2 1
-1\ (m-1
|E7gb4)| = Z ( _ 2> ( - ]- ) |En71,l,j71,kz,m,q,r|'
I+m>it+p ! P

(v)siG € Ep_1,jk—1p—14r, €lle n’a quun seul antécédent F' qui appartient a ED.
D’ou :

|E"(L5) | = |En_17i7jak_1ap_1aq7r

(vi) si G € En_1,jkmgr—1(l>im>p—11+m>i+p), F e E© et G admet
(l-_l) (7;;:21) antécédents (Fig 3). On a alors :

i—1
(6) -1 m
Ey| = En m,q,r—1]-
0= 5 (2 (00, )Erssman

l+m>i+p

= |E(1)| + |E7(12)| +- 4 |E,(16) |, on a 'identité suivante :

Puisque  |Ep i jkp.q.r
| Enijikpoar| = Zl ,m (7, 2) (75:21)|En*171,j,k7m,q,7”‘ — [En—1,i-1,j.kp—1,9.,r]
+2im (o1 )(m:l) | En1,05-1kmgr—1] T [ En_1,i-1kpq—1r|
+2 im (i 2)( N En—1,15-1,km.ar] — [En1,i-1,j-1,kpar]
HEn—1,i5,k—1,p-1,4,r|
+ 3 0m G20 () Bt ka1 | = [Bn i g kp—1,g.0—1]-

:Ez_lyjzkfp_lngT,

Comme Co(2,9,2, 7,7, 2) = 2 | Enjijkpar
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alors nous avons :
Un(z,y,2,%,9,2) = 2T 3 [En-11,5k, (z 4+ 1)ty 2k (T 4+ 1) gz
— S Bn—1im1,4 b p—1,qr |2yl 2T T
+ 20 En1pj -1 kmgrl(@+ 1) T 2N @+ )My
+ > Ene1im1 j kpg—t10| @yl 2w g azT
+2 3 | Ene11j—1.km.qr| (@ + 1)yl 2k (@ 4 )™ igzr
S| Bn—t1i-1 -1 kpgr| Ty 2P gz
+ 3 | Bn—1,ij k—1,p—1,q,r |0 "y 2P TP g0z
FZY | En1 1 kmagr1|(x + 1)1yl 22T 4 1) 1gaz

| kmp—1=qg5r
’I’L 117]7 yP— 1,q,r 1|$ y]Z x y < ?

soit

Un(2,y,2,2,9,2) = (2 +2)(y + D)1 (x + 1, y,2,7 + 1,7, 2)

+($(g - y) - E(E - Z) - xf)rn—l(xa Y 2, T, Y, Z)'

On obtient ainsi le théoréme 3. []

3. Démonstration du théoréme 4.
Soit (@n, k) et (b k) deux suites de polynémes définies respectivement par :

ao,r =1,
(3) an k=[x + k)Y —y) — (@T+k)(Z-2)—(x+E)(@T+k)]an-1
+x+Z+k)(y+T+k)an—1k+1,

b()70 21, bn,k =0sik ¢ [O,TL],
(4) b k=bn—1k-1+[(z+k)TG+k)+y+k)EZ+E)+(=z+k)(T+Ek)
—k(k+Dbp_rre+ (k+ D)@ +y+k)y+2z+k)E+2+Ek)bp—1kt1-

LEMME 9. — On a :
k! .
(5) aTL,k} == Z W(y+z)an’J-
0<5<k

Démonstration : 1l est évident que le lemme est vrai pour n = 0. Supposons-le vrai
pour n = i — 1 et montrons-le pour n = 1.
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L’hypothese de récurrence et la relation (3) nous permettent d’écrire pour n =1 :

z T k+1)!
air =@ +Z+k)(y+7T+k) (K;H M(y +2)bi1
HeE+R)@T-y) - @T+E)E-2) - (@+k)E@E+k)] ) (67!)!(?+ Dbers
0<j<k
k! )
:0<JZ<;€+1 m(g'F Z)j ((/{7 + 1)(%?-{- YZ + 2T + ky + k‘z)

— (@R y) — @+ R)E = 2) — @+ k)@ + ) )bio .

Or, d’apres la relation (4), le second membre de (5) devient pour n =i :

kU Ko
Z W(y+z)Jbl,j: Z m(y—FZ)jbi_l’j_l

0<j<k 1<j<k
+ Z y+z)
0<y <k
(<x+y)(@+j)
+(y+j)<2+j)+(z+j>(f+j)—j(j+1))bi_1,j
+ Z PO+ GHDE Y+ DT+ 2+ DE+ e+ Dhimrgn
0<j<k
3 7"” (5 + 2)j05b
= Y+ 2)jaibi-1;
0<j<k+1 (k+1-7)!

=(k+1)(2y + yZ + 2T + k7 + k=)
=@+ k)@ —y) = @ +k)E=-2) = (e +F)(T+F),

ce qui achéve la démonstration du lemme. []
Posons maintenant, pour k£ > 0,

Ap@®) =1+ a1t +aget® + -+ anpt™ + -
et
Bi(t) = t" 4+ by g™+ bppo k"R b it

D’apres le lemme, on a :

(6) Ao(t) = Bo(t).
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Multiplions, d’autre part, les deux membres de (3) par ¢t puis sommons sur n. Nous
avons :

L4 (z+Z4+k)(y +T + k)t Ap (1)
I~ (@R —y) - @+ kG -2 — (@ + R @+ R

A(t) =

Par itération, on a :

> (4 2)n(y +T)nt" '
Solocrenll = (@ +R)F—y) = @+ K)(EZ—2) — (2 + k) (@ +k))1]

De lautre coté, la récurrence (4) nous donne :

(7)) Ao(t) =

(1= (2y+yz+27)t)Bo(t) =1+ (T + y)(y + 2)(Z + x)tB1(t)
et pour 7 > 1
1=z +)@+)+y+)E+i)+E+)E+5) -0+ 1))HB;{) =
tBi 1)+ + D)@ +y+)U+2+5)E+z+5)tBj+1(t).

Par conséquent,

Bo(t) = .
N T I (wy+yz+ 23t — T+ y) G+ 2)(Z + 2)t(B1(t)/Bo(t))
et pour j > 1
B;(t) t
Bj_1(t) Bj11(t)

1=Bit=(+DE+y+)F+2+H)E+z+))t

o fFi=(x+)F+i)+W+)NE+)+E+)T+5)-50+1)
Par itération, on trouve By(t) = (1/t)['(z,y, 2, T, 7, Z; t).
Compte-tenu des relations (6) et (7), nous obtenons le théoréme 4. []

4. Démonstration du théoréeme 5
On déduit du théoréeme 4 la relation
[1— (2@ —y) —2(z—2) —22)tl(2,y,2,7,7,%; 1)
=tll+(x+2)(y+2)(x+1,y,2,T+ 1,7,%;t)].

En posant I'(z,y,2,Z,7,%;t) = >, <, Tn(2, 9, 2,7, 7, Z)t", on a alors :

Y Tu(w,y, 2B 0,20 =t+ (@ +2)y+7) Y Talz+1,y,2T+1,7,2)""
n>1 n>1

+ [.I’(y - y) - E(E - Z - 'TT an<x>ya Z7f>g, E)tn+1
n>1
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En identifiant les ccefficients de t™ des deux membres de cette identité, on voit que

n(T,y,2,T,7,Z) vérifie la méme récurrence que I',(z,y,2,7,7,z). Il s’ensuit que

==

(2, y,2,7,7,2) = Tn(x,y,2,7,7,2Z) pour tout n > 1.[]

X X | x| ‘ X ‘
x ® x ®|®]
X e X
X | x X | x
X X
F e FE531,0722,1 G € F431,01,2,1
Fig. 1
X X X ‘ X ‘ X X X l X ‘
X X X X
X X
x | x X | x
X X

Antécédents de G' dans E 5320.1,2,1

I i ]

Fig 2

X XX‘X’ X XXIX‘

Antécédents de G dans E 521,022,

1<yt

Fig 3
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