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INTRCDUCTION

Le texte qui suit est une synth&se sur les propriétés connues
Jqfuné classe de codes que nous avons baptisés circulaires. Il s'agit
essentiellement des codes permettant le déchiffrage de maniére unique
des mots: circulaires. On peut envisager ces mots circulaires de trois
fagons équivalentes ¢
" (i) une suite de lettres &crites sur un cercle.

(ii) un mot doublement infini péricdique.
(iii) la classe d'équivalence d'un mot par décalage circulaire de ses

lettres.

. Selon les cas, 1'une ou 1'autre de ces représentations se préte
micux 3 1'intuition ou aux démonstrations formelles. L'idée d'étudier
les propriétés combinatoires des mots circulaires apparait déja dans
1'article d'Axel Thue [23] que 1'on peut considérer comme la premiére
contribution importante 3 la combinatoire des mots.

Les codes circulaires eux-mémes ont &té introduits sous une
forme un peu différente par S. Golomb et B. Gordon : les codes 2
delar de synchronisation bornee . Ces derniers sont ewx- mémes wne
généralisation des codes "comma free" qui ont excité les imaginations
3 une époque oll une coincidence numérique avait fait penser que le
code génétique était un code comma free : le nombre des acides aminés
codés par des suites de trois bases pris parmi un ensemble de quatre
bases possibles (A,C,G,U) est &gal & 20. Et ce nombre ,comme on le verra
en section 3,est aussi le nombre maximum 13(4) d'éléments d'un code
commg free formé de mots de longueur 3 que un alphabet a quatre lettres.
Malheureusement, on sait maintenant que le code géné&tique n'est méme
pas un code, au sens que nous donnons jci 3 ce terme. Il reste que les
codes circulaires forment une famille interessante de codes qui inter-
vient dans de nombreux problémes de combinatoire des mots.

Le texte est divisé en quatre sections. Dans la premilre, on donne
des définitions et des propriétés générales des codes circulaires. Dans
la seconde on &tudie le lien entre diverses sous familles parametrées des
cadres circulaires : codes limités, codes uniformément synchrones. Dans
la troisicme section, 1'attention est portés sur les distributions par
longueurs des codes circulaires. Ja quatriZme section porte sur les fac—
torisations des monoides libres qui font intervenir de fagon essenticlle

les codes circulaires.



En général, les énoncés donnés dans le texte ne sont pas démontrés
Les preuves peuvent &tre trouvés dans les articles originaux cités en
références. Elles apparaitront aussi dans le livre sur les codes que nous
préparons. Ce texte est en fait une premiére version abrégée du chapitre
VII de ce livre. Nous donnons ici une seule preuve compléte : celle du
Théoréme d'Eastman-Scholtz sur les codes comma-free (Théoréme 3.3). La
preuve que nous présentons,sans &tre trés différente de celle de Scholtz,
est basée sur 1'idée de factorisation du monoide libre. Elle nous semble
de ce fait plus facile & suivre que celle de Scholtz.

Les notations générales qua: nous utilisons sont celles de

Monsieur Lothaire.
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‘1. CODES CIRCULAIRES

_ Soit X une partie de A*Z c'est-3-dire un ensemble de mots
sur 1'a1phabét A. Soit
) i BsX
une éijéction d'un ensemble B sur X. On note encore ¥ le norphisme
- de . B* dans A qui prolonge ¥ . On dit que X est un code si le morphisme
¥ est injectif.
Si deux mots w,w' de B* sont conjugués, c'est-a-dire si

w=u, w = vu

alors P(w) et P(w') sont conjugués puisque
Pw) = Plu) Pv) , Pw') = Pv) P(u).
Ainsi ¥ définit une application
R N,
de 1'ensemble o0 des classes de conjugaison de B* dans 1'ensemble &

. . % s
des classes de conjugaison de A,



On dit que X est un code circulaire si 1'application @ est injective.

Cette terminologie est justifiée par le fait que la propriété d'étre un
code circulaire ne dépend que de X et pas de la bijection ¥ considérée.
Clairement, tout code circulaire est un code.
En fait un ensemble X C A* est un code circulaire ssi pour tous
P, :
n,m > 1 et xl’x2""’xn € X et Yys> Ypoeees Y eX et pe€ A et

S 4 s
s€ A les égalités.

S XyXgeeo X P T Y VeV (1.1)
X, = ps - . (1.2)
impliquent n =m, p =1 et x. =y, (1 € i €n) (voir Figure 1.1).
Pour que X soit un code, il faut et il suffit que la condition ci-descus

~soit réalisée quand p = 1 (et donc s = xl).

\

Figure 1.1. Deux factorisations d'un mot circulaire

intuitivement, un code circulaire est donc un ensemble X de mots

tel que tout "mot circulaire" se factorise d'au plus une fagon en mots de X.

Toute partie d'un code circulaire cst &videmment un code circulaire.
Nous allons maintenant caractériser de plusieurs fagons les sous
monoides engendrés par les codes circulaires.

. = ko s
On dit qu'un sous monoide M de A~ est pur s1 pour tous X € A%

et n>1, on a
MeMsxeM (1.3)

On dit que M est trés pur si pour tous u,v € A ona
uv, vu € M =~u,ve M (1.4)

Un sous monoide trds pur est pur. La réciproque est fausse

" (cf. Exemple 1.3).



On vérifie facilement la Proposition suivante :

% * N ..
PROPOSITION I.l1. Un sous monoide M de A" est trés pur ssi il est

engendré par un code circulaire.

On peut montrer qu'un sous-monoide M de A% est libre, c'est-a-

dire engendré par un code ssi pour tous u,V'€ A* on a
u,uv,vu € M = ve M (1.5)

Ceci fait apparaitre directement qu'un sous monoide trés pur est

libre.

EXEMPLE 1.1. Soit A = { a,b}. Le code X = a*b est circulaire. En
+ . . .
effet, ona X = &b ; ainsi, si uv, vu € Xx* alors u et v se

terminent par b (ou sont le mot vide) ; ainsi u,ve ) 4l
a

. + . P
A toute partie X de A on associe son automate en pétales de la

~fagon suivante :
Soit Q 1l'ensemble
Q= { (u,v) e At x At [uve X} U 1.

On associe 3 chaque lettre a € A la QxQ matrice Vk(a) a

coefficients entiers définie de la fagon suivante :

[ =
(,,X(a) ]p,q '

‘dans les cas suivants

(@) p = (u,av), q = (ua,v)
@) p=1, q = (a,v)
- (31) p = (v,a), q =1
(i) p=1,q=1, ae X.

[‘Fx(a)]p,q =0

dans les autres cas.

EXEMPLE 1.2 Soit A ={a,b} et X ={b, ab} qui est un code circulaire
puisque X ¢ a*b. Chacune des matrices ¥(a) et ¥(b) définit une QxQ

relation qui peut &tre representée sur le graphe de la Figure 1.2.



b

Figure 1.2. L'automate en pétales de X = {b,ab}.

On a

0 1 1 0
‘P(a)'-'[ l, Y., (b) = [ l
3 0 0 % 1 0

Le monoide Yk(A*) est constitué de 1, ?X(aﬁ, Yk(b) et des

deux éléments

. 1 o " 0 1
(ab) = I ] 5 (ba) = { ] :
& 0 o . 0 1 o

On étend Y% en un morphisme de A* dans le monoide des QxQ

matrices 3 coefficients dans Nuw® (en fait toutes les matrices
¥ (w) pour we A* sont 3 coefficients dans N).

On démontre que pour tout mot w le coefficient

[fa ],

est égal au nombre de factorisations.de w en mots de X.

: . + ‘ns ;
PROPOSITION 1.2. Soit X wune partie de A . Les conditions sulvantes

sont &équivalentes :

(i) X est un code trés pur.

" (1i) Pour tout w € A*. ia trace de la matrice ¥ (w) est égale a.
, x (@) g

0 ou 1J.

Cn peut déduire de la proposition précédente une caractérisation

des codes circulaires finis dde a A. Restivo [16], [17].

: 4 .. .. .
PROPOSITION 1.3 Soit X C A un code fini. Les conditions suivantes

sont &quivalentes:




(i) X est un code circulaire

(ii) il existe des parties finies T,U,V,W de A telles que

x* = ToAX n A v) - A wa®

Les. parties‘(cf. [131, [571, (97, [TS]) Yde A" satisfaisant la

condition (ii) sont appeléeé“étricteméﬁi localement testables y:Pour

wvérifier qu'un mot w est dans Y,il suffit de regarder s'il est dans
T ou s'il a un début dans U, une fin dans V et qu'aucun de ses

facteurs n'est dans W.

]

EXEMPLE 1.3. On a pour A ={a,b} et X ={b,ab}

* E
x* = a%p - A2’
c'est-a-dire qu'avec les notations de la Proposition 1.3 on a

T={1}, U={1}, V={b), W={a’}. -

Un code (resp. un code circulaire) X est maximal si pour tout
code (resp. code circulaire) Y, 1'inclusion X ¢ Y entraine 1'égalité
X =Y.

. * . * . *

Une partie Y de A est dense dans A s1 tout mot de A

est facteur d'un mot de Y. On a alors le résultat suivant :

THEOREME 1.4 Soit X ‘un code (resp. un code circulaire). Alors x*

est dense ssi 1'une des conditions suivantes est réalisée :

(i) X est maximal
(ii)Xest dense.

L'énoncé concernant les codes est di & Schiitzenberger (cf. [5]).
Celui qui concerne les codes circulaires est di a A. De Luca et
A. Restivo [2].

On en déduit que si X est un code circulaire qui r'est pas
dense, sa maximalité en tant que code équivaut a sa maximalité en tant
‘que code circulaive .

Un code circulaire maximal X n'est jamais fini, sauf si X = A,
En effet, si c'était le cas, x* serait dense, Il existerait alors, du
fait que X est fini, pour toute lettre ae€ A un entier n > 1 tel
que a™ € X. Comme X* est pur cela impliquerait a € X.

A 1'opposé des codes circulaires maximaux, considérons les codes

circulaires 3 deux éléments.



Soit X ={x,y}. Tout d'abord ,X est un code ssi x et y ne
sont pas puissance d'un méme mot. Ensuite si X = {x,y} est un code, ...
soit ZC x*y v y*x 1'ensemble des mots z € x*y V) y*x qui ne sont pas
primitifs.

On peut démontrer que seuls les quatre cas suivants sont possibles

(c£. [101, C117, [22]) :

(@) Z={x,y}
(Gi) Z ={x,z} ou Z={y,z}
(Gii) z= {z}
S(v) z2=9
On peut démontrer les assertions suivantes (cf. [10]1) :
(1) X * est pur ssi X satisfait la condition (iv)
(2) X est un code circulaire ssi X satisfait la condition (iv)

et que les mots x,y mne sont pas conjugués.

Nous illustrons les différentes situations possibles sur trois

exemples.

EXEMPLE. 1.4. Le code X = {b,ab} de 1'Exemple 1.2 satisfait la

condition (iv) puisque 1l'ensemble b* ab v (ab)* b ne contient

pas de mots imprimitifs. C'est un code circulaire. O
EXEMPLE 1.5. Le code X = {b,aba} satisfait la condition (iii)
avec

z = ba
puisque z2 = b(aba). Le sous monoide X'k n'est pas pur. (o]

EXEMPLE 1.6. Le code X = { ab,ba} satisfait la condition (iv). Le
sous monoide x¥ est pur. En effet, supposons que ™ e X¥. Supposons
d'abord que z soit de la forme 2z = uaav.

Comme aa n'est pas facteur d'un mot de X on déduit de

n-1

n-1 * * ~ Sia 8
uaavz € X que ua, avz X™. De la méme fagon, on déduit de

n % n-1 * .. . *
z uaav € X que z ua, ave X . Ainsi wua, ave X et donc
%
z = uaav € X .
~ . . *
De la méme facon, si =z = ubbv, on obtient z € X . Dans le

* -
en raison—

&
dernier cas ot z est facteur de (ab)” on obtient 2z € X
nant sur la parité de la longueur de z. o
On ne connait pas de classification analogue pour le cas d'un
code =1 x 5
X = { X,¥,2 }
constitué de trois mots.



2. CODES LIMITES

Nous avons vu (Proposition 1.3) que les codes circulaires finis
sont catactdrisés par une condition concernant leur déchiffrage. Cette
condition a été introduite sous diverses formes légérement-différentes
_Meodes 3 délai de synchronisation bornée", "codes localement déchiffrables",
etc... Dans cette section nous &tudions cette question de fagon systématique.
Pour cela nous introduisons des familles particuliéres de codes circulaires
définies par des restrictions de plus en plus fortes sur les chevauchements
entre mots du code. La famille la plus particuliére est celle des codes
comma free, sur laquelle nous reviendrons dans la section suivante.

Soient p,q > O deux entiers. On dit qu'un sous monoide M de
A* vérifie la condition C(p,q) si pour toute suite

uo, Upseees u

p+q

de mots de A*, 1'hypothése
u; € M (1 i< p+q) (2.1)

implique

Yo U W* 7 U

Figure 2.1. La condition C(p,q) (pour p impair et q pair)

Par exemple, la condition c(1,0) s'écrit

uwwe M = vel
et la condition C(1,1) s'écrit

uv, we M = Vve M

Les conditions C(p,q) ont &té introduites par Schiitzenberger [211]

sous la forme de conditions l{s(p,q) pour p 0<% ¢ qui équivalent

-~

i C(-p,q). -



-~ 44 -

On vérifie facilement que si M satisfait C(p,q), il satisfait

C(p',q') pour p'=> p, ¢' > q.

On vérifie facilement la propriété suivante :

PROPOSITION 2.1. Soient p,q2 O et M un sous-monoide de A¥. 81 M

satisfait C(p,q), il est trés pur.

Soit M un sous monoide qui vérifie une condition C(p,q). D'aprés
la Proposition précédente, M est engendré par un code circulaire X.

On dira que X est un code (p,q)-1imité, ou simplement limité.

EXEMPLE 2.1. Le seul code (0,0) limité sur A est X = A, O
EXEMPLE 2.2. Le code X = a*b de 1'Exemple 1.1, est (1,0)-limité. O

EXEMPLE 2.3. Soit A={ail i20} et X ={a.1 a; 112 0}.

Le code X est circulaire mais il n'est pas limité. g

D'aprés la Froposition 2.1, tout code 1limité est circulaire.
P P s
L'Exemple 2.3 montre que la réciproque est fausse. Nous allons cependant

montrer que, dans le cas des codes reconnaissables, elle est vraie.

" + . ; §
Rappelons qu'une partie Y de A est reconnaissable s'il existe
un morphisme Y : A* _» M de A® sur un monoide fini M tel que

‘f’"l‘f’(y) =Y.

PROPOSITION 2.2. Un code reconnaissable X est 1imité ssi il est circulaire.

L'implication limité =>circulaire résulte de la Proposition 2.1.
Pour établir 1'autre implication, on utilise le fait que si X est un code
reconnaissable, il existe un ensemble fini Q et une représentation
de A* par des Q x Q matrices a éléments O ou | telle que

x* = {xe¢ AP, | = 1)



Pour p+q assez grand on aura pour toute suite u, (0 £ i ¥ ptq)
satisfaisant(2.1) un s € Q et des indices k, 1 avec k<1 tels

que

|
—

[(P(ukuk+l"'u1)Js,s B

[‘f'(ukukﬂ...ul)]l’l =1

= s

Figure 2.2
3 "
En posant u = s V = uk+l...u1, ona uv, vu€ X d'ol
u,v € X*. Ceci montre que u € X". On montrerait de méme que u € x*

Ceci permet de montrer que X est limité.

. + . . -
Soit X< A  un code. On dit que X est uniformément synchrone

s'il existe un entier s > O tel que

*
X € Xs, u,v € A*, uxv ¢ X = ux,xve X . (2.2)

Si 1'implication (2.2) est vraie pour un entier s, elle est
vraie aussi pour s' > s. Le plus petit entier s tel que (2.1) soit

vraie s'appelle le délai de synchronisation de X. On le note T (X).

La notion de code uniformément synchrone apparait dans [71, [17),
1137 ("codes with bounded synchronization delay" ou "locally parsable

codes").

EXEMPLE 2.4. Soit A ={ ap, az,...,aZk} et X = { aiajll < j}. On

peut vérifier que X est uniformément synchrone avec T (X) = k. o

PROPOSITION 2.3. Un code uniformément synchrone est limité.

On montre en fait que si O (X) = s alors X est (2s, 2s) limité.
L'exemple suivant montre que la ré&ciproque de la Proposition 2.3 est

fausse.



EXEMPLE 2.5. Soit X = ab®c Ub. Le code X est (1,1) limité.
Par contre il n'est pas uniformément synchrone : on a-pour tout

s»0, b e X%, ab’c € X mais ab®, b°c ¢ X . 0

Cependant dans le cas des codes finis, on a le résultat sui-

vant :

THEOREME 2.4. Soit X un code fini. Les conditions suivantes sont

"~ €quivalentes. :

(i) X est circulaire.

(ii1) X est limité.

" (31) X est uniformément synchrone.

L'équivalence (i)<> (ii) est un cas particulier de la
Proposition 2.2. puisque toute partie finie est reconnaissable
, Pour &tablir (i) =>(3i) on peub utiliscr la proposition £.2. L’ équivafence.
()2 (3i) est due 3 Resbivo [13+] . . . .
Parmi toutes les conditions introduites dans cette sectilon,
voici ' la plus restrictive : on dit qu'un code X est comma free

. ' + *
si pour tous x € X et u,v € A on a
* x
uxv € X == u,v € X,

Ainsi un code cdmma free vérifie O (X) = 1. On peut de plus

vérifier qu'il est (p,q)-limité pour tous p,q tels que p+q = 3

3. DISTRIBUTION PAR LONGUEURS

Dans tout ce paragraphe, on suppose que l'alphabet A est

fini. Soit X une partie de A . Posons pour n > 1

Q= Card(X N A 3.1)

‘ 4_0n dit que la suite o = «xn)n 5 1 est la distribution par
" “longueurs de X. Nous allons &tudier dans ce paragraphe les distribu-
tions par longueurs des codes circulaires.
Si X est un code, on a avec Card(A) =k 1'inégalité dite de
Kraft-McMillan
2 @K (3.2)

nsl



Réciproquement, si une suite o = «xn)nz.l d'entiers vérifiant
(3.2) il existe un code X dont o est la distribution par longueurs.
"On peut méme choisir X préfixe.

Nous allons maintenant déterminer une inégalité plus forte que
(3.1) pour les distributions par longueurs des codes circulaires.

Soit X C A* un code. On dit que deux mots X,y € X¥ sont
X-conjugués s'il sont de la forme x = uv, y = vu avec u,v € X*. on
dit que x € X* est X-primitif si pour y € x¥ et n3 1 1'égalité
X = yn implique n = 1. Quand X = A, on retrouve les notions usuelles
de conjugaison et de primitivité. |

On note ln(X) la nombre de classes de X-conjugaison X-primi-
tives dans X 0 A". Par définition, si X est un code circulaire,
on a pour tout n > 1.

1 (X) s 1 (8) (3.3)
On a 1'égalité dans (3.3) ssi chaque classe de conjugaison primi-

o n *
tive dans A rencontre X..

Il est classique que

1w = 5 @il (3.4)

oll M désigne la fonction de Mobius (cf. [12] par exemple). Nous
allons donner une expression de ln(X) en fonction de la distribution
par longueur o de X,

Pour i > 1, notons

Ot(;') = Card(x* n A™)

Le calcul des nombres Qn(l) se fait facilement par la formule
2> o @) n_ 20 o i
nz | n B = (nzl n ) (3 3)

On a par exemple

a) . «
1 1

N O I VAN A C B
? 5. g I

O{,(l) - O (2) _ (3) 3
307 Qg g7 = 2xpon,, 00T = X



Dans 1'énoncé qui suit M désigne la fonction de Mobius et (i,n)

le pgcd, des nombres i et n.

PROPOSITION 3.1. Soit X ¢ AT un code. Le nombre de classes de X-conju-

T i n
gaison X-primitives dans X N A" ‘est :

(i) .1 5 (i/d)

On a évidemment

=z (i)
1n(x) 1, (X)

iz 1

d'oli 1la formule :

- 1 20 o (i/d)
L™ =2 7 e @ % .7}
Dans le cas oii X = A, on retrouve évidemment la Formule (3.4)

La Formule (3.7) montre que le nombre ln(X) ne dépend que de la suite
o et nous noterons 3 partir de maintenant 1n(06) au lieu de ln(X).
On notera aussi ln(k) au lieu de ln(A) pour Card(A) = k. La Formule
" (3.7) permet de donner une forme explicite aux inégalités (3.3). Pour

n=1,2,3 on obtient les inégalités suivantes.
o (D < k
] N

@) 1..(2) (1) 1,2
9‘-2 + 7(0‘2 - ql ) § 7(1( -k)

Otgl) + —IZ-OL(Z) +

1 (3) (1) 3
3 3.7~ ) © 5 (KK

w| -

1., 1,@ n 1,3, 1,.(4) (2), 1,4 .2

En termes de la suite (O(n) on obtient
Q. <k

1
12 ]
Uyt 5 &y - <

2
'?—' (k "k)

; | 3 1,3
04,3 + C\,laz +—3-((\,] —0(1) < §(k -k)

1, .2 : 1, 4 2 1,4 2
Q, + (X + 200, - Q)+ Oy + -0 7R



La table 3.1 donne pour k = 2 les suites (o) telles
. nlsnsé
que les inégalités ci-dessus soient satisfaites. On n'a figuré que les

suites qui sont maximales pour 1'ordre usuel.

Xpfzfrfrjprfrjrgo
a,Jo|1|1]o]o 0]l
®gjof1jof2|110]2
O% o| 1|21 ]2|3]3

Table 3.1.

Les inégalités (3.3) avec la forme de 1n¢x) donnée par (3.7)
ont &té donndes par Golomb et Gordon [7]. Ceux-ci ont émis la conjecture
que pour toute suite finie . satisfaisant ces inégalités, il existe un
code uniformément synchrone dont o est la distribution par longueurs.
Cette conjecture a été démontrée par Schiitzenberger [21] qui a établi

le résultat suivant (retrouvé par Scholtz [18]) :

THEOREME. 3.2. Soit A un alphabet 3 k > 1 lettres. Pour toute suite

o = ‘enti
(Qn)n s 1 d'entiers telle que

1n«x) > 1n(k) (n>1) (3.8)

i1 existe un code circulaire X dont & est la distribution par lon-

‘gueurs.

La construction donnée en [21] est la suivante : on dé&finit

une suite (xn)n de codes circulaires en posant X, = A puis

> 1
= ik -
Xn%l Xn(xn Xn)

avec x € X un mot de longueur
n

k =min{i3> 1| Card(Xnn AH> O(i}

Si un tel entier k n'existe pas on pose X ., = X



On pose enfin

EXEMPLE 3.1. Prenons pour suite & la cinquiéme colonne de la Table 3.1/:

a: = = =
g =l Y =0, o=, A =2

La suite des codes Xn est la suivante (on ne conserve que les

mots de longueur au plus 4) :

>
I

1 - {a,b}

{b,ab,azb,a3b,...}

X, =
X3 = {b,azb,abz,a3b,...}
X, = {b,,ab,z,a3b,a2b,2,...}

Le théoréme précédent appelle quelques remarques :

1. D'aprés le Théoréme 3.2, toute suite X de nombres entiers vérifiant
les inégalités (3.8) vérifie aussi 1'inégalité (3.2). Ce fait ne
semble pas simple 3 démontrer directement, c'est-d-dire sans un argu-

" ment combinatoire sur les mots.
Z. Ensuite, si une suite o vérifie, en plus des inégalités (3.8),
1'inégalité -

22 (1) -1 (k)<+o° (3.9)

n =1

. -alors O est la distribution par longueurs d'un code circulaire
-maximal. En effet chacun des codes X de la construction précédente
est maximal et si o vérifie (3.9) lalsuite des Xn est stationnaire

3 partir d'un certain rang. La suite & vérifie alors

2 Otnk"“=1. : (3.10)
n>1



Le probléme se pose de savoir sous quelles hypothéses (3.9)

et (3.10) sont équivalentes pour la distribution'par longueurs d'un
code circulaire. Notamment, est-il vrai qu'un code circulaire
.réconﬁaissagle soit maximal ssi sa distribution par longueurs véri-
fie (3.9), c'est-a-dire ssi, pour tout entier n assez grand,

. . e n
toute classe de conjugaison primitive dans A rencontre x* 2

-.3.. Les codes Xn de la construction précédente sont préfixes.
Cela montre que pour tout code circulaire X, il existe un code
circulaire préfixe ayant la méme distribution par longueurs. Ceci
est 1ié 3d.1'énoncé suivant flA] : pour tout code circulaire X
il existe un réarrangement des lettres des mots de X qui trans-

forme X en un code préfixe.

4, La suite « définie par Ofm = 1m(k) pour un entier m > 1 et
(Xn = 0 sinon vérifie les inégalités (3.8). On déduit donc du
Théoréme 3.2. que pour tout entier m > 1, il existe un code

5 2 m
circulaire X C A~ tel que

Card(X) = 1m(k) : (3.11)
C'est-3-dire que X est un systéme de représentants des classes
de conjugaison primitives dans A". La question se pose de déter-
miner le délai de synchronisation minimum que 1'on peut obtenir

pour ces codes.

Golomb, Gordon et Welsh ont conjecturé en [6] que pour tout entier
m impair il existe un code comma-free X C A" vérifiant (3.11). Pour
'm pair cette propriété est fausse et on ne connait pas de borne exacte
pour le cardinal d'un code comma free X C Azm(cf. [7]1, [1]). Cette
conjecture a été résolue par Eastman [4J qui a donné une construction
pour tout entier m impair d'un code comma-free X C A" vérifiant (3.11).
Quelques années plus tard, SCHOLTZ [19] a donné une autre construction

dont le principe est le suivant :

On pose Xl = A puis récursivement pour n > 1.
= % _
Xn+ 1 - xn (Xn Xn)

ol x =~ est un mot de X, choisi parmi les mots de longueur impaire

minimale. Soit



THEOREME 3.3. Pour tout entier m impair, le code X = 2 N A" est

comma free et vérifie (3.11).

La preuve du Théor&me 3.3 que nous présentons repose sur une série

de lemmes.

LEMME 3.4. Pour tout entier m impair, on a

Card(z N A™) = 1 (k).

Démonstration : Montrons d'abord par récurrence sur n > 0 que chaque

classe de conjugaison dans A* rencontre un et un seul des sous monoides

* * * &
X1 XKgseees X Xn+l

Cela est vrai pour n = 0. Supposons ensuite la propriété vraie

: n i s
pour n-1. Soit w € A" ; alors,soit w a un conjugué dans 1'un des sous

- * . . . = B3
monoides Xiseoes x:_l soit il a un conjugué w' dans X .

" . ; «
Dans le dernier cas, ou bien w'e¢€ x:: ou bien w'e Xn(Xn—xn)Xn et

alors w' a un conjugué dans Xn+1'

p : " : > m oy
Soit maintenant m un entier impair et w e A un mot primitif.

Soit n un entier tel que . X ne contient aucun mot de longueur impaire

n+l
s - : " = *
inférieure ou égale 3 m. Alors w ne peut avoir de conjugué dansxn+1
et donc il existe un unique entier i tel que w ait un conjugué w'

dans x;} Comme w est primitif cela implique w' = x,.

Ceci montre que chaque classe de conjugaison primitive de mots de

L3 3 P m -~ - -
longueur m contient un unique &lément de Z N A, d'oli 1la formule chierchée.

0
On pose :
v-U X, Y- Un @)  Z=UnA®).
1>1
et Z

Ainst Y est L ensemble des mots de U de eong“e‘“‘ P""‘re
' ensemble des mots de U de Lonsu.eur umpaive

Pour wue U y pesens
m:'n{L€N|u€Xi} -1
5up{£€NlLL€X;}

v (u)

S (u)

1]

1

On o alors

Y:—.{ueU]ﬁ(w):—t-oo} ’ Zr:{x'- I 1_\,1}



Notons que
’ §x,) = i,
et que si pour u¢ U-Apn a Y(u) = q alors

u=XxyV

avec V € xq+1'De plus pour tout u € U,etn=1t

Y(u) < n < &) = X u€ LE (3.12)

Le lemme suivant établit une propriété qui est un exemple des

factorisations de monoides libres que nous évoquerons a la Section 4.

LEMME 3.5. Tout mot w € A*¥  se factorise de fagon unique en

W=y 2.2 0.2 (3.13)

n
avec yEY*, z, € Z, n >0 et S(zl)>, 5(z2)>, ....z%(’zn).

Démonstration : Montrons d'abord que pour n > 1 ona

A ok ‘
En T X +1 %o (3.14)
A _ %, i
En effet, on a par définition Xn+1 xn(Xn xn). Le produit

de x: par Xn—xn est inambigu parce Xn est un code. Donc on a

en séries formelles.

X =

*(x_-x )
“n+l X on %0

I1 en résulte que X = x*'X = x+ = x* X —~x* + 1 ou encore

Y —n+l Zhn -n —n -—n -N
=] = = oty

§n+l 1 En(zn 1) d'oll (3.14).

On déduit de (3.14) par substitutions successives 3 partir de
Xl = A que pour tout n >1 ona

* _ * 4 x A * : »
A= X %y I X X (315
Soit w € AY et p= )wl. Soit n un entier tel que X ,, me

contient aucun mot de longueur impaire < p. Par (3.15) on a une

factorisation de w sous la forme

WSy 2 Zgeee Ty



avec 5(21)2 9 (zz)z wiss B S(zk), z, € Z. De plus y est un mot de
X .
xn+l

Xn+l de longueur paire et on a donc y € Y

de longueur < p ; par le choix de n,y est produit de mots de

Ceci établit 1l'existence d'une factorisation (3.13). Supposons que Ww
ait une deuxiéme factorisation

1 2....2

w=y'z K

du méme type. Soit m un entier supérieur ou é&gal & 5(21) et S(z{)
* . 5

et assez grand pour que y,y' € Xm+1. Un tel choix est possible parce

que tous les mots de longueur paire d'un code X1 appartiennent aussi au

code Xm pour m > 1. Les deux factorisations de w mises en &vidence

sont alors les mémes par (3.15). 0

Nous allons maintenant successivement caractériser la forme de la
factorisation (3.13) pour les facteurs gauches puis pour les facteurs

droits de mots de U .

LEMME 3.6 Tout facteur gauche propre w d'un mot de U ‘admet une

factorisation (3.13) avec y =1.

Preuve : Chacun des Xn est un code préfixe maximal. Il en résulte que

pour chaque n > O on a

* *
2 o= §n+l—n+l

ok P est 1'ensemble des facteurs gauches propres de mots de Xn

n+l
Il résulte de cette &quation et de (3.15) que
P =x*x* X
—n+l  “n =p-1"""71°

Soit w un facteur gauche propre d'un mot u de U . Le mot u

i a a W e 5
appartient a un Xn+l et on a alors P+l _
Ceci montre que w admet une factorisation (3.13) avec y = 1.
(]
LEMME 3.7. Pour tous n,p > 1 on a
X_ X 2" g
n ntp
Pour tous z € Z et ye€eY ona
x
zy € Y 2.
Preuve : Démontrons la premiére formule par récurrence sur p.
& = % 3 L ~D e ¥ 11 Y
Pour p =1 on a X% € J  d'aprds (3.12) puisque (Xn41) £ i



est de longueur paire on a donc X X € Y. Supposons

Comme x_ X
n n+l n+l
la propriété vérifiée jusqu'a 1'ordre p-1 et soit q = ¥Y(x__ ).
e ’ i < n+p
Dastmsu.ons deux cas: st qsn, alD'fs o apres (3.12) on & XnXntp€ U.
Ensuite , st n<q on a % € U-A el done Xp,, = Xqu aVec ue VU,

; * a P '
Comme gx n+p ona X X € Y " par hypoth&se de récurrence. Comme
s ; *
u est de longueur paire, il est dans Y et donc xnxn+p ey dans

ce cas aussi.

Montrons le deuxiéme formule : posons n = $(z) et q= Y ().
= = 1 - = 1 ~ o5
On a z X et y *xq X, . Si n < q alors xnxq € Y~ d'aprés ce qui
précéde, donc zy € YZ. Si q €n alors xnqut eVU d'aprés (3.12).

Comme x x x. est de longueur impaire on a donc x x X € Z.
n q ¢t nqt O

LEMME 3.8. Tout facteur droit W d'un mot de VU admet une factorisation

.(3.13) avec n=0 ou n = 1

Démonstration : il s'agit de montrer que tout facteur droit propre d'un
* _ ; o
mot ueU est dans Y Z U Y . Nous établissons cette propriéte par
récurrence sur lul. Si tul="1 la propricte est evidente . Supposons |u|>2.
Soit n = Y (u). Par définition de ¥, ona u€X su ¢ X et
: n+i n
donc u =xu' avec u' € X .
n n+i
Soit w un facteur droit de u. Si w est facteur droit de u'.
= - - .
Ona we€ ¥ zuy par hypoth&se de récurrence. Sinon on a W = w'u',
avec w' facteur droit de X - Par hypothése de récurrence, on 3
tz uY®

. * o -
Si w'e:‘Y* alors w'u' € Y (Y u 2) et l'assertion est vérifiée.

: )
we Y

: 5 *
11 reste donc 3 examiner le cas oli w'€ Y Z. Dans ce cas, posons w' = yXy

avec 'er*, k > 1. On a kxn car |xk|\< | w'l < Ixnl.
X "
n
wl U‘ .
Yy By }

Figure 3.1.



Distinguons maintenant deux cas :

1° cas : u' € Y. D'aprés le lemme 3.7 on a X, u'e Y¥ Z donc
w o= yx, u'c Y*z,
2° cas : u' =x € Z.0Ona x_ € X_ donc m> n. Comme on a aussi
m m n4d
k € n, il vient k< m et x X € Y" d'aprés le Lemme 3.7. Ainsi
w=y xkxm ¢ Y* et 1'assertion est encore vérifiée.
]
Démonstration du Théoréme 3.3 : Soit m un entier impair et X = Z 0O A",

D'aprés le lemme 3.4, on a Card(Z N Am) = 1k(m). Montrons ensuite que 2
est comma free.

Soient x,x',x" € X. Supposons que

xx' = ux''v - (3.16)

. +

avec u,v€ A |

/x\\m
u w t v
S
Figure 3.2

On a x" = wt avec x = uw, tv = x'. Comme x" est de longueur

irpaire, 1'un au moins des deux mots w,t doit &tre de longueur paire.
Supposons par exemple que w soit de longueur paire. Comme w est
facteur gauche propre de x" € Z, on a d'aprés le Lemme 3.6.
W= z,2,...2  avec S(zl)) 5(22)3 ..;Zé(zn). D'autre part, corme
w est facteur droit de x € Z, on a d'aprés le Lemwe 3.8, wg Y*z u Y4i
Et comme w est de longueur paire, on a donc Ww € Y*. on obtient ainsi
une contradiction avec 1l'unicité de la factorisation (3.13) du Lemme 3.5.
Ainsi on ne peut avoir (3.16) et X est donc comma free.

(]
EXEMPLE 3.2. Soit A ={a,b}. Une suite (Xu)n s § satisfaisant les

conditions de la construction ci-dessus est la suivante

X, = { a,b}
X, = { b,ab,azb,a3b,a4b,... }
Xy = {ab,azb, a3b, a/‘b,... }

o)
4 ol
bab, ba b,ba’ b
? b b ]

bzab,b!azb”

bdnb’



X, = {ab,bab,a3b, aab,... }

4
bazb,ba3b

b2ab, B8 bs

b3ab,

azbab,

X5 = {ab, a3b, a4b,... }

bazb,ba3b,

b2ab,b2a’b,

b3ab,

azbab,

babab,

On n'a pris en compte que les mots de longueur au plus égale a 5
et on fait figurer verticalement la liste des mots de méme longueur.

On obtient en prenant les mots de longueur 5 de 3(5 tous les mots
5

de longueur 5 de Z. On obtient donc un code comma-free X C A
X = {al‘b,baBb,bzazb,b3ab,azba b, baba B}
tel que Card(X) = 12(5) = 6. 0

4. FACTORISATION DES MONOIDES LIBRES

Les constructions données dans la section précédente pour le. Théoréme
3.2 et pour le Théoréme 3.3 sont des cas particuliers de la notion de factorisa-
tion des monoides libres dont voici la définition :

Soit I un ensemble totalement ordonné et (Xi)i € I une famille de

. + . e ol o - *
parties de A indicée par I. Une factorisation ordonnée d'un mot we€ A

est une factorisation
W =%, X ww 4 X
172 n

2 s 3 Tl A S e B s

avec n 2 0, x; € XJi et j, i, L
. 3 ’ . * "

On dit que la famille (Xi)iel est une factorisation de A sl

tout mot W€ A% a exactement une factorisation ordonnée.

On note X la série caractéristique (en variable non commutatives)
d'une partie X de A%, par définition, la famille (Xi)i € 1 est uné
factorisation ssi on a 1'8galité en série formelles:



A = T X
. e
1¢e€ I

EXEMPLE 4.1 - Le Lemme 3.5 exprime que la famille

(xl’XZ""’Y)

. . *
est une factorisation de A".

Le résultat de base sur les factorisations est le théoréme suivant,

dli 3 Schiitzenberger [20].

THEOREME 4.1. Soit (Xi)i e 1 une famille de parties de A+_‘indicée

par un ensemble totalement ordonné 1I. Deux des trois conditions suivantes

impliquent la troisiéme :

i * . . . 2
(i) tout mot we A a au moins une factorisation ordonnée.

(ii) tout mot w € A* a au plus une factorisation ordonnée.

(31) chacun des Xi(i € I) est un code circulaire et chaque classe de

. . * . *
conjugaison dans A  rencontre un et un seul des sous monoides Xi'

Le fait que (i) + (ii) = (31i) 1implique par exemple (via le Lémme 3.4)
que le code X =2 N A" du Théordme 3.3 vérifie (3.11).

La preuve du Théoréme 4.l repose sur une technique d'énumération qui
donne peu d'information sur les liens entre les parties Xi' On péut éspérér

en dire plus dans le cas des factorisations finies, c'est-d-dire quand

1'ensemble I est fini. On peut alors poser I ={1,2,..,n} et une

factorisation finie est donc une famille

, R AT

n 1

de codes tels que tout mot w € A* s'écrive de fagon unique

W= X X e X
nn-1"" 1

* . > 5 2 i
avec xiéi X.l (I £ 1 £ n). On peut encore €crire en séries formelles

»* .
A= xXxF ...x%
— —1n—n-1 |

La cas 1 = 2 est celul des bisections. On a le résultat suivant

(cf. [203, [25] et [12]) :
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THEOREME 4.2 Soit (P,Q) une partition de A+. I1 existe une unique
bisection (X,Y) de A*  telle que XCP, YCQ.

Cette bisection est obtenue ainsi : posons

X, = P NA, Y, =QNA
et pour n > 2,
b = U Yl n—-1i
n i1
= N = N
X =2 NP, Y =2 NQ
Alors
x= U X, Y= U Y.
n 31 n21

Ce théoréme donne une construction de toutes les bisections de la
fagon suivante :
_a) on partitionne 1'alphabet A en deux parties Xl et Yl
b) pour n > 2, on partitionne 1'ensemble

n—-1
z = U Y. X .
n a i "n-1i
i=1
en deux parties X , Y .
n’ n
On pose enfin X = VU x, Y= U Y .
n n
n2l nzl

Les codes X qui sont facteur gauche d'une bisection sont exacte—
ment les codes (1,0)-limités. Symétriquement, les codes Y qui sont les
facteurs droits d'une bisection sont les codes (0,1)-1imités. Les codes
X et Y sont reliés par :

" * * * * %
Y =A-XA,X =A-AY.

On peut se demander si toute factorisation finie est le résultat

d'une suite de bisections. L'exemple suivant, di a G. Viennot montre que

cela n'est pas vrai.

EXEMPLE 4.2. Soit A ={a,b}. Le code
Z = A b,ba,baz}.
est (0,1)-1imité. C'est donc le facteur droit d'une bisection (X',Z') de A~

On a
x' % A% A2

Soient £ 3 2
U = (ba) ba’, V =ba, z={ba,ba”} (ba)*.



i - : s * .
La paire (V,Z) est visiblement une bisection de Z' . Ensuite

on peut vérifier que 1'on a

U ¢ X',
‘ : . g *
Il en résulte que U est facteur droit d'une bisection (X,U) de X' .
avec

X =0"x' - v).

On a de plus.

. *
o*v* = {ba,ba>}

Ainsi (U,V) est une bisection de Y”kavec Y = '{ba,ba3 }.

On a 'donc en séries caractéristiques :

* +* * k& *_#
T G A L AR & 44
v . - . P 1
et (X,Y,Z) est une trisection de At Ni X*Y*, ni Y Z ne sont des
2

- : % _*
sous-monoides. En effet, ba € Y, a € X et ba € Z. Donc ba2 ¢ X Y.
De méme b € Z, ba3 €Y et b2a3 € X donc b2a3 4 v*2™. Ceci montre

que la trisection (X,Y,Z) ne peut pas étre obtenue par deux bisections

successives. O

Par contre, G. Viennot a démontré que toute trisection est obtenu
par "recollement" de trois bisections [24], comme la trisection de

1'exemple précédent :

THEOREME 4.3. Soit (X,Y,Z) une trisection de A*. T1 existe une bisection

u,v) de Y* et une bisection (X',Z') de A* telles que (X,U) est une

bisection de X'* et (V,Z) est une bisection de 2'*:
* * * »* : *
_A- = x Y Z+’-= —)E*p_ )(viz’() = _)Sl —z_|*.

La preuve de ce résultat est asscz délicate. L'un des lemmes préli-
minaires établit que si (X, Y, Z) est une trisection, alors X,Y et Z

sont respectivement (2.0), (1,1) et (0,2)-limités.

Dans le cas d'une quelconque factorisation finie

S

On ne sait méme pas prouver que tous les codes X, sont limités. Le cas

A* = ¥ x
n

n=3 et le cas ol la factorisation est obtenue par bisection successives

pourraienfsuggérer la conjecture que le code Xi (1 € i £ n) est (i-1,

n-i) - limité.
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