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Beitrage zur Frage der globalen Konsistenz
lokaler geometrischer Daten

Der FaU Dimension 1: Quantitative Aspekte qi ialitativen Vergleichens

von A. W.M.Dress, Bielefeld, z. Zt. IBM Wiss. Zentrum Heidelberg
und T. Havel, La JoUa.

Seit der Erkenntnis der Konstanz der Winkelsiimme im Dreieck spielt
die Frage nach Kriterien fiir die globale Konsistenz lokaler geometrischer
Daten eine wesentliche R.oUe in der Geometrie. So lassen sich z.B. viele
wichtige Ergebnisse der klassischen und der modemen Differentialgeome-
trie zwanglos als Beitrage zur Beantwortung diescr Frage auffassen. Aber
auchin der kombinatorischen Geometrie und deren Anwendungen sind
deriei Konsistenxkriterien van grofier Bedeiitung. So lebt z.B. die Theo-
rie der (orientierten) Mafcroide zu einem giiten Teil von dem Spannungs-
verhaltnis, welches sich dadurch ergibt, dafi die aiis den Grassmann-Plucker-
Identitaten sich ergebenden lokalen Kritericn fur die Einbettbarkeit eincr
endlichen Punktmenge E in den Rn mit vorgcgebcnen lincaren oder afRnen
Abhangigkeits-(oder Orientiertheit;s-)Vorschriften zwar der Punktmenge E
eine interessante und vieluntersuchte kornbinatorisch-geometrische Struktur
aufpragen (eben die eines (orientierten) Mahroids), es andererseits aber im
Fall n > 2 (bzw. n > 1 im affinen Fall) unmoglich isfc, diese Kritericn durch
endlich viele weit.ere lokale (und d.h. hier auf alle 'kleincn' Teilmengen
von E bezogene) Kriterien so zu erganzcn, dafi man insgcsamfc ein %ugleich
hinreichendes nnd notwendiges System von Einl)e(-, tbarkeitskriterien erhalt.

Ahnlich interessant erscheint zumindest, ans dcr Sicht der Anwendun-
gen in der Chemie und der z.B. fiir die mathcrnatische Psychologie, aber
auch fiir die Entscheidungsfcheorie mid viele andere Disziplinen (cf. [CR|) be-
deutsamcn Skaliemngs- iind Paramefcrisieningsthcorie die Frage nach Ein-
bettbarkeitskriterien fiir Punktmengen rmt; vorgegebenen Vorschriften fur
die dabei einz-uhaltenden Abstande. So kann z.B. die Theorie der metrischen
Raume als die Theorie solcher Paare {X, D : X xX -^ 1£L) gedeutet wcrden,
fiir welche fur je drei Punkte a, 6, c G JC eine Abbildung / von {a, 6, c} in
die eukUdische Ebene imt ||/^)JO/)i|=Z)(^, y)furaUe^7/ {a, 6, c}exi-
stiert, was global zwar die Einbettbarkcit F : X ^Viu einen Banachraum
V^rmk D{x, y] = \\F{x)~ F(y}\\ fiir aUe x, y e XJAIT Folge hat (namlich
z.B. in den mit, der L^-Norm versehenen R.aum ]RX aller Abbildungen von
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X in M vermoge F : X -^~RX :x^ [f^ : X -^1R. :y ̂  D{x, y)] und folg-
lich mit solcher Einbettbarkeit aquivalent ist, was aber (selbst fiir endliches
X) die Einbettbarkeit in einen (endlich dimensionalen) Hilbertraum keines-
wegs impliziert: ein Gegenbeispiel liefert z.B. bereits der Raiim {X, D) mit
X := {a, 6, c, d} und J9(2;, y) = 2 far x ^ y und rf ̂  {3;, y} , -D(3;, y) = 1 f^ir
x ^y und d   {^, 2/} und P(a;, a;) = 0 fiir alle x^y in X.

Die wesentlich komplizierteren Kriterien fur die Einbettbarkeit in einen
Hilbertraum sind allerdings seit Cayley auch bekannt und in diesem Jahr-
hundert vor aUem von Menger und Blumenthal unter dem Sfcichwort 'Di-
stanzgeometrie'ausfuhrlich untersucht und diskutiert warden. Ausgangs-
punkt dieser Theorie ist die heute leicht mit den Mlitheln der elementaren U-
nearen Algebra herleitbare Aiissage, dafi fur einen metrischen B.aum {X, D}
gena-u dann eine isometrische Einbettung in den eukUdischen nonnierten
Raum E der Dimension n existiert;, wenn fiir jede Folge xi, x^,... , Xk aus
X mit fc < Ti+3 die Determinante

D{x^, x-i,..., Xk) := det

/ 0
-1

\-1

1\

-D{xi, Xj):
f i, j=l,...,}

nicht negativ ist und fur k = n-\-2 und fc = n+ 3 sogar vcrschwindet.
Leider existiert fiir die fill die Aiiwcndungcn vicUeicht noch wichti-

gere Frage, wann fur eine Menge X und zwei symmehrische und aiif der
Ha-uptdiagonale verschwindende Abbildungen D^, D : X X X -> M mit,
n.{x, y} < D{x, y} fur alle x, y e X eine EinbeUung F : X -> En mit

D(x^y)^\\F{x)^F{y)\\^D{x, y)

existiert, kein entsprechender Satz lokaler Bedingungen ; bereits im Fall
n = 1 liefert z.B. das Tripel {X, D_, D) mit X := {0,..., ^}, R{x, y} := 1
und D{x, y) := N -efui x^y (x, y ^ X)fui0 < e <1 ein Gegenbeispiel:
wahrend es ofFensichtlich unmoglich ist, eine Abbildung F '. X -^IE = 1^.
mit

D{x^ < \\F{x\F{y)\\ == \F{^ - F(y}\ ^ D(x, y)
fiir alle x, y ITS. X zu finden, existiercn solche Abbildungen fur aUe echten
Teilmengen von X. Dennoch kann man im FaU n = 1 zumindest dann
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die Frage nach der Existenz einer solchen Einbettung F : X -^'Si rclativ
rasch enfcscheiden, wenn neben den oberen und unteren Schranken fur die
Abstande anch die 'Orientieiung'von F in Form einer linearen Anordnung
von X vorgegeben und folglich nach Abbildungen i7' :A' -» M gefragt wird,
die fiir alle x, y ^ X mit x> y der Bedingung

D{x, y) ̂  F{x] - F{y) < D{x, y}

geniigen. Hier gilt namlich das folgende, noch etwas allgemeinere und analog
zum Satz von Hahn-Banach zu beweisende

Theorem. 1st X eine beliebige M^enge und w : X xX ->1R. (J {00} eine
(in der P.egel nicht symmetrische !) Abbildnng, so existiert eine Abbildung
F : X -^IR. mit, F{x) - F{y} < w{x, y) fiir aiie x, y ^ X genau dann, wcnn
fur aJJe x^y C ^ der Wert

w[x, y) :=inf{Y^w(xi^, Xi)\xo = x, x^. .., Xr, = y ^ X}

von oo verschiedcn ist. Insbesondere existiert im Ffill -^X < oo ein solcheR
F gensLii dann, wenn nnrw{x^x) fiir a,lle x ^ X vGrschwindet.

Wie wir in unseren Arbeiten [DHl-3]zeigen (werden), lassen sich aus
diesem Theorem viele wichtige Satxe, die in der 'measurement theory'(cf.
[CR ]und die dort zitierten Arbeiten und Bucher) cmc gTofie Rolle spielen
(wie z.B. die Kennzeichnung von Infcervallgraphcn (lurch Fishbiirn oder der
Satz von Scott und Suppes), sehr einfach nnd nberraschcnd elegant hcrlci-
ten. Dariiber hinaus gestattefc es auch die Beantwortung dort bislang noch
ofFen gebliebener Fragen. So lafit sich ehwa zcigen, dafi zu einer aufstcigen-
den Folge von auf X definierten binaren R.elationen

RiCR-iC... CR^CXx X

genau dann zu jeder monoton faUenden Folge ci >Cs > ... > Cn, posif. iver
Zahlen eine Abbildung F = F^ c, : X -> J{. mit

Ri = {(x, y} CXx X\F{x) ^ F(y) + cj

existiert, wenn dies fiir jede hochstens fiinf-eleinenfcige Teilmenge von X der
FaU ist.
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