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Uber Abzdhlprobleme von unabhangigen Teilmengen

in B&umen

Michael Drmota (Wien)

Es bezeichne F eine Familie von Wurzelbdumen und Yo, die Anzahl

der Bdume dieser Familie mit n Knoten. F heiBt einfach erzeugt

falls die erzeugende Funktion Y(x) = 3 ynxn eine Funktional-

n
gleichung der Gestalt Y = xo(Y) erfiillt. Die Koeffizienten der
Potenzreihenentwicklung von ¢(t) = 1 4+ 9.t + o t2 +...

1 2
ben dabei den Aufbau der einfach erzeugten Familie.

beschrei-

(9(t) =1 + t% fiir bindre Biume, o(t) = 1/(1-t) fiir ebene Biume
p(t) = et fir markierte BHume.) Geht man umgekehrt von einem
vorgegebenem ¢(t) aus und bezeichne m(Tn) = TT wiDi(Tn) ags Be~
wicht eines Wurzelbaumes mit n Knoten, wobei ;i(Tn) die Anzahl
der Knoten in Tn ist, von denen i Unterbdume abzweigen, so er-

flllt die erzeugende Funktion Y von y_ .= Z w(Tn) die Funktional-

gleichung Y = Xe¢(Y) .

Eine Teilmenge I eines Baumes (oder allgemeiner eines Graphen)

heift unabhédngig, falls keine zwel Knoten aus I durch eine Kante
verbunden sind. Eine Teilmenge I eines Wurzelbaumes soll i-unab-
hangig heiBen (i > 1), falls sie unabhangig ist und jeder Knoten
der nicht in I liegt, durch einen Weg der Lé&nge < i verbunden

werden kann, wobei die Orientierung des Weges auf jeder Teilkan-
te entweder nur zur Wurzel hin- oder nur wegfithren darf. 1-unab-

hangige Teilmengen sind gerade die maximal unabh. Teilmengen. Es

’
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soll nun die durchschnittliche Anzahl e(l)(n) und die durch-

schnittliche GroBe u(l)(n) von i-unabh. Teilmengen in Wurzel-
biumen mit n Knoten einer einfach erzeugten Familie bestimmt
werden. (Fiir 1-unabh. Teilmengen haben dies bereits Meir und

Moon [3] durchgefiihrt.)

Bezeichne aél)(Tn) die Anzahl der i-unabh. Teilmengen der GroBe

k eines Wurzelbaumes Tn mit n Knoten, die die Wurzel enthalten,

(1)

bk (Tn) die entsprechende Anzahl, die die Wurzel nicht enthal-
(1) _ (i) (1)
ten, und Iy (Tn) = ay (Tn) + bk (Tn) .
Sei weiters a(i) =) o(T )a(i)(T ) b =7 w(t )b(i)(T )
nk n k n’ ' T"nk n  k n '’
(i) (1) (i) (1) _ (i) (i) _ (1)
9ok = %nk T Pok * %n = 1 %hk Pa = 1 bnk ’
k k
;l) = aél) + b;l) . Betrachtet man iliberdies die erzeugenden
Funktionen
A(l)(x'z) - 7 a(1)kan ' B(l)(x’z) = b(l)zkxn :
nk nk
n,k n,k
G(1) _ A(1) " B(1) ;

(

so ist G woraus sich e(l)(n) durch

i)(x,1) = J gl(li)xn ,
n
e(l)(n) N g(l)(n)/yn berechnen lant. u(l)(n) kann man aus

G;i)(x,T) = ¥ u(i)(n)géi)xn ermitteln.
n

Fiir diese erzeugenden Funktionen lassen sich Funktionalgleichungen

angeben.
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Satz 1.
75 B AL RS D E
(Meir, Moon [31])

5 2 ot _ xea1)))
1) 3%3) o zzeleaia®®) 4 xetat?l )iy

802) _ 4062y L 452 _ xo(c %)) 4 xe(8(2)y)
(1ii) A(3) = xzw(xw(A(3) + xw(A(3) + x¢(G(3)))))

phdd xe(c'3)) _ xe(B3) _ X¢(G(3)) + xo(53) _ xe(c'3)) .

+ xo(83))))

Unter geeigneten Analytizitdtsbedingungen an ¢(t) ergibt eine

Singularitdtenanalyse, daB A(l)(x,1), B(l)(x 1) G(l)(x,1)

’ ’

einen

gemeinsamen Konvergenzradius r, besitzen, um den eine Entwicklung
in Potenzen von Jri—x besteht. Mit Hilfe des Satzes von Darboux

lassen sich daraus asymptotische Formeln fiir e(l)(n) und u(l)(n)

ableiten.

Satz 2. log e(i)(n) v E(i)n , u(i)(n) ~ S(i)n

FUr 1 = 1 ist dieses Ergebnis in [3] erzielt worden. Zum Unter-
schied zum Fall i = 1 kann man fiir i > 1 die beiden Funktional-
gleichungen fiir A(i) und B(i) nicht auf eine reduzieren. Die Be-

rechnung der Konstanten E(l) und S(l) soll daher am Beispiel

i = 2 demonstriert werden. Es bezeichne
F1(x,z,a,b) = xzo(x9(a + x9(a + b))) - a
Fz(x,z,a,b) = x¢(a + b) - x9(b - x¢(a + b) + x¢(b)) - b

und r > 0, «, B die Losung des Gleichungssystems
F1(x,1,a,b) =0 , F2(x,1,a,b) =0

(F, F = B By Ji%,1,8.5) =0 &
1a 2b 1b 2a

Daraus berechnet man E(Z) = log r/p , wobei mit 1¢'(1) = ()

P = t/9(t) ist, und
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(F1Z(F2b - an)

5(2) 1 - FZZ(F1b - F1a))(r,1,a,8)
T r T?jx(sz -

an) - FZX(F1b - F1a))(r,1,a,8)

E(l) und S(l) erhdlt man analog, wenn man F1 und FZ den Funktio-

nalgleichungen aus Satz 1 entsprechend anpaBt.
Nach Kirschenhofer et al. [1] besitzen die durchschnittliche

Anzahl und die durchschnittliche GrdBe aller u.a. Teilmengen

eine analoge Asymptotik, ebenso die GroBe der grdBten 1-unabh.
Teilmenge [2]. Die entsprechenden Konstanten sind daher in die

folgende Tabelle aufgenommen worden. (Fir den binaren Baum mubB

die Asymptotik als log e(l)(2n+1) "~ E(l)(2n+1) und

u(l)(2n+1) ~ S(l)(2n+1) verstanden werden, da nur Baume mit unge-

rader Anzahl von Knoten auftreten konnen.)

/S alle unabh.

3-unabh. 2-unabh. l-unabh. ; gréBte 1-unabh.
bin. B. | 0.505/0.309 |0.426/0.401 | 0.360/0.438 | 0.223/0.482 | -/0.585
eben. B. | 0.523/0.333 |0.447/0.410 | 0.374/0.416 | 0.215/0.5 -/0.618
mark . B. | 0.504/0.307 |0.446/0.380 | 0.388/0.393 | 0.242/0.463 | -/0.567

(Die numerischen Werte sind auf drei Stellen gerundet) .
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