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Zur Abzahlung
periodischer Pflasterungen

der euklidischen Ebene

Reinhard Franz

Einleitung

A. W. M. Dress stellte in [Dress-3] eine Methode zur Klassifikation aquiva-
rianter Pflasterungen der Ebene vor, die es im Prinzip gestattet, zu jeder
gegebenen natiirlichen Zahl n   N samtliche Pflasterungen T z.B. der eukli-
dischen Ebene aufzuzahlen, fur die eine vorgegebene Gruppe T von Symme-
trien so auf den Flachen der Pflasterung operiert, dafl diese in hochstens n
Transitivitatsbereiche zerfallen.

In der vorliegenden Arbeit wird die oben erwahnte Methode der Ko-
dierung aquivarianter Pflasterungen der Ebene durch sogenannte Delaney-
Symbole benutzt, um Rekursionsformeln zur Abzahlung der Isomorphieklas-
sen aller punktierten^ aquivarianten, periodischen Pflasterungen der euklidi-
schen Ebene mit vorgegebener kristallographischer Symmetriegruppe F und
vorgegebener Anzahl n nicht aquivalenter Flachenstucke zu entwickeln, wobei
Digone und Monogone erlaubt sind, aber keine Vertices vom Grade <, 2 -
andernfalls waren die gesuchten Anzahlen mit Gewifiheit unendlich. Dabei
verstehen wir unter einer punktierten Pfiasterung eine Pflasterung, bei der
elne Fahne ausgezeichnet 1st, d. h. -grab gesprochen-ein Tripel (V, E, F)
bestehend aus einem Vertex V, einer V enthaltenden Kante K und einer K
enthaltenden Flache F der Pflasterung, genauer: eln»Dreieck der baryzentri-
schen Unterteilung der Pflasterung.

Entscheidend fur den von uns zur Strukturierung unserer Untersucliun-
gen und Ergebnisse eingeschlagenen Weg war die Einsicht, dafi es zumindest
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nutzlich-wenn nicht gar unvermeidbar-1st, beim Aufbau von Rekursions-
formeln solche Formeln niclit einfach fur die Anzahl Kn (der IsomorphieHas-
sen) aller periodischen aquivarianten Pflasterungen mit genau n syirunetrie-
inaquivalenten Fla.chenstucken oder die Anzahl Kn{T) (der Isomorphieklas-
sen) alter soldier Pflasterungen mit zu einer vorgegebeneii kristallographi-
schen Gruppe F isomorphen. Syininetriegr-uppe zu suchen, sondem-selur
viel detaillierter-weitere numerisch faflbare geometrische Livarianteii sol-
clier Pflasteningen gleichfalls zu benicksichtigea. So betrachten wir bei un-
seren Untersuchungen im Falle einer eigentlichen Symmetriegnippe T z.B.
zusatzlich die Anzahl y; der (unter T maqzuvalenten) Kanten mit (2-fachem)
Rotationszentrum, die Anzahl ys der Kanten ohne Rotationszentnim, die An-
zahl y^(k) der (vom ausgezeichaeten Vertex C'o verscluedeaen) Vertices vom
Grad k. Naturlich werden die bei BeriicksichtigTing solcher Daten entste-
Iienden Fonneln weseutlich koinplizierter (was fur den Leser bedauerlich sein
mag), aber man gewinnt dabei ZTimindest zugleich einen weitaus grofieren
inhaltlichen Reichtum an. Einsichten ID. den rekursiven Aufbau der Familie

der periodischen Pflastenuigen.
Wir betrachten liier nur den einfachen Spezialfall der Muster mit eigent-

licher Symmetriegnippe. Fur eine vollstandigere Darstellung der luer nur
exemplarisch vorgestellten Ergebmsse ver-weisen wir auf [Dress-Franz-4] und
[Franz].

1 Delaney-Symbole, Theorenie

Wir geben zunachst einen kurzen Abrifi der von A. W. M. Dress entwickel-
ten Theorie der Delaney-Symbole fur aquivariante Pflasterungen der Ebene.
Fiir eine detallliertere Darstellung dieser fur Abzahlprobleme (von Mustera)
grundlegenden Theorie verweisen wir auf [Dress-1], [Dress-3], [Dress-4],
[Dress-ScIiar-l], [Dress-Schar-2].

Eine Teilmeage T von E := E2 := {(j?, g)|p, g $ R} heifit eine Pflasterung
von E, falls sle den folgenden drei Bedingungen geniigt:

1

(TO) T 1st abgeschlossen und zusammenhangend.

(Tl) Alle Zusammenhangskomponenten van E \ T sind beschrankt.
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(T2) Zu jedem Punkt z £ T existiert eine Umgebung U van x mid eine
naturliche ZaU 7-(a;) = r^x) ̂  1 derart, dafi das Tripel {U, UF\T, {x}}
homoomorph zu dem Tripel {B2 := {z   C| ||.z[] ̂  l}, {z   52] 2r(3:) 6
R+}, {0}) ist-init R+ :={a £ R|a ̂  0} wie ublich.

Man beachte, dafl r(x) durch x eindeutig festgelegt ist. Zwei Pflasterungen
T, T' C E heifien (topologisch) isomorph , falls es einen Homoomorphismus
a von E gibt, so dafi a(T) = T/ ist. Wir nennen ein solches a einen (to-
pologischen) Isomorphismus von T nach T' and bezeichnen die Gruppe der
Homoomorphismen a von E mit a(T) = T -die Automorphismengnippe von
T-mit Aut(T). Aus dieser Definition folgt mittels klassischer Flachentopo-
logic das

Lemma 1 1st T eine Pflasterung van E, so gilt:

i. T° := {x e T\ r{x) ^ 2} ist diskret zn E.

2. Jede Zusammenhangskomponente e £ 7To(T\r°) von T\T° ist homoo-
morphzum offenen Intervall}Q, l[. Jeder Homoomorphismus y :]0, 1[-::-
e kann (eindeutig) zu einer steiigen Surjektion y : [0, 1] ->. ? C eUT°
fortgesetzt werden.

3. Zu jeder Zusammenhangskomponente / C 7To(E \T) von E \ T gibt es
eme naturliche Zahl r(f) = rT{f) und eine stetige Surjekiion ̂  =^j :
B2 - /, so dafi mit Sl := {z^ B2\\\z\\= 1} gilt:
(a) ip\B^\s1 '. B \ Sl - > f ist ein Homoomorphismus.

(b) V, -i(r)=51, #^-l(T°)=r(/). .
(c) if. ' ?5/ bijektiv auf den Zusammenhangskomponenten

5l\V'-l(T°).
von

tfJ f ist eindeutig bis auf (vorgeschaltete!) Homoomorphismen von B2 be-

stimmt. Die natiirliche Zahl r{f) = rj. (/) hangt deshaJb nicht vom gewahl-
ten V'/ ab und 1st daher eine wohldefinierte Invariante von /. 1st T eine
Pflasterung von E, so setzen wir

T° := {x^T\r{^^2},
Tl := 7To(r\T°)
T2 := 7To(E\T)

(1)
(2)
(3)
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und nennen die Elemente van T°, T1 bzw. T2 Vertices, Kanien bzw. Flachen
der Pflasterung T van E. Fur x   T° bzw. f C T2 heifie die Invariante r(x)
van x der Grad des Vertex x und die Invariante 7-(/) van / die Eckenzahl
dei Flache /. Entsprechend nennen wir / auch ein r(f)-Eck oder r(f)-Gon.

Eine aquivariante Pflasterung van E ist ein Paax (T, r) bestehend aus ei-
ncr Pflasterung T von E und einer diskreten Gruppe T van Automorphismen
van T, der Symmetriegruppe der Pflasterung T. Zwei aquiva.riante Pflaste-
rungen (T, ?) und {TI,T') heifien isomorph (in Zeichen (T, r) S (T', F)),
falls es einen Isomorphismus a : T - ^ T' gibt, so dafi aFa" = T' ist.

Ein DeIaney-Symbol ist ein System ('Z?;Tnoi, m. i2) bestehend aus einer
transitiven S := £3 := {o'o, o'i, o"2|o',2 = 1} (-rechts)-Menge I? zusammen
mit zwei AbbUdungen. moi, m^2 : V - > N derart, dafi fiir aUe D   75 die
drei folgenden Bedingungen gelten:

(DSO) moi(£»<7o) = moi(Z?<7i) = m^(D)
m^(Da-i) = 77212(1)0-2) = mi2(F).

(DS1) P((7o<7l)mol(-D) = £»((7i<72)Tnl2(D) = D.

(DS2) P(<7o^)2 = D.

Zwei Delaney-Symbole ("D; moi, mi2) und ('E>/;mg^, m^) heiflen isomorph (in
Zeichen: ('D;moi, mi2) ^ ('Z?/;T"'g^, m^)), falls es eine bijektive E-Abbildung
y : -D - -D' gibt, so dafi fur alle P £ D und (t, j) C {(0, 1), (1, 2)} die
Gleichung:

m., (Z5)=^. (^D)) (4)
gilt.

Einer aquivarianten Pflasterung (T, T} lafit sich gemaB [Dress-4],
[Dress-Huson-1] auf kanonische Weise ein (bis auf Isomorphie) elndeutig be-
stimmtes Delaney-Symbol zuordnen, derart dafi der folgende Satz gilt:

Satz 1 Fiir aquivariante Pflasterungen (T, T) und (T', F') sind die beiden
folgenden Aussagen dquivalent:

i. (r, r)^(T', r)

Q. (DT;m^. mr, )^(^;m^', m^).
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Eine aquivariante Pflasterung (T, F) heiflt regular oder von endlichem
Orbittyp, falls F\E kompakt ist. Eine Pflastening T lieifit r-e^u/ar oder von
endlickem Orbittyp, falls (T, F) fur eine diskrete Untergruppe T < Aut(T)
von Aut(T) regular 1st. Eine Pflasterung T von E heiflt periodisch, falls
(T, Iso(T)) regular 1st-mit Iso(T) := {-y £ Iso(E)J7(T) = T} und Iso(E) die
Gruppe der Isometrien von E bezuglich der euklidischen Metrik. Eine aqui-
variante Pflastemng (T, T) heiflt periodisch, falls F zwei linear unabhangige
Translatiouen enthalt und T <^ Iso(E) gilt.

OfFensichtlich 1st Penodizitdt keine Invariante von Isomorphieklassen, d. h.
es gibt isomorphe (aquivariante) Pflasteruugen T und T' ((T, F) und (T', r')),
so dafi T ((T, F)) periodisch 1st and T ((T', r/)) mcht. Deshalb lafit sicli
die Periodizitat auch mit Gewifiheit nlclit am z-ugeordneten Kammernsystem
(Delaney-Symbol) ablesen. Erzwingt man jedoch Invarianz auf Isomorphie-
klassen, indem man definiert: eine (aquivariante) Pflasterung heiflt topolo-
gisch penodisch, falls sie zu einer periodischen (aquivarianten) Pfilasterung
isomorph 1st, so \a&t sich diese Eigeaschaft, wie wir gleich unteu sehea wer-
den, in der Tat recht einfach aus dem Kammernsystem (Delaney-Symbol)
ablesen.

Fur endliche DeIaney-Symbole CD;moi, miz) fuhren wir den Begriff der
Krummung Kij,.^^^^ ein:

^ 1 , 1 1^
(2?'mBl'mI2) := ̂ l-^D) + m^D) - 2^ (5)

Dann folgt das

Theorem 1 Ein Delaney-Symbol {V;TnQ-i, m^) ist genau dann das Delaney-
Symbol einer topologisch penodischen dquivarianten Pflasierung [T, T), von
E, falls

(DS3) #P < co

(DS4) A-(P, ^, ^)=O.

Wir skizzieren abschliefiend, wie sich die Symmetriegruppe Y elner peri-
odischen, aquivarianten Pflasterung (T, F), welche bekanntlich notwendig zu
einer der siebzehn 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen isomorph
ist, aus dem zugehorigen Delaney-Symbol (T>;mo^, m^) bestimmen lafit.
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Auch hier beschranlceu wir uns nur auf den Fall einer eigentlichen Symme-
triegruppe

Wir setzen zunachst mot{D) = 2 fur alle D   V und bemerken, dafi
rij{D) := inf(r   {1, 2,.. . }| D(cT. o-,-)r = D) fur alleO ^z <j ^ 2und
D £ P ein Teller van m, j(£») ist und dafl die Abbildungen r, j, m^ -. V - >. N
auf jedem {o-^o-^-Orbit V C T> konstant sind. Fur jeden (<r,, o-^-Orbit
V C V nennen wir die eindeutig bestimmte ganze Zahl v = Vij(V) (^ 1),
welche fiir ein and damit fur alle D ^ V der Beziehung

r^V) . v := r.-, (Z?) . v = m., (£») =: m,, (P/)

genugt, den Verzweigungsparameter van V.
Dann gilt fur die Gruppe F, welche fur festes D G. T> mit

So/(r(<T, <T, )m'^JDT)r-l|r £S, 0 ^i- <j- ̂ 2)

identifiziert werden kann, das folgende

(6)

(7)

Theorem 2 Ein orientierbares, endliches Delaney-Symbol CD;moi, mi2) ist
genau dann das D elaney-Symbol einer topologisch periodischen, aquivarian-
ten Pflasterung (T, T), wenn entweder

. ^(||'D||top) = 0 ist und zusdtzlich die Bedingung (Ci) gilt:

(Ci) Alle Verzweigungsparameter sind gleich 1.
In diesem Fall ist T isomorph zu pl ^ Ci.

oder wenn

x(||'P||top) = 2 ist und genau eine der folgenden vier Bedingungen gilt:

(Cs) Genau ^ Ver:weigungsparameter sind gleich 2, alle iibrigen sind
gleich 1. In diesem Fall ist T isomorph zu p2 ^ C;.

(Cs) Genau 3 Verz-weigungsparameier sind gleich 3, alle ubr'igen sind
gleich 1. In diesem Fall ist T isomorph zu p3 ^  3.

( 4) Genau 2 Verzweigungsparameier sind gleich ̂ , 1 Verzwezgungspa-
rameter ist gleich 2, alle iibrigen sind gleich 1. In diesem Fall ist
r isomorph zu p4 ̂   4.
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(Ce) Genau 1 Verzweigungsparameter ist gleich 6, 1 Verzweigungspara-
meter ist gleich 3, 1 Verzweigungsparamter ist gleich S, alle ubri-
gen sind gleich 1. In diesem Fall ist F isomorph zu p6 ̂  Cg.

Eine analoge Aussage lafit sich fur topologisch periodische Pflastemngen
mit uneigentlicher Symmetriegruppe beweisen.

2 Das Problein der rekursiven Abzahlung
von Pflasterungen

Wir werden im folgenden die oben skizzierte Methode der Kodierung aqui-
varianter Pflasterungen durch Delaney-Symbole benutzen, um Rekursions-
formeln zur Abzahlung der Isomorphieklassen aller punktierten, aquivarian-
ten, topologisch periodischen Pflasterungen (T, C'o; F) der euklidischen Ebene
mit vorgegebener kristallographischer Symmetriegruppe r und vorgegebener
AnzaU n = n^T. T} nicht aquivalenter Flachenstucke zu entwickeln, wobei
Digone und Monogone (d. h. : Flachen / 6 T2 mit r(/) = 1 bzw. r(/) = 2)
erlaubt sind, aber keine Vertices vom Grad <, 2, (d.h. : fiir alle x e T° gilt
r{x} > 3). Wir bezeichen die Anzahlen der so definierten Isomorphieklassen
von Pflasterungen mit ATn(F).

Der BegrifFeiner punktierten (aquivarianten) Pflasterung von E ist dabei-
gemafl Tutte-als ein System (T, Co) ((T, C'o;r)) definiert bestehend aus ei-
aer (aquivarianten) Pflasterung T ((T, r)) von E zusammen mit einem fest
gewahlten Element DQ £ Pj- des zugehorigen Delaney-Symbols Pr. Fer-
ner heiflt ein System (V, Do;mo^m^) ein punktiertes Delaney-Symbol, falls
(P;moi, mi2) ein Delaney-Symbol und £>o ein festes Element in T> 1st. Es ist
offensichtlich, wie die zugehorigen Isomophismen zu definieren sind.

Die oben zitierten Satze gelten offenbar auch, wenn man anstelle von
(aqui variant en) Pflasterungen punktierte (aquivariante) Pflasterungen und
anst. elle von Delaney-Symbolen punkiierte Delaney-Symbole setzt.

Fur ein Delaney-Symbol (T>; moi. mi;), k ^N, k > 0 und O^z <;" < 2
setze

V^V) := {T)' 0,, (D)|.,, (Z)')^1}
v., (Z), fc) := {p/eo,, (i?)|^, (Z)/)=fr}

(8)
IQ}
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V{V} := y ^(T>) (10)
0<i<j<2

V(V, k) := y V., (T>, fc) (11)
0<i<j<2

Fur n 6N, n > 0 setze ferner

DS+ := {[I>, Po;moi, mi2]|('P, Po;moi, mi2)ist (12)
endliches, punktiertes, orientierbares

Delaney-Symbol der Krummung 0}

DS^ := {[T>, Z)o;moi, m^] P5+|ooi(2?)=n}. (13)

Dann erhalt man als einfache Folgerung aus Theorem 2 das

Korollar 1 /5<n eN(n > 0) eine natiirliche Zahl, so gilt fiir die Zah-
len Kn(T) im Falle einer eigentlichen 2-dimensionalen kristallographischen
GruppeT:

Kn(C,) = #{[V, Do;m^, m^eDS^\g(\\V\\^)=^
V(T>) = 0}

Kn(C^) = #{['D, Do;moi, mn]£D5^-|5(||^||top)=0,
#V(P)=4, V(D)=V(P, 2)}

K.(Cs) = #{[P, Z)o;moi, m^]eP5^|^(||P||^)=0,
#V(2?)=3, V(P)=V(0, 3)}

Kn(C,) = #{[^, -Do;moi, mi2]eZ)5, t|3(P||top)=0,
#V(0) = 3, V(P) = V(I?, 4) U V(^, 2),

#V(P, 4)=2}

Kr, (C,) = #{[I?, Do;moi, m^eP5^-|5(P||top)=0,
#V(Z)) = 3, V(T>) = V(V, 6) U V(P, 3) U

UV(Z), 2), #V(I?, 6)=#V(I?, 3)=1}.

Abschliefiend sel bemerkt, dafi die Grofien ATn(r) fur festes n   N(n> 0)
und fur eine beliebige kristallographische Gruppe T stets endlich sind, wie
aus der Unglelchung #P5n < oo folgt.
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3 Erorterung des methodischen Ansatzes

Im vorangehenden Abschnitt haben wir die Zahlen Kn(T) (n £ N, ra >
0, r (eigentUche) kristaUographische Gruppe) als KardinaUtaten gewisser
Teilmengen von DSr, interpretiert. Die Abzahlung dieser Mengen werden
WIT nun in zwei Schritten durchfiihren. Zunachst werden wir in einem er-
sfen-technisch etwas aufwendigen-Schritt Rekursionsformeln fur die Be-
rechnung. der Kardinalitaten ̂ (2/(n)) gewisser abstrakt deflnierter Mengen
M^^y ] von Isomorphieklassen van punktieiten Kammernsystemen (C, Co)
eatwickeln, die samtlich Teilmengen von

Mn := {[C, Co] | (C, Co) ist punkt. endl. trans. S-Menge,
ro2(C) ^2fiir aUe C 6 C, Oo2(C) = n} (14)

sind und durch Systeme z/(") van numerischen Invarianten der Restriktionen
c|(<T., a, > (0<i < j < 2) definiert werden. Dieser Teil der Arbeit macht
wesentlichen Gebrauch von den Konstruktionen Tutie-Abbildung und Strati-
fikation, die wir im folgenden erlautern werden.

Dann werden wir in einem zweiten Schritt zu gegebenem n eN, n > 0
und (eigentlicher) kristallographischer Gruppe T die Zahlen Kn(T) mit Hilfe
von Korollar 1 aus den zuvor berechneten Kardinalitaten M^(y(")) durch
Spezialisierung der Parameterwerte yW und Berucksichtigung der moglichen
Lagen der zulassigen verzweigten Orbits in den betrachteten Kammernsyste-
men ableiten.

3. 1 Tutte-Abbildungen

Der im folgenden skizzierte Ansatz fur die Entwicklung der gesuchten Re-
kursionsformeln fur die Berechnung der Zahlen M^(y(n)) stiitzt sich aufeine
IdeevonTutte(vgl. [Tutte], vgl. auch [Arque-1] und [Arque-2]), diespater
von A. W. M. Dress in den Kontext der Kammernsysteme ubertragen wurde.

Fiir eine endliche £" := (^o, . . ., (Tn|<7.2 = l)-Menge C und eine CTQ-
invariante Teilmenge Co(C^ C Co) mit0 ^Co C C(Co ^ C) bezeich-
nen wir mit C/Co diejenige S^-Menge, deren zugrundeliegende Menge ge-
rade die Menge C \ Co 1st und fur welche die Operation" "o" von S» fur
^= 0, l, 2,..., n, C £C\Co mit Hilfe der Definition

ko := fco(C, z) := min(fc   {0, I.... , }| Ca, {a^}k   C \ Co) (15)
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durch

C* 0 <T, := C'CT, ( CTo<7,) fco (16)
defimert wird. Ein solches fcg existiert fur jedes C 6 C \ Co und jedes i =

0, 1, 2,. .., n, denn mit r := Tio{C) ist

(7o-i(<7o(7, -)r-1 = (7(<T, <ro)rO-0 = C'0-0   (C \ Co)o-o = C \ Co. (17)

Ferner ist die in (16) definierte Operation der o-, (z = 0, 1,..., ra) invo-
lutorisch: Dieses 1st klar fur i = 0 und allgemein far solche C E C \
Co, fiir welche Ca-i ^. C \ Co und folglich C' o <T, = C'cr, gilt. 1st dage-
gen C   C\CQ und Ca-i   Co, so existiert-wie oben gezeigt-ein fco  
N(n > 0), so dafl die Elemente C'o-^o-oO-, )'' fiir K = 0, l,..., A:o - 1 m Co
liegen, wahrend Cl :-= C'cr, (<To<7'i) ° in C \ Co Eegt. Dann gilt aber auch
fur die Elemente C"o-, ((7o<7, )'t = C'<Ti(<7o(Ti)feo(7, (<7o(Ti)'t = C'or^o-oO-t)'60"'1^. =
C<ri{aQ(n}ko-K-^<To   Co und C"<7, (<ro0-. )<:° =C ^C\CQ.

Wir untersuchen nun kurz die Frage, inwieweit sich Transitivitat bzw.
Orientiertbarkeit von der Sn-Menge C auf die reduzierte S^-Menge C/CQ
ubertragen. Fur die Orientierbarkeit lafit sich diese Frage schnell beantwor-
ten:

Lemma 2 1st C eine endliche Sn-Men^e und Q ^ Co CC{CQ ^C} eine
a-o-invariante Teilmenge von C, so ist mit C auch C/CQ orientierbar.

BEWEIS: 1st or : C - > £+\S eine Orientierung van C, so gilt fur alle
C ^ C \CQ und i = 0, 1,... , n mit ko = ko(C, i) die Beziehung or(C o o-i) =:
<3r(C'(r<(<ro<T. )fco) = (-l)2fco+1 . or(C) = -or((7). Folglich ist die Restriktion
von or auf C \ Co eine Orientierung von C Co. D

Wir studieren nun die Transit! vitatseigenschaft der Sn-Menge C/Co. 1st
C eine Sn-Menge, J C {0, 1,..., n} eine Teilmenge van {0, 1,..., n} und
fc e N, so heifie eine Folge C := (C'o, Cli,..., Gfc) von Elementen C'^ G C

(K, £ {0, 1,... fc}) gemafi Tits (vgl. [Tits]) eine J-Gakrie in C, falls es k
Elemente joijii . . . , jk-i £ J gibt, so dafl fiir alle K = 0, 1,... , A: - 1

C^+i = C^a-j^ (18)

gilt. 1st J = {0, 1,... , n}, so nennen wir die Folge C auch kurz eine Galene
in C. Dann 1st eine Sn-Menge C ofFenbar genau dann transitiv, wenn je zwei
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Elemente C', C" 6 C durch eine Galerie C_ = (Co,..., Ck) mit dem Anfang
Co == C und dem Ende Ck = C' verbunden werden konnen. Fur eine Sn-
Menge C und eine (To-invariante Teilmenge ^ ^ Cy CC(CQ ^C} von C und
i = 1, 2,... , 71 setze

und

c;:={Cec\Cotc<T. 6Co}

c- := u c:.

(19)

(20)
t=l

Wir nennen zwei Elemente C^C' 6 C*, die fur ein i G {l, 2,..., n} der
Bedingung

C, C'^C^ und Coai=C' (21)

geniigen, benachbart and bezeichaen die hierdurch erzeugte Aquivalenzrela-
tion auf C* mit v und die y-Aquivalenzklasse eines Elementes (7 £ C* mit
[C]^. Man beachte, dafl je zwei 1/-a. quivalente Elemente C, Cl   C* durch
eine gauz in C* verlaufende Galerie in. C \ Co verbunden werden konneu.
Bezeichnen wir ferner die M^enge der Transitivitatsbereiche von C/CQ mit
7To{C/Co}, so erhalten wir die folgende Abschatzung fur ^TTo(C/Co}:

Lemma 3 Fur eine endliche, transitive Sn-Men^e C und eine a-o-invarianie
Teilmenge <S ̂ CQ CC(Co ^ C) von C gilt

#7To(C/Co) ^ #C7l. (22)

BEWEIS: 1st D ^. Co fest gewahlt, so konnen wir auf Grund der vor-
ausgesetzten Transitivitat von C zu jedem C ^ C \ Co eine feste Galerie
C := (6'o. C'i,..., Ck) in C mit dem Anfang Co = C und dem Ende Ck = D
auswahlen, so dafi die Zuordnung

c [^c]c_f (23)

mit

^ := min(z £ {0, 1,.. . , fc - 1}| Ci+i £ Co) (24)

eine wohldefinierte Abbildung -0 von C/Co nach Cr fv liefert. Sind nun C', C" £
C/'Co mit ̂ (C) = ^(C') und sind C := (C'o, Ci,..., C-, ) und^ := (C-o, ̂ ,...,
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Cfei ) die zugehorigen Galerien in C mit dem Anfang C bzw. C" und dem Ende

P, so existiert wegen

[C^. = W) = W) = [C'^. (25)

eine d^ mit C,'^, verbindende ganz in C* verlaufende Galerie in C/Co, etwa
(C', c, = Eo, Ei,..., Ek" = Ci^, ), die mit den gleichermaBen fur C und C/Co
Galerien darsteUenden Anfangstiicken von C_ und C' zu einer C und C" in
C/CQ verbindenden Galerie

{C = C'o, C'i,. .., C'i^, £i, ^2,..., -E1fc"-i, C'ip,, C','^, _i,..., C^C'o = C') (26)

zusammengesetzt werden kann. Daher liegt das Urbild eines jeden Elemen-
tes aus C* fv ganz in einer einzigen Zusammenhangskomponente von C/Co,
woraus die behauptete Ungleichung folgt. D

Lemma 4 1st C eine endliche, transitive Sn-Men^e unJ0 ^(Jo C C(Co 7^ C)
ezne ao-invariante Teilmenge von C, so gilt fur alle i G 1, 2,...,n

#C;/{0<7. ) < #Co/((To}. (27)

Es folgt dann leicht das

Korollar 2 Fur eine endliche, transitive ̂ n-Menge C und eine a-o-invariante
Teilmenge 0 7^ Co C C (Co ^ C) von C gilt mit

rz*:=#{z-£{l, 2,..., n}|C:^0}

die Ungleichung

#7To(C/Co)<n-. #Co/(<To).

BEWEIS (des Korollars): Die kanonische Surjektion

(J C;-. ':= U C;
1=1,...,n i=l,...,n

induziert offenbar eine Surjektion

U c;/(o^)-. c*/^,
i=l,...,n

(28)

(29)

(30)

(31)
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woraus mit Lemma 4 zunachst die Uugleichung

#C9 1v ^ ^ ^7(°<7. ) < n*. #Co/(<To)
i=l,...,n

c:^

(32)

und mit Lemma 3 schliefilich die Behauptung folgt. D
BEWEIS (zu Lemma 4): Nach (16) existiert zu jedem (o<r. )-0rbit

{C, C'} £ C,*/{o<Ti) (i = 12, .. ., n) ein eindeutig bestimmtes A-o = ko(C, i) 6
{0, 1,..., } mit Cai(cro<Ti)ka == C'. Offenbar ist fco > 0. Wahlt man nun zu
jedem {C, C'} ein beliebiges, aber festes Element

{C^C'^^K^C-} := {{^. (<To<T.-)\C<7. (<7oa;)fc(7o}|fc=0, l,..., A-o-l}
(^ 0)CCo/(<ro),

so deiiniert die Zuordnung

{C-, C'}^{C'o, Co}

eine wohlbestimmte Abbildung

$:C;/{o^)-^Co/{^o).

(33)

(34)

(35)

Wahlt man nun fiir {Co, Co} £ K{c, c'} die Zahlen fc, A:/   N minimal mit
C'o(or, o-o) o-, ̂  Co bzw. C'o(cTi<7o)fc'<T. ^ Co, so erhalt man leicht die Identitat

{C, C'} = {C'o(<7. <To)fe^, Co(<7^o)''<T, }, (36)

aus der fur alle {C, C'}, {D, D'} £ C;/(oa. } (z = 1, 2,... , n) die Beziehung

{C, C'} ̂  {D, D'} ̂ > Ky.c'} n A^, ^, } = 0 (37)

und damit die Injektivitat van ̂  folgt, aus der sich dann schnell die Behaup-
tung ergibt. D

Zur Definition des BegrifFs der Tutte-Abbildung-wir beschranken uns da-
bei auf den fur die spateren Betrachtungen interessanten Fall n == 2-fuhren
wir auf S := £3 zunachst eine Wohlordnung ein, indem wir fur r, T' G S
(T = <7<1<7.2 .. -CT^, T' = ^(7, ; ... a,, i^-.. ^it, i[^... ^ ̂ , ) definieren:

r^T' (38)

genau dann, wenn r, r' einer der folgenden Bedingungen geniigen:
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(1) r = 1 und r' ^ 1

(2) T e {(To, 0-i) und T' ̂  {<7o, 0-i)

(3) r, r' G (o'o, o'i) und ii < ^ oder ii = i[ und ^ < f

(4) r, r/ ̂  (o-o, ^i) und {I < V oder (^ = V und ii < V^}.

1st C ein endliches, transitives Kainmernsystem und Q^i £ CC{£ ^C) eine
o-o-invariante Teilmenge von C, so existiert auf Grund der Transitivitat von
C zu jedem E ^ £ ein r   S nut £r ^ ^", fur welches wegen £<TQ = £ oifenbar
T ^ a-o gilt. Aus ET ^ £ folgt sofort ETO-Q ^ fo-o = £^ so dafl das obige r
sogar in S+ gewahlt werden kann. Daher definiert die Zuordnung

Cc

mit

(39)

(40)C'£:=C'. min(r S+|C'r6C\^)

eine wohldefinierte Abbildung

^e:e^c\e. (41)

Fur [C, Co]   A^n (n£N, n > 0) setze

Co:=Co-{(ro, ^) (42)

und

Co:=^o(Co). (43)
Co ist offenbar o-o-invariant und das Cayley-Diagramm von Co-aufgefafit
als (<To, o'2)~Menge-1st wegen ro2(C') < 2 (fur alle C' G C) zu einem der 5
Diagramme in Abb. 1 isomorph.

Es folgt ferner #Co/(o-o) < 2 und C; = {C ^C\ CQ\ Co-z £ Co} = 0, so
dafi man mit Korollar 2 nun leicht die Ungleichung

#7To(C/Co) < 2 (44)

erhalt. 1st #7To(C/Co) = 2, also C'o o S ^ C/Co, so setze ferner

C' := CooE
C', := ^uc-(Ca)
c" := c'o'os.

(45)
(46)
(47)
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Daim definiert die Zuordnung

[C, Co]^^(C, (7o) (48)
nut

T^C, Ca):=l [C/. CO^COL ̂  ^-#^o(C/Co) == 1
^^0):=\([C', C,UC", C^ sonst" "v-'-u/ ~ (49)

eine wohlbestimmte Abbildung

Tn : A^^+i -^^l^U (J {Mn. X Mn,. ), (50)
n',n"e{l,2,...,n-l}

n'+n"=n

die wir als die Tutte-AbbiIdung fur die Menge Mn+i (n   N, n> 0) bezeich-
nen.

3. 2 Stratifikationen

Der BegrifFder Stratifikation, den wir nachfolgend eriautern werden, ist eben-
faUs fundamental fur den hier durchgefuhrten Ansatz zur Entwicklung von
Rekursionsformeln fur die Zahlen A'^(F), wie wir im nachsten Abschnitt se-
hen werden.

ES Seien (.A/n)n {l, 2,., } Und (Yn)n {l, 2,..., } zwei Familien endlicher Mengen
^ bzw. V^. Es sei ferner (?7n)^g{i, 2,.., } eine Familie von Abbildungen

Un : ^+1 -. ̂  U |J (^, x A^») (n > 0) (51)
n',n" {l,2,..,n-l}

n'+n"=n

Dann nennen wir eine Familie (tpn )n^^,..., } von Abbildungen

tpn :^n - ^ (52)

eine Stratifikatwn des Systems (^.+i; Un)^^,..., }, falls Familien (An), g{i, 2,..,}
und (5(n;n, n»))(n^, ^,, )g^^^ j3 von Abbildungen

bzw.

An+i : Y^ xYn - N

B(n+l;n', n") .. ^n+l X ^n' X 5^" -> N

(53)

(54)
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existieren, so dafi fur alle yn+i   Yn+i und Dn   A/n bzw. (Dn*, !)^) £
A/n' x A/n" (n/, n"   {1, 2,.. ., n - 1}, n' + n" = n) die Beziehung

An+l(yn+l;tpn (Dn)) = #{I?n+l   <+l | ?7n(Dn+l) = !>", (55)
tpn+l(Pn+l)=yn +l}

bssw.

5(n+l;n-, n")(i/n+l;(pn -(£>n'), (pn "(£>n")) = #{2?n+l £ ^/n+l | (56)
U^(D^) = {Dn,, Dn,, }, tp^(D^) = y^,}

gilt. D.h. : die Kardinalitat von {Dn^ G A/n+i| (7n(Dn+i) = P^, (j>n+i(Dn+i)
= yn^} ({£>"+! G X>+l|i7n(I>n+l) = (Pn-, Pn" ), fpn+1 (P^+l ) = ^+1})
hangt fur festes t/n+i nur vom Typ y^ = <pn (Dn) ((yn ', yn") = (tpn '(£)n'),
tpn "(Dn"))) VOU Dn ((Z?n', -Dn" ) ) &b. Setzt man nun furn G N(n > 0) und

Vn^Y^
^4(yn ) := {£»"   <| tpn (Dn) = yn } (57)

und

so erhalt man leicht

-^n+l(yn+l) =

+

^n(yn ) =- #^(2/n), (58)

^ #{^n+l   ^/n+l] fpn+l(Dn+l) = ^+1,
cn e^n Un(D^)=Dn}

^ #{Pn+l   A^+l|fp. +l(Z?n+i) = ^+l,
^^i<'^" U.(D^) = (!)",, !)"")}

n'+""=n

_E.
£>n£^n

+ _ _ E.
(!)",,P»»)e<, x<,,

n',n"e{l, 2,..., n-l}
n'+n"=n

E
!/n6Vn

An+i(T/n+l;<Pr. (-Dn)) +

5(n+l;n', n")(2/n+l;fPn'(-Dn'), tpn "(-Dn"))

An+i(^+l;yn )^(yn)
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+ $^ -B(n+i;n<,n")(yn 4.i;yn<, yn ")-

(%'{i62yn:;rS 'Nnl{yn ') . Nn"{ynll)-
n'+n"=n

Es gilt daher das

Lemma 5 Fur alle n   N(n >0) und alle i/n   In gilt

^z(yi) = #A^(yi)
und

-^n+l(2/n+l) = ^ An+i(yn +i;yn)JVn(yn)
y» Yn

+ ^ B(n+i;rt', n")(yn +-i', yn', yrt")-
(.̂ ^';) r""<^' . ^n'(yn ') . ^n"(2/n").
Ti' .""fc'l 1,.<;,...,n-

n'+n"=n

4 Orientierte Delaney-Symbole

M^ V, fur dieWir definieren nun zunachst eine Stratifikation tpn

Menge
M-^ := {[C, Co]   Mn\C orientierbar} (59)

(n   N, n > 0). Wir wahlen diese Stratifikation so, dafi sie fur jedes
[C, CQ\ e M.^, die "Orbitstruktur" von (C, C'o)|^<, ^) und (C, C'o)|^, ^) bis
auf Isomorphie eindeutig festlegt, wahrend sie fur (C, C'o)|(o-o, o-i) nul' die An-
zahl der Orbits bestimmt. Hierzu geniigen wegen ro2(C>) ̂  2 fur alle C   C
die Parameter 002(^, 1), Ooi(C, 2}, o^(C, k) (fc  N, fc > 0) und Ooi(C), da
die (o-,, crj)-0rbits (0 <i <j <2) der hier betrachteteii S-Mengen aur von
einfachstem Typ, namlich allesamt "Kreise" sind. Durch diese Orbitdaten
wird auch die Euler-Charakteristik ^:( C||iop) und damit auch das Geschlecht
^(ll^llt op) = ^(2 - x(ll^llt op)) festgelegt. Wir werden dennoch aus Bequem-
lichkeit das Geschlecht . g(||C||(op) wie auch die Kardinalitat n = OQz(C'} als
zusatzliche Orbitparaineter aufnehmen.

Setze

y := Z3 x Z({1'2--})1 x Z x Q (60)

lFur nichtleere Mengen U', V bezeichnen wir mit Lr( )-wie ublich-die Menge
[x:V -» U\x(v) = 0 fur fast alle v V}
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und definiere furn 6 N(n > 0)

tpr. :M-^ - y (6i)

fur alle [C, Co]   M-^ durch die Vorschrift

tpn ([C, Co\) = (yi, y2, y3;!/4;ys;y6 ) (62)

genau dann, wenn

(1) yi = 002(0) (= n), 2/2 = Oo2(C, l), ^3 = Oo2(C, 2),

(2) y^k) = o^C. k) - S^) fur alle fc  N(Jk > 0),
(3) ys = Ooi(C) und

(4) y6 =5(int op)=i(2-x(l|CU)

1st. Dann folgt aus diesen Deiinitionen leicht das

Lemma 6 Fur alle y = (2/1, 1/2, 2/3; 2/4; ys; ye)   Bild(^) (nC N, n > 0) gilt:
1- yi =!/2 +2/3 = n.

2. 2/6 = j(yi +1 -2/2 -t/s - Efc>0 ̂ (A:)).
3. V2 + 2ys +4ye - 2 + Efe>o(2 - fc)y4 (A:) > 0.

4. d := grad(y4 ) := max(fc 6 {1, 2,..., }|y4 (fc) ^ 0) < yi +l+ys +2yg-
fco < yi +1+2/5+ 2i/e, wobei fcg := ko(y^ := y; + 2ys +4ye - 2 +

£fc>o(2 - k)y, (k).

BEWEIS: Es sei [C, Co] ein Element von M-^ und y = tp^([C, Co)}.
(1) Nach Definition von M^ 1st OQ,(C) = 0^(C) = Oo2(C, 1) U Oo2(C, 2),

d.h. : Oo2(C, 1) + OQ2(C, 2) = oo2(C) = n.
(2) Aus g(||C||^) = j(2 - xdl^llt op)) und der Gleichung

E ^(^) = 1^
0<i<2

folgt zunachst die Beziehung

gW\t^) = i - j(-i#c + 002(C, 1) + OQ2(C, 2) + Ooi(C) + ^ o^(C, fc)).
fc>0
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Wegen j#C = 002(0, 1) + 2ooz(C, 2) erhalt man hieraus

g(\\C\\^) = 1 - |(-oo2(C, 2) + ooi(C) + S o,, (C, fc)),
fc>0

und wegen 002(0, 2) = n - Ooz(C, 1) weiter

gWU = j(" - 002(0, 1) - Ooi(C) + 2 - ^ 0,2(C, &)),
fc>0

woraus wegen Sfc>o oi2(^, fc) = l+Efc>o V^W iind (1)-(4) von (62) schlieSUch
die Behauptung folgt.

(3) Diese Aussage ergibt sich leicht aus der Beobachtung, dafl wegen der
Fixpunktfreiheit van (Co, Co) nach (62(2))

ri2{Ca)=^C-^ky, (k)
fc>0

gilt, woraus wegen ̂ C = 1/2 + 2ys = yz + 2yi - 2yz = 2yi - 1/2 zunachst

r^{Co) =2yi -yz - ^ ky^(k)
k>0

und durch Subtraktion der aus 2. folgenden Beziehung

schliefilich

0 = -4i/6 +2yi + 2 - 2^ - 2ys - ^ 2^(fc)
fc>0

0 < ri2(Co) = 1/2 + 2ys +4ye - 2 + ^(2 - fc)y4 (fc)
fe>0

folgt.
(4) Ohne Einschrankung sei d > Q. Nach Definition 1st

d-1

ko=V2+ 2ys +4ye - 2 + ^(2 - k)y^k) + (2 - ^^(c?).
k=l

Da (2 - k)y4{k) < 0 fiirfc >2 ist, folgt hieraus zunachst

ko^V2+ 2ys +4yg - 2 + ^(1) + (2 - d)y^{d)
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und wegen ̂ (rf) > 1 und (2- <f) < 0 weiter

d^V2+2ys+ 4yg + 2/4(1) - ko.

Man erhalt daher schliefilich mit Hilfe der aus Lemma 6(2) folgenden Bezie-
hung

00

2/4(1) < Y, V4(k} =yi +l-y2 -ys - 2y6,
fc=l

die Ungleichung
<^^ yi + 1 +ys+2y6 - A;o,

die zu beweisen war. D

Setzen wir schliefilich furn   N(n > 0) und y EY

^(y) .. = {{c, c^^M^tp^[c, c^)=y}

and

M:(y) := #M^(y),

so erhalt man mit Lemma 6 weiter das

(63)

(64)

Lemma 7 Fur n£ N(n > 0) undy = (yi, y2, !/3;y4 ;y5 ;y6 )   y ^e/^en Ae

folgenden Aussagen:

1. Die Kammernsysteme (C(j\ C{o')) (j = 1,.. . , 4) seien durch die Cayley-
Diagramme in Abb. 2. 1 definiert. Dann gilt

^ = {[^, C;J)]|j= 1, 8, 10},

und fur den "Typ" dieser Systeme:

^([(C(1), C-;1)]) = (1, 1, 0;(0,..., );1;0),
tpi([{C(s\CW}) = (1, 0, 1;(0,..., );2;0),

tpz([(C^O\CW}) = (1, 0, 1;(1, 0,..., );1;0).
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2.

M,+(y) =

1 fallsy=(l, l, 0;(0,..., );l;0),
y=(l, 0, l;(0,..., );2;0)oder
y=(i, o, i;(i, o,..., )a;o),

0 sonst.

3. M^(y) = 0, falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(a) 1/1 7^ n oder 1/1 7^ y2 + ys.

(b) ^ ^ i(yi + 1 -^2-2/5 - Efe>o2/4(fc)).
(c) y2 + 2z/5 +4ye - 2 + Efe>o(2 - fc)2/4(A:) < 0.

(d) yj <0 fur j   {1, 2, 3, 5, 6} oder y^(k) < Ofiir fc >0.

(e) 2/5 = 0.

BEWEIS: (1) Fiir alle [C, Co]   M^ ist Co . (o-o, 0-2} (== ̂ ) wegen der gefor-
derten Fixpunktfreiheit als {<7o, o-2)-Menge isomorph zu einer der durch die
Cayley-Diagramme (2, 2) oder (4, 4) in Abb. 2 definierten (<ro, o-2}-Meiigen.
Daher gibt es fur C'o^-i im Fall (2, 2) nur genau eine Wahl, namlich Cocr-i =
CQO-Q (=  00-2), wahiend es im Fall (4,4) genau 2 Wahlen gibt, namlich

=^- Co<72<7i := C'o<7"20"o) und CoCT-i =: C^o<TO(72 (=^ C/o0"2<71 =

so dafi (C, Co) in der Tat zu einem der in Abb. 2 deilnierten E-Mengen iso-
morph ist. Man rechnet nun leicht nach, dafi diese S-Mengen vom angege-
benen "Typ"sind.

(2) Diese Behauptung folgt uninittelbar aus 1. (3) Diese Aussagen folgen
unmittelbar aus Lemma 6. D

Man erhalt nun leicht das

Theorem 3 Fur n 6 N(n >0), y= (yi, y2, !/3; 2/4; 2/5:2/6) £ Y und mit den

Anfangsbedingungen

<(y) :-(; /a//5y=(0, 0, 0;0;l;0),
0 sonst.

und

M,+(y) :=

1 /a^y=(l, l, 0;0-, l;0),
y=(l, 0, l;(l, 0,..., );l;0) oder
y=(l, 0, l;0;2;0),

0 sonst.
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gilt die Beziehung

^+i(y) = ^(yi -l, y2 -l, !/3;^4;y5 ;y6)
00

+ £^(yi -^y2, y3 -l;(y4 (fc)-<!»Dfc;2/5;y6)
J=l

00

+ EJ'(^(J') +1)^(2/1 - ^V2, y3 - 1; (2/4(&) + ̂ )fc;ys;y6 -1)
J=l

E MW)MW).+

y'+y"=(yi-'i,U2 ,y3 -l;!/< ;3/5 . M )
n',n"e{0,l, 2,..., }, n'+r>"="

BEWEIS: Ohne Einschrankung der AUgemeinheit konnen wir vorausset-
zen, dafi Al^i(y) 7^ 0 ist. Wir benutzen-wie oben-Lemma 5 und bestim-
men die Abbildungen A : Y xY - N uud B :Y xYxY - ^N.
Es sei [C, Co] £ Al^+i(y) (n eN, n > 0). Auf Grund der vorausge-
setzten Fixpunktfreiheit der betrachteten Kammemsysteme kann der un-
ter der Tutte-Abbildung Tn entfernte Orbit Co = Co . ((TO, o";) nur vom
"Typ" (2, 2) bzw. (4,4) sein (vgl. Abb. 1). Abb. 3 zeigt alle mogUchen
"Lagen" van Co im Kammernsystem (C, C'o), und wie [C', CQ\ = T^(C, Co)
bzw. ([C', Co\, [C", C^ = Tn(C, Co) in den einzelnen Fallen unter der Tutte-
Abbildung aus [C, C'o] hervorgelit.

Setze ko := fco(C, Co) := 1/2 4- 2y5 +4y6 - 2 + Efc>o(2 - k)y^(k). Wir be-

stimmen nun den "Typ" tp^([C', C,}) = y'= ̂ y'^y'^y'^^} von [C', C'^
bzw. tp^[C", C',}) = y" = {yl̂ ^y'^, y', ) von [C", C'o'], fco := fco(C, Co)
sowie die Kardinalitat A(y, y/) (bzw. B{y, y\y"}) der Faser von [C'^C'Q\ (bzw.
([(:]', C'o), [C]", C'o')) in M^(y} unter der Tutte-Abbildung T^ wobei wir-
je nach der Lage van Co in [C, Co] - die folgenden sechs (Haupt-) Falle zu
unterscheiden haben:

(2, 2)-1 In diesem Fall 1st fco ^ 2 und y[ = y-^ - 1, ^ = ^ -1, ^ =
ys, y'4 == 2/4, 2/5 == ?/5 und daher yg == 2/5 und fco ^ A:o - 1. Es 1st ferner
A(y;y/)=l.

(4, 4)-1 Mit 0 := CQ- (<7i, o-2) und -P := C'o . ̂ 0(^1, 0-2} sind hier die
folgenden Falle zu unterscheiden:
1. Fall: 0 n-P = 0: Dann sind ko ^ 2, y[ = Z/i - I, ?/; = 1/2, ^3 = 1/3 -
l, y4 (k)' = y^k) - ^ {j   N, j- ^ 2), y^ = 7/5 und folglich ^ = yg und

k'o=ko-2+ j. Feraer 1st A{y;y'} = 1.
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2. Fall: On-P ̂  0 und #7To(C/Co) = 1: Man erhalt dann leicht &o > 4, ^ =
Vi - 1, !/2 = 2/2, 2/3 = ya- ^yW = ^(A:) + ^ (j   N, j ^ 1), ^ = yg, ^ =
y6 -l, k'o=ko-2-j und schliefilich A(y; y') = j . {y^j) + 1).
3. Fall: On77 7^ 0 und #7To(C/Co) = 2(=?> 1/5 > I): Es folgt dann
b > 4, ^ +^' =yz- 1, ^ 4-y^ = y2, y'3+y'3 = ys -1, 2/4+2/4' = y^+y'i =
ys, 2/6 + 2/6' = !/6, A:o +fco/ = fco -2 and 5(y; y', y") = 1.

(4, 4)-2 In diesem Fall erhalt man fco ^ 3, y^ = yi - 1, 1/2 = yiiV's =
2/3 -1, ^ = yi^s = ys - l(=^ ys > i), 2/e = I/e, A:o = fco - 2 und A(y;y') = 1.

(4,4)-5 Hier 1st ky > 2, ^ = yi- 1, 1/2 = y^y'y = 2/3 - l, y4 (fc)' =
^(fc) - ^(^   N, A: > 0), ys = 2/5, 1/6 = 2/6, A:o = fco - 1 und A(y;y') = 1.

(4,4)-8 Analog wie im Fall (4,4)-2 erhalt man hier ky > 3, y^ = Vi -
1, 2/2 = ^2, 2/3 = 2/3 - 1, 1/4 = 2/4, ^5 = ^5 - 1(=^ ^5 > 1), ^ = 2/6^0 = ^0 - 2
und A(y;y') = 1.

(4, 4)-11 In diesem letzten Fall erhalt man schliefilich ky = l, y[ =
2/1 - 1, 2/2 = 2/2, ^3 = 2/3 - l, T/4(fc)' = ^(A:) - Si{kJ 6 N, fc > l, j- > 2), ^ =
2/s, ye =y6, fco =7 -l und ^(y;y/) = 1-

Setzt2 man nun fur alle y, y', y" 6 Y

A^y'):=

1 falls y' = (yi - 1, 1/2 - 1, 2/3; 2/4; y5 ;ye) oder

y' = (yi - 1, 1/2, 1/3- l;(y4 (fc)-^)fe;
y^ye) fiir j > 1,

2 falls y' = (yi - l, y2, i/3 - l;y4 ;2/5 - l;ye),
j . (y4 (j) + 1) falls y' = (yi - l, y2, z/3 - l;(y4 (fc) + ^)t;

T/s; ye- 1) fur 1 <J ^ fco-1,
0 sonst.

und

B{y^'. y"):=
1 falls y'+y"= (yi - 1, 7/2, 2/3 - 1; 2/4; 2/5, ^)
0 sonst.

so folgt mit Lemma 1.3. 5 zunachst die Rekursionsformel

M^+i(y) = ^(^i - l, yz-l, y3 ;2/4;y5 ;ye)

2Man beachte, dafi wegen Lemma 7(4) die oben fiir ko gewonnenen Bedingungen hier
unberucksichtigt bleiben konnen, denn ihre Veiletzung impliziert in jedem FaU k'Q < 0
(bzw. ky + k'^ < 0) fur das (die) korrepondierende(n) k'Q [k'Q und ^9') und damit nach
Lemma 7(4) weitei Af^-(y') = 0 (bzw. M^, (y') = 0 oder M^, (y"} = 0).
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4- E M^(yi -l, i/2, y3 -l;(y4 (&)-^)fc;y5 ; ye)
J=l

+ 2-M^"(i/i - l, yz, 2/3-l;y4 ;2/5-l;y6)
00

+ EJ'^O') + l)M^(yi - 1, ^2, r/3 - l;(y4 (fc) + Si^ys-^e - 1)
J=l

+ £ MM}MW\
y +y"=(yi-i, Ki,M-i;y4 ;i»&;3/6)

n',n"6{l,2,.., }, n'+n"=n

aus der init der Festsetzung Afo+(0, 0, 0;0; 1;0) := 1 schliefllich die Behaup-
tung folgt. D

5 Die Rekursionsformeln

Wlr konnen nun unter RuckgrifF auf die im Abschmtt 4 entwickelten Abzahl-
formeln fur die Zahlen M^(y) (n N, n> 0, y 6 Y(/) gemafl unse-
ren Uberlegungen in Abschnitt 3 Rekursionsformeln formulieren, mit de-
ren Hilfe sich die Anzahlen A'n(T) der Isomorphieklassen aller punktier-
ten, aquivarianten, topologisch periodischen Pflasterungen (T, C'o;F) dei eu-
klidischen Ebene mit (eingentlicher) kristallographischer Symmetriegruppe
r und n nicht aquivalenten Flachenstiicken berechnen lassen. Setzt man
dazu zunachst fur y 6 Y(-f\k £ N, A: > Omitder Bezeichnung ko :=
y-, + 2^5 +4ye - 2 + E,->o(2 - j}y^{]}

y, (k) := y, (k) + ^° (65)

so besitzt offenbar jedes [C, Co] £ M[,f}{y), y £ Y(f>> genau y^k) {(71, 0-2)-
Orbits der Lange 2k. Man erhalt dann mit Hilfe von Korollar 1 und elemen-
taren kombinatorischen Argumenten sofort das

Theorem 4 Istn ^N (n> 0) eine naturUche Zahl, so gilt fur die Zah-
len Kn(T) im Falle einer eigenthchen 2-dimensionalen kristallographischen
Gruppe T:

^(Cl) = E <(y)
yeri/)

!/2=y<(i)=y<(2)=o
!/5=", i/6=l
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K^{C^} =

K. (C,) =

E
y6Y(/)

!/6=n, !/6=0

£
yey(/)

y2 =0, yB =", !/e=0

yz + n + ̂ >o V4{k)
^4-7/2-y4 (l)-t/4(2)

n+'Zk>oyM

) MM

{3-y, (l)-y, (2^ K(y)

y2 +n+^k>oy^W
w) - ^ ^;"-^r-^))<3-2<M'M"+<"

K^Ce) =

ygyl/)
y2^1,!/s=n,!/6=0

E
^ey(/)

y2 <l,y5 =n,y6 =0

(3'::-+^T-^))2<3-M")M. ^>
= 2^(C'4)

Es sei abschliefiend bemerkt, dafi sich entsprechende Formeln auch fur die An-
zahlen Kn{T)' (der Isomorphieklassen) aller punktierten, aquivarianten, pe-
riodischen Pfiasterungen der euklidischen Ebene mit genau n unter T inaqui-
valenten Kanten formulieren lassea.
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Abbildung 1: Die 5 Typen van (<To, (T2}-Orbits
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Abbildung 2: Die 3 Isomorphieklassen van M~^
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Abbildung 3: Die "Lagen" van Co in [C, Co} 6 M.^(y}
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