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Zur Abzihlung
periodischer Pflasterungen

der euklidischen Ebene

Reinhard Franz

Einleitung

A. W. M. Dress stellte in [Dress-3] eine Methode zur Klassifikation iquiva-
rianter Pflasterungen der Ebene vor, die es im Prinzip gestattet, zu jeder
gegebenen natiirlichen Zahl n € N simtliche Pflasterungen T z.B. der eukli-
dischen Ebene aufzuzihlen, fiir die eine vorgegebene Gruppe I' von Symme-
trien so auf den Flachen der Pflasterung operiert, daff diese in hochstens n
Transitivitdtsbereiche zerfallen.

In der vorliegenden Arbeit wird die oben erwihnte Methode der Ko-
dierung dquivarianter Pflasterungen der Ebene durch sogenannte Delaney-
Symbole benutzt, um Rekursionsformeln zur Abzihlung der Isomorphieklas-
sen aller punktierten, dquivarianten, periodischen Pflasterungen der euklidi-
schen Ebene mit vorgegebener kristallographischer Symmetriegruppe ' und
vorgegebener Anzahl n nicht dquivalenter Flachenstiicke zu entwickeln, wobei
Digone und Monogone erlaubt sind, aber keine Vertices vom Grade < 2—
andernfalls wiren die gesuchten Anzahlen mit GewiBheit unendlich. Dabei
verstehen wir unter einer punktierten Pflasterung eine Pflasterung, bei der
eine Fahne ausgezeichnet ist, d.h.—grob gesprochen—ein Tripel (V, E, F)
bestehend aus einem Vertex V, einer V enthaltenden Kante K und einer K
enthaltenden Fliche F' der Pflasterung, genauer: eintDreieck der baryzentri-
schen Unterteidlung der Pflasterung.

Entscheidend fiir den von uns zur Strukturierung unserer Untersuchun-
gen und Ergebnisse eingeschlagenen Weg war die Einsicht, daB es zumindest
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niitzlich—wenn nicht gar unvermeidbar—ist, beim Aufbau von Rekursions-
formeln solche Formeln nicht einfach fiir die Anzahl K, (der Isomorphieklas-
sen) aller periodischen iquivarianten Pflasterungen mit genau n symmetrie-
indquivalenten Flachenstiicken oder die Anzahl K,(T') (der Isomorphieklas-
sen) aller solcher Pflasterungen mit zu einer vorgegebenen kristallographi-
schen Gruppe T isomorphen Symmetriegruppe zu suchen, sondern—sehr
viel detaillierter—weitere numerisch faflbare geometrische Invarianten sol-
cher Pflasterungen gleichfalls zu beriicksichtigen. So betrachten wir bei un-
seren Untersuchungen im Falle einer eigentlichen Symmetriegruppe T z.B.
zusitzlich die Anzahl y; der (unter I indquivalenten) Kanten mit (2-fachem)
Rotationszentrum, die Anzahl y; der Kanten ohne Rotationszentrum, die An-
zahl ys(k) der (vom ausgezeichneten Vertex C, verschiedenen) Vertices vom
Grad k. Natiirlich werden die bei Beriicksichtigung solcher Daten entste-
henden Formeln wesentlich komplizierter (was fiir den Leser bedauerlich sein
mag), aber man gewinnt dabei zumindest zugleich einen weitaus grofBeren
inhaltlichen Reichtum an Einsichten in den rekursiven Aufbau der Familie
der periodischen Pflasterungen.

Wir betrachten hier nur den einfachen Spezialfall der Muster mit eigent-
licher Symmetriegruppe. Fir eine vollstindigere Darstellung der hier nur
exemplarisch vorgestellten Ergebnisse verweisen wir auf [Dress-Franz-4] und

[Franz].

1 Delaney-Symbole, Theoreme

Wir geben zunidchst einen kurzen Abrif der von A. W. M. Dress entwickel-
ten Theorie der Delaney-Symbole fir iquivariante Pflasterungen der Ebene.
Fiir eine detailliertere Darstellung dieser fiir Abzihlprobleme (von Mustern)
grundlegenden Theorie verweisen wir auf [Dress-1], [Dress-3], [Dress-4],

[Dress-Schar-1], [Dress-Schar-2].

Eine Teilmenge T von E := E? := {(p, q)|p, ¢ € R} heifit eine Pflasterung
von E, falls sie den folgenden drei Bedingungen geniigt:

(TO0) T ist abgeschlossen und zusammenhingend.

(T1) Alle Zusammenhangskomponenten von E \ T sind beschrinkt.
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(T2) Zu jedem Punkt z € T existiert eine Umgebung U von z und eine
natiirliche Zahl r(z) = rr(z) > 1 derart, daB das Tripel (U,UNT,{z})
homdomorph zu dem Tripel (B? := {z € C|||z|| < 1},{z € B z7® ¢
R, },{0}) ist—mit Ry := {a € R|a > 0} wie dblich.

Man beachte, daB r(z) durch z eindeutig festgelegt ist. Zwei Pflasterungen
T,T’ C E heiflen (topologisch) isomorph , falls es einen Homdomorphismus
a von E gibt, so daB o(T) = T’ ist. Wir nennen ein solches a einen (to-
pologischen) Isomorphismus von T nach T" und bezeichnen die Gruppe der
Homéomorphismen « von E mit o(T) = T—die Automorphismengruppe von

T—mit Aut(T). Aus dieser Definition folgt mittels klassischer Flichentopo-
logie das

Lemma 1 Ist T eine Pflasterung von E, so gilt:

1. T°:={z € T|r(z) # 2} ist diskret in E.

2. Jede Zusammenhangskomponente e € wo(T \ T°) von T\ T ist homdo-
morph zum offenen Intervall ]0,1[. Jeder Homéomorphismus ]]0, 1[—
e kann (eindeutig) zu einer stetigen Surjektion T :[0,1] — & C eUT®
fortgesetzt werden.

3. Zu jeder Zusammenhangskomponente f € no(E \ T) von E \ T gibt es
eine naturliche Zahlr(f) = rr(f) und eine stetige Surjektion ) = by :
B?* — f, so daf mit S! := {z € B?|||z|| = 1} gilt:
(a) ¥1p2\sr : B*\ S' — f ist ein HomGomorphismus.

(B) 74(T) =S4, #9~H(T°) = r(f).

(c) ¥ ist byektiv auf den Zusammenhangskomponenten wvon

ST\ $TY(TO).

¥y ist eindeutig bis auf (vorgeschaltete!) Homdomorphismen von B? be-
stimmt. Die natiirliche Zahl r(f) = r7(f) hingt deshalb nicht vom gewihl-
ten ¢y ab und ist daher eine wohldefinierte Invariante von f. Ist T eine
Pflasterung von E, so setzen wir

T° = {z € T|r(z) # 2}, (1)
T' = =m(T\T° (2)
T® := m(E\T) (3)
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und nennen die Elemente von T°, T! bzw. T? Vertices, Kanten bzw. Flachen
der Pflasterung T von E. Fir z € T® bzw. f € T? heife die Invariante r(z)
von z der Grad des Vertex z und die Invariante r(f) von f die Eckenzahl
der Flache f. Entsprechend nennen wir f auch ein r( f)-Eck oder r( f)-Gon.

Eine dquivariante Pflasterung von E ist ein Paar (T,T') bestehend aus ei-
ner Pflasterung T von E und einer diskreten Gruppe I' von Automorphismen
von T, der Symmetriegruppe der Pflasterung T'. Zwei dquivariante Pflaste-
rungen (7,I') und (T',I") heifen isomorph (in Zeichen (7,T) = (T",I")),

" falls es einen Isomorphismus a : T — T gibt, so dafl al'a™! =I" ist.

Ein Delaney-Symbol ist ein System (D;mg;,m,2) bestehend aus einer
transitiven £ := X, := (09,01,02/07 = 1) (-rechts)-Menge D zusammen
mit zwel Abbildungen mg;,m;; : D — N derart, daB fir alle D € D die
drei folgenden Bedingungen gelten:

(DS0) me1(Day) = ma(Doy) = me(D)
mia(Day) = myy(Doz) = myy(D).

(DS1) D(0e0y)™(® = D(ay0,)™(®) = D.
(DS2) D(O’oa'z)z = D.

Zwei Delaney-Symbole (D; mg,m12) und (D’; myg,, m},) heien isomorph (in
Zeichen: (D;mg1,m12) = (D';mg,, m},)), falls es eine bijektive T-Abbildung
¢ : D — D' gibt, so daB fir alle D € D und (¢,7) € {(0,1),(1,2)} die
Gleichung:
mi;( D) = m;(#(D)) (4)

gilt.

Einer &dquivarianten Pflasterung (7,T') 1afit sich gemif [Dress-4],
[Dress-Huson-1] auf kanonische Weise ein (bis auf Isomorphie) eindeutig be-
stimmtes Delaney-Symbol zuordnen, derart dafl der folgende Satz gilt:

Satz 1 Fir dquiwvariante Pflasterungen (T,T) und (T',T') sind die beiden
folgenden Aussagen dquivalent:

(T,T) = (T',I")

dy
2. (Drymgy.miy) = (Drimy, mf).
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Eine dquivariante Pflasterung (T,T) heifit regulir oder von endlichem
Orbittyp, falls I'\E kompakt ist. Eine Pflasterung T heiBt regulir oder von
endlichem Orbittyp, falls (T,T') fiir eine diskrete Untergruppe I' < Aut(T)
von Aut(T) regulir ist. Eine Pflasterung T von E heifit periodisch, falls
(T,1s0(T)) regulir ist—mit Iso(T) := {y € Iso(E)|y(T) = T} und Iso(E) die
Gruppe der Isometrien von E beziiglich der euklidischen Metrik. Eine iqui-
variante Pflasterung (7,T') heift periodisch, falls I zwei linear unabhéngige
Translationen enthélt und I' < Iso(E) gilt.

Offensichtlich ist Periodizitdt keine Invariante von Isomorphieklassen, d.h.
es gibt isomorphe (dquivariante) Pflasterungen T und 7" ((T,T) und (T", ")),
so dafl T ((7,T)) periodisch ist und 7" ((T’,I')) nicht. Deshalb 138t sich
die Periodizitat auch mit Gewilheit nicht am zugeordneten Kammernsystem
(Delaney-Symbol) ablesen. Erzwingt man jedoch Invarianz auf Isomorphie-
klassen, indem man definiert: eine (iquivariante) Pflasterung heiBt topolo-
gisch periodisch, falls sie zu einer periodischen (iquivarianten) Pflasterung
isomorph ist, so 18t sich diese Eigenschaft, wie wir gleich unten sehen wer-
den, in der Tat recht einfach aus dem Kammernsystem (Delaney-Symbol)
ablesen.

Fir endliche Delaney-Symbole (D;mo;, m1,) fithren wir den Begriff der
Krimmung K (p,mg, m,,) €in:

1 1 1
)

K(D;mm,mu) = Z ( -+ o

pep ma(D)  mi(D) 2 (5)

Dann folgt das

Theorem 1 Ein Delaney-Symbol (D; mg;,mq2) ist genau dann das Delaney-
Symbol einer topologisch periodischen dquivarianten Pflasterung (T,T), von

E, falls

(DS3) #D <
(DS4) E—(D;mm,mxz) = 0.

Wir skizzieren abschlieBend, wie sich die Symmetriegruppe I einer peri-
odischen, dquivarianten Pflasterung (7,T), welche bekanntlich notwendig zu
einer der siebzehn 2-dimensionalen kristallographischen Gruppen isomorph
ist, aus dem zugehérigen Delaney-Symbol (D;me;, m;») bestimmen lifit.
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Auch hier beschrinken wir uns nur auf den Fall einer eigentlichen Symme-
triegruppe

Wir setzen zunichst mg(D) = 2 fiir alle D € D und bemerken, daf
r;;(D) = inf(r € {1,2,...}| D(0i0;)" = D) fiiralle 0 < i < j < 2 und
D € D ein Teiler von m;;(D) ist und daB die Abbildungen r;;,m;; : D — N
auf jedem (0;,0;)-Orbit D' C D konstant sind. Fir jeden (o;,0;)-Orbit
D' C D nennen wir die eindeutig bestimmte ganze Zahl v = v;;(D’) (> 1),
welche fiir ein und damit fir alle D € D’ der Beziehung

(D) - v :=rij(D) - v = my;(D) =: m;;(D') (6)

geniigt, den Verzweigungsparameter von D'.
Dann gilt fir die Gruppe T, welche fiir festes D € D mit

Ep/(r(eic;)™ P r e £,0<i <5 <2) (7)
identifiziert werden kann, das folgende

Theorem 2 Ein orientierbares, endliches Delaney-Symbol (D;mg;,my,) ist
genau dann das Delaney-Symbol einer topologisch periodischen, dquivarian-
ten Pflasterung (T,T'), wenn entweder
® X(|ID|ltop) = 0 ist und zusdtzlich die Bedingung (C,) gilt:
(Cy) Alle Verzweigungsparameter sind gleich 1.
In diesem Fall ist ' isomorph zu p1 = C;.

oder wenn

® X(||Dltop) = 2 ist und genau eine der folgenden vier Bedingungen gilt:

(C2) Genau 4 Verzweigungsparameter sind gleich 2, alle ibrigen sind
gleich 1. In diesem Fall ist T isomorph zu p2 = C,.

(Cs) Genau 3 Verzweigungsparameter sind gleich 3, alle tbrigen sind
gleich 1. In diesem Fall ist T isomorph zu p3 = C,.

(C4) Genau 2 Verzweigungsparameter sind gleich 4, 1 Verzweigungspa-
rameter ist gleich 2, alle ibrigen sind gleich 1. In diesem Fall ist
I' isomorph zu p4 = C,.
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(Cs) Genau 1 Verzweigungsparameter ist gleich 6, 1 Verzweigungspara-
meter ist gleich 3, 1 Verzweigungsparamter ist gleich 2, alle wbri-
gen sind gleich 1. In diesem Fall ist T' isomorph zu p6 = Cs.

Eine analoge Aussage 1it sich fiir topologisch periodische Pflasterungen
mit uneigentlicher Symmetriegruppe beweisen.

2 Das Problem der rekursiven Abzihlung
von Pflasterungen

Wir werden im folgenden die oben skizzierte Methode der Kodierung aqui-
varianter Pflasterungen durch Delaney-Symbole benutzen, um Rekursions-
formeln zur Abzahlung der Isomorphieklassen aller punktierten, dquivarian-
ten, topologisch periodischen Pflasterungen (7', Co;T') der euklidischen Ebene
mit vorgegebener kristallographischer Symmetriegruppe I' und vorgegebener
Anzahl n = ny(T,T) nicht dquivalenter Flichenstiicke zu entwickeln, wobei
D:zgone und Monogone (d.h.: Flichen f € T? mit r(f) = 1 bzw. 7(f) = 2)
erlaubt sind, aber keine Vertices vom Grad < 2, (d.h.: fiir alle z € T° gilt
r(z) > 3). Wir bezeichen die Anzahlen der so definierten Isomorphieklassen
von Pflasterungen mit K,(T).

Der Begriff einer punktierten (iquivarianten) Pflasterung von E ist dabei—
gemal Tutte—als ein System (T, Cy) ((T,Co;T)) definiert bestehend aus ei-
ner (iquivarianten) Pflasterung T ((7,T)) von E zusammen mit einem fest
gewiahlten Element Dy € Dr des zugehérigen Delaney-Symbols Dr. Fer-
ner heifit ein System (D, Do; mg1, m1,) ein punktiertes Delaney-Symbol, falls
(D; mo1,m12) ein Delaney-Symbol und Dy ein festes Element in D ist. Es ist
offensichtlich, wie die zugehérigen Isomophismen zu definieren sind.

Die oben zitierten Sitze gelten offenbar auch, wenn man anstelle von
(aquivarianten) Pflasterungen punktierte (dquivariante) Pflasterungen und
anstelle von Delaney-Symbolen punktierte Delaney-Symbole setzt.

Fir ein Delaney-Symbol (D;mg,,my5), k€ Nk > 0und 0 <1< j <2
setze

Vii(D) = {D'€ 04(D)|vi;(D) # 1} (8)
Vi(D,k) = {D' € Oy(D)|vi;(D') = k} (9)
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V(D) = W V(D) (10)
V(D,k) = —'@'_ Vii(D, k) (11)

Fir n € N, n > 0 setze ferner

DS*T := {[D, Do;mor, m12)| (D, Do;mo1, m12) ist (12)
endliches, punktiertes, orientierbares
Delaney-Symbol der Kriimmung 0}

DS: = {[D, Do;mm,mu] € DS+I001(D) = n}. (13)
Dann erhilt man als einfache Folgerung aus Theorem 2 das

Korollar 1 Ist n € N (n > 0) eine natirliche Zahl, so gilt fir die Zah-
len K,(T) im Falle einer eigentlichen 2-dimensionalen kristallographischen
Gruppe T':

K.(C) = #{[D, Do;mo1,m12] € DS}| g(||Dlltop) = 1,
V(D) =0}

Kn(C2) = #{[D, Do;mor,mi2] € DS} g(||Dl|top) = 0,
#V(D) =4,Y(D) = V(D,2)}

K.(Cs) = #{[D, Do;mor,m2) € DST| 9([IDlleop) = 0,
#V(D) = 3,V(D) = V(D,3)}

K.(Cs) = #{[D, Do;mor,miz] € DS;}| g(|Dleop) = 0,
£V(D) = 3,V(D) = V(D,4) UV(D,2),
#V(D,4) = 2}

Kn(CS) = #{[D, Do;mm:mlz] € DS:l g(lIDIItop) =0,

#V(D) = 3,V(D) = V(D,6) UV(D,3) U
U V(D,2),#V(D,6) = #V(D73) = 1}'

AbschlieBend sei bemerkt, dafl die Gréflen K,(T') fir festesn € N (n > 0)
und fiir eine beliebige kristallographische Gruppe I' stets endlich sind, wie
aus der Ungleichung #DS5, < oo folgt.
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3 Erorterung des methodischen Ansatzes

Im vorangehenden Abschnitt haben wir die Zahlen K.(T) (n € N, n >
0, I' (eigentliche) kristallographische Gruppe) als Kardinalititen gewisser
Teilmengen von DS, interpretiert. Die Abzéhlung dieser Mengen werden
Wir nun in zwei Schritten durchfihren. Zunichst werden wir in einem er
sten—technisch etwas aufwendigen—Schritt Rekursionsformeln fiir die Be-
rechnung der Kardinalititen M} (y(™) gewisser abstrakt definierter Mengen
M (y™) von Isomorphieklassen von punktierten Kammernsystemen (C, Cy)
entwickeln, die simtlich Teilmengen von

M, = {[C,C,]|(C,Cy) ist punkt. endl. trans. Y-Menge,
7‘02(0) S 2 fir alle C € C, Ooz(C) = TL} (14)

sind und durch Systeme (™) von numerischen Invarianten der Restriktionen
Clovo;y (0 <4 < j < 2) definiert werden. Dieser Teil der Arbeit macht
wesentlichen Gebrauch von den Konstruktionen Tutte-Abbildung und Strat:-
fikation, die wir im folgenden erlautern werden.

Dann werden wir in einem zweiten Schritt zu gegebenem n € N, n > 0
und (eigentlicher) kristallographischer Gruppe I' die Zahlen K, (T) mit Hilfe
von Korollar 1 aus den zuvor berechneten Kardinalititen M} (y™) durch
Spezialisierung der Parameterwerte y(™) und Beriicksichtigung der méglichen
Lagen der zulissigen verzweigten Orbits in den betrachteten Kammernsyste-
men ableiten.

3.1 Tutte-Abbildungen

Der im folgenden skizzierte Ansatz fiir die Entwicklung der gesuchten Re-
kursionsformeln fiir die Berechnung der Zahlen M} (y(™) stiitzt sich auf eine
Idee von Tutte (vgl. [Tutte], vgl. auch [Arque-1] und [Arque-2]), die spiter
von A. W. M. Dress in den Kontext der Kammernsysteme ibertragen wurde.

Fir eine endliche ¥, := (00,007 = 1)-Menge C und eine oo-
invariante Teilmenge Co(Cooq C Co) mit 0 # Co C C(Co # C) bezeich-
nen wir mit C/Co diejenige ¥,~Menge, deren zugrundeliegende Menge ge-
rade die Menge C \ C, ist und fiir welche die Operation “o” von ¥, fiir
1=0,1,2,...,n, C € C\ Cp mit Hilfe der Definition

ko := ko(C,7) := min(k € {0.1,...,}| Coi(0ooi)* € C\ Co)  (15)



40

R. Franz

durch
C o a; := Cay(aqo;)* (16)

definiert wird. Ein solches ko existiert fiir jedes C' € C \ Cp und jedes : =
0,1,2,...,n, denn mit 7 := rjp(C) ist

Coi(a¢o;) ™! = C(0:00) 00 = Cag € (C\ Co)oo =C \ Co. (17)

Ferner ist die in (16) definierte Operation der o; (: = 0,1,...,n) invo-
lutorisch: Dieses ist klar fiir ¢ = 0 und allgemein fiir solche C € C \
Co, fiir welche Co; € C \ Co und folglich C o 6; = Co; gilt. Ist dage-
gen C € C\ Co und Co; € Co, so existiert—wie oben gezeigt—ein ky €
N (n > 0), so daB die Elemente Co;(0,0;:)* fiir & = 0,1,...,ky — 1 in Cp
liegen, wihrend C' := Co;(0¢0:)* in C \ Cp liegt. Dann gilt aber auch
fir die Elemente C'oi(0¢0;)* = Coi(000:)0:(090;) = Coi(apo;)re"0; =
Coi(090:) " 1aq € Co und C'o;(090;)f = C € C\ Co.

Wir untersuchen nun kurz die Frage, inwieweit sich Transitivitit bzw.
Orientiertbarkeit von der Y,-Menge C auf die reduzierte ¥,-Menge C/C,
ibertragen. Fir die Orientierbarkeit 1488t sich diese Frage schnell beantwor-
ten:

Lemma 2 Ist C eine endliche £,-Menge und 0 # Co C C(Co # C) eine

go—tnvariante Teilmenge von C, so ist mit C auch C/Cqy orientierbar.

BEWEIS: Ist or : C — E%\X eine Orientierung von C, so gilt fiir alle
C €C\Coundi=0,1,...,n mit kg = ko(C,17) die Beziehung or(C o 0;) =
or(Coy(ago;)ke) = (=1)**1 . or(C) = —or(C). Folglich ist die Restriktion
von or auf C \ Cq eine Orientierung von C/Co. O

Wir studieren nun die Transitivititseigenschaft der £,-Menge C/C,. Ist
C eine ¥,-Menge, J C {0,1,...,n} eine Teilmenge von {0,1,...,n} und
k € N, so heifle eine Folge C' := (Cy,C4,...,Ck) von Elementen C, € C
(v € {0,1,...k}) gemaB Tits (vgl. [Tits]) eine J-Galerie in C, falls es k
Elemente jo,71,-..,7k-1 € J gibt, so daf fir alle xk = 0,1,...,k -1

Crc+1 = Cna'j“ (18)

gilt. Ist J = {0,1,...,n}, so nennen wir die Folge C' auch kurz eine Galerie
in C. Dann ist eine ¥,~Menge C offenbar genau dann transitiv, wenn je zwei
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Elemente C,C’ € C durch eine Galerie C = (Co, ..., Cr) mit dem Anfang
Co = C und dem Ende C, = C' verbunden werden konnen. Fiir eine ¥,
Menge C und eine og-invariante Teilmenge 0 # Co C C(Co # C) von C und

1=1,2,...,7n setze
C.:={CeC\GC|Co; € Co} (19)
und .
v =) C:. (20)
i=1

Wir nennen zwei Elemente C,C’ ¢ C*, die fiir ein ¢ € {1,2,...,n} der
Bedingung
C,C'eC; und Coo;=C" (21)

geniigen, benachbart und bezeichnen die hierdurch erzeugte Aquivalenzrela-
tion auf C* mit v und die v-Aquivalenzklasse eines Elementes C € C* mit
[C].. Man beachte, daB je zwei v-aquivalente Elemente C,C’ € C* durch
eine ganz in C* verlaufende Galerie in C \ Co verbunden werden kénnen.
Bezeichnen wir ferner die Menge der Transitivititsbereiche von C/Co mit

mo(C/Co), so erhalten wir die folgende Abschétzung fiir #m(C/Co):

Lemma 3 Fir eine endliche, transitive Yn-Menge C und eine og—invariante

Teilmenge B # Co C C(Cy # C) von C gilt
#m0(C/Co) < #C*Jv (22)

BEWEIS: Ist D € C, fest gewihlt, so kénnen wir auf Grund der vor-
ausgesetzten Transitivitit von C zu jedem C € C \ Co eine feste Galerie
C :=(Co,C4,...,Ck) in C mit dem Anfang Cy = C und dem Ende C; = D
auswihlen, so daf die Zuordnung

Q= [Cic]V (23)

mit
ic :=min(z € {0,1,... &k — 1} Cit1 € Co) (24)

eine wohldefinierte Abbildung ¥ von C/C, nach C*/v liefert. Sind nun C,C" €
C/Comit %(C) = ¥(C’) und sind C := (Co,C1,...,Cx)und O’ := (Co,Cy,-- -,
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C}.) die zugehorigen Galerien in C mit dem Anfang C' bzw. C’ und dem Ende
D, so existiert wegen

(Cigh = $(C) = $(C") = [C!_).. (25)

eine C;, mit C; , verbindende ganz in C* verlaufende Galerie in C/C,, etwa

(Cig = Eo, Ey, ..., Epn = C;,), die mit den gleichermaBen fiir C und C/Cy
Galerien darstellenden Anfangstiicken von C und C’ zu einer C und C’ in
C/Cy verbindenden Galerie

(C:C(),Cly-"a ;E,El,Ez,...,Ekn_l,C{ P .,C]I_,C(I):C') (26)

gty Tigi=137"

zusammengesetzt werden kann. Daher liegt das Urbild eines jeden Elemen-
tes aus C*/v ganz in einer einzigen Zusammenhangskomponente von C/Cy,
woraus die behauptete Ungleichung folgt. O

Lemma 4 IstC eine endliche, transitive £, -Menge und 0 # Co C C (Co # C)

eine gg—tnvariante Teilmenge von C, so qilt fir alle 1 € 1,2,...,n

#Ci [{oai) < #Co/(00). (27)
Es folgt dann leicht das

Korollar 2 Fir eine endliche, transitive L,,—~Menge C und eine ag-invariante
Teilmenge 0 # Co C C(Co # C) von C gilt mit
n =otli & {1,2,...,n}lC;#(0} (28)
die Ungleichung
' #mo(C/Co) < n™ - #Co/(00)- (29)

BEWEIS (des Korollars): Die kanonische Surjektion

Ucg—c:= | ¢ (30)
1,..,

—_— s N

1=

induziert offenbar eine Surjektion

U C:/{oo;) — C* /v, (31)

i ]
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woraus mit Lemma 4 zunichst die Ungleichung

#C /v < __Z #C [{oo:) < n®-#Co/(00) (32)

-----

und mit Lemma 3 schlieflich die Behauptung folgt. O

BEWEIS (zu Lemma 4):  Nach (16) existiert zu jedem (oo;)-Orbit
{C,C'} € C;/(oa;) (1 = 1,2,...,n) ein eindeutig bestimmtes ko = ko(C,2) €
{0,1,...,} mit Co;(og0;)¥ = C'. Offenbar ist ky > 0. Wihlt man nun zu
jedem {C,C"} ein beliebiges, aber festes Element

{Co, C(’)} € K{ch} = {{Cdi(dodi)k, C’oq(aoa',-)ka'o}l k= 0, 1, ceey ko - 1}
(# 0) S Co/{00), (33)

so definiert die Zuordnung

{07 C,} i {CO, C(lJ} (34)
eine wohlbestimmte Abbildung
¥ : Ci/{0a:) — Co/(a0). (35)

Wéhlt man nun fir {Co,C}} € K(ccy die Zahlen k,k’ € N minimal mit
Co(0i00)*0; & Co bzw. Ci(oio0)F o; & Co, so erhilt man leicht die Identitit

{C,C"} = {Co(0:00)* 01, Cy(a:00)* 03}, (36)
aus der fiir alle {C,C'},{D, D'} € C!/(o0;) (i =1,2,...,n) die Beziehung
{C, Cl} # {D,DI} — I{{C,C'} N I{{D,D'} = 0 (37)

und damit die Injektivitit von ¥ folgt, aus der sich dann schnell die Behaup-
tung ergibt. O

Zur Definition des Begriffs der Tutte- Abbildung—wir beschrinken uns da-
bei auf den fiir die spiteren Betrachtungen interessanten Fall n = 2—fiihren

wir auf ¥ := ¥, zunichst eine Wohlordnung ein, indem wir fiir 7 € X
N o o o & PR S i .
(r =050, 05, 7 = it Oy e O, 1 Fesach iy o = # 1;,) definieren:
o it ol (38)

genau dann, wenn 7,7’ einer der folgenden Bedingungen geniigen:



R. Franz

(1) rT=1lund 7" #1

(2) 7 € (09,01) und 7’ & (¢, 0,)

(3) 7,7 € (0o, 01) und iy < 7, oder iy = &, und £ < ¢
(4) 7, 7' & (00,01) und (£ < ¢ oder (£ = ¢ und 1, < i})).

Ist C ein endliches, transitives Kammernsystem und @ # £ C C (€ # C) eine
oo-invariante Teilmenge von C, so existiert auf Grund der Transitivitit von
Czujedem E € £ einT € ¥ mit ET ¢ £, fiir welches wegen £0¢ = £ offenbar
T # 0p gilt. Aus ET ¢ £ folgt sofort Etog & 09 = £, so daB das obige T
sogar in L1 gewdhlt werden kann. Daher definiert die Zuordnung

C — Cs (39)
mit
Ce := C -min(r € £*|Cr e C\ €) ' (40)
eine wohldefinierte Abbildung
dg: € —C\E. | (41)
Fir [C,Co] € M, (n € N, n > 0) setze
Co := Cp - (00, 02) (42)
und
Cl := 9, (Co). (43)

Co ist offenbar og-invariant und das Cayley-Diagramm von Co—aufgefafit
als (09, 02)-Menge—ist wegen r92(C) < 2 (fiir alle C € C) zu einem der 5
Diagramme in Abb. 1 isomorph.

Es folgt ferner #Co/(00) < 2 und C; = {C € C\ Co|Co; € Co} = 0, so

dafl man mit Korollar 2 nun leicht die Ungleichung

#mo(C/Co) <2 (44)

erhalt. Ist #7o(C/Co) = 2, also Cj 0 ¥ # C/Cy, so setze ferner
€ = € ol (45)
Co = Veoue(Co) (46)

C" = Clox. (47)
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Dann definiert die Zuordnung

[C’ CO] — Tn(c7 CO) (48)

e [ ] (C/Co)

o C/Co,C(; fa.lls_#ﬂo C Co =]
O R &
eine wohlbestimmte Abbildung
Tn : Mn+1 sy Mn U U (Mnl X Mnn), (50)
n',n"E{l,Z,...,n-—l}
n'+n""=n

die wir als die Tutte-Abbildung fiir die Menge M1 (n € N, n > 0) bezeich-

nen.

3.2 Stratifikationen

Der Begriff der Stratifikation, den wir nachfolgend erliutern werden, ist eben-
falls fundamental fiir den hier durchgefiihrten Ansatz zur Entwicklung von

Rekursionsformeln fiir die Zahlen K,(T'), wie wir im niichsten Abschnitt se-
hen werden.

Es seien (Nn)ne{l.Z,...,} und (Y;z)ne{l.z,....} zwel Familien endlicher Mengen
N, bzw. Y,. Es sei ferner (Un)nefa,z,..} eine Familie von Abbildungen

Un: Nopw — N, U U (Mar X M) (n > 0) (51)
n',n"E{l,Z,...,n—l}
n'+n'"=n
Dann nennen wir eine Familie (tpn)nefrz,. . } von Abbildungen

tp, : N, — Y, (52)

eine Stratifikation des Systems (Maga; Un)nef1,2,...}, falls Familien (An)ne{l,z,...,}
und (B(n;n’,n”))(n;n',n”)e{1,2,...,}3 von Abbildungen

Anir Yo x Yy — N (53)

bzw.
B(n+1;n’,n") : Yn+1 X Y;t' X Yn” ==k N (54)
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existieren, so daf fir alle y,4y € Y,1; und D, € N, bzw. (D, Do) €
Not X N (n'yn" € {1,2,...,n — 1}, n’ + n” = n) die Beziehung

An+1(yn+1;tpn(Dn)) — #{Dn+1 & Nn+1| Un(Dn+1) = Dn, (55)
tpns1(Dny1) = Yns1}

bzw.

B(nt1:n nt)(Yn415tPnt (Dt ), 8P (D)) = #{Dy1 € Nt (56)
U,,(Dn+1) — (Dn',Dn"),tPn+1(Dn+1) = yn+1}

gilt. D.h.: die Kardinalitat von {Dp+1 € Nat1| Un(Dny1) = Dpytpasi(Dnsi)
= yn+1} ({Dn+1 € Nﬂ+1l Un(Dn-H.) — (Dn’1 Dn"), tpn+1(Dn+1) = yn+1})
hingt fir festes yny1 nur vom Typ yn = tpn(Dn) ((YnrsyYnr) = (tpn(Dnr),
tpnn(Dnr))) von Dy ((Dpry D)) ab. Setzt man nun fir n € N (n > 0) und
yn € Ya

Na(yn) = {D. € N,|tp.(D,) = yn} | (57)
und
A Nn('yn) = #Nn(yn)v (58)
so erhalt man leicht
Net1(Ynt1) = Z #{Dnt1 € Nos1|tpnt1(Das1) = Ynsa,
Dy Un(Dn+1) = Dn}
+ > #{Dnt1 € Nay1|tpni1(Dnt1) = Ynt1,
(D":,D,‘M)EMRI Nnn = ' "
n',n"e{l,z """" nx—l} Un(Dn‘l'l) (‘Dﬂ b D" )}
n'+n""=n
= > Ani1(Yn1;tpa(Dn)) +
DreN,
+ Z B(n+1;n’,n")(yn+1; tpn’(Dn’)a tpn”(Dn"))

(Dﬂ,,D“u)ENn: XNnn
"
n €4{1,2,...,n-1
o n'ﬁ-n”:nn }

= 3 Ans1(Yn+15Yn) Na(yn)

yn€Yn



Periodische Pflasterungen 47

+ Z B(n+1;n',n"),(yn+1 Yy Ynty yn")'
( ks n:;)eYn: XY“_n % ' ?) - " ).
ny',n's'{e{l,Z,...,n—l} VoY) - N (g )
a'+n'=n

Es gilt daher das
Lemma 5 Firallen e N (n>0) und alle y, € Y, gilt
Ni(y1) = #M(n1)

und
Noj1(Yns1) = Z An+1(yn+1;yn)Nn(yn)
Yn€Yn
+ Z B(n+1;n',n")(yn+1 yYnty yn“)'
ks Nt (yne) - N ().
n'+n' =n

4 Orientierte Delaney-Symbole

Wir definieren nun zunichst eine Stratifikation tp, : MP — Y, fir die
Menge
M= {[C,Co) € M,|C orientierbar} (59)

(n € N, n > 0). Wir wahlen diese Stratifikation so, daf sie fiir jedes
[C,Co] € M} die “Orbitstruktur” von (€, Co)\(0o,05) und (€, Co)j(ey,05) Dis
auf Isomorphie eindeutig festlegt, wihrend sie fiir (€, Co)((op,0,) Dur die An-
zahl der Orbits bestimmt. Hierzu genigen wegen ro,(C) < 2 fiir alle C € C
die Parameter 092(C,1), 002(C, 2), 012(C,k) (k € N, k > 0) und 001(C), da
die (0, 0;)~Orbits (0 < ¢ < j < 2) der hier betrachteten Y-Mengen nur von
einfachstem Typ, namlich allesamt “Kreise” sind. Durch diese Orbitdaten
wird auch die Euler-Charakteristik X(||Cl|top) und damit auch das Geschlecht
9(lICllsop) = 3(2 = X(||C]|cop)) festgelegt. Wir werden dennoch aus Bequem-
lichkeit das Geschlecht g(||C||.op) Wie auch die Kardinalitit n — 002(C) als
zusédtzliche Orbitparameter aufnehmen.
Setze

Y =273 x 2201 5 7 5 Q (60)

'Fiir nichtleere Mengen U,V bezeichnen wir mit U(Y)—wie iblich—dje Menge
{z:V — Ulz(v) = 0 fiir fast alle v € V}
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und definiere fir n € N (n > 0)
tp: M — Y (61)
fiir alle [C, Co] € M} durch die Vorschrift

tpn([C, Co]) = (1,2, Y35 Ya; Ys; Ye) (62)

genau dann, wenn
(1) 11 = 002(C) (= n), y2 = 002(C, 1), ys = 002(C, 2),
(2) ya(k) = 012(C, k) — 6F (c,) fir alle k € N (k > 0)
)

r12 ’

(3) ys = 001(C) und

(4) %6 = 9([IClleop) = 3(2 = X([ICllz0p))
ist. Dann folgt aus diesen Definitionen leicht das
Lemma 6 Fir alle y = (y1,92,Y3;Y4; ¥s; ¥s) € Bild(¢p,) (n € N, n > 0) gilt:
Loyi=y2+ys =n.
2. y6 = 3(11 + 1 —y2 — 5 — Trso va(k)).
3. Y2+ 2ys + 4y — 2 + Thso(2 — k)ya(k) > 0.
4

. d:=grad(yq) := max(k € {1,2,..., Hya(k) #0) < y1 + 1 + ys + 2y6 —
ko < y1 + 1+ ys + 2ys, wobei ko := ko(ys) := y2 + 2ys + 4ys — 2 +
Lrso(2 — k)ya(k).

BEWEIS: Es sei [C, Cy| ein Element von M und y = tp,([C, C))].

(1) Nach Definition von M7 ist Qg,(C) = O%(C) = Oo2(C, 1)U Opz(C, 2),
d.h.: 002(C, 1) + 002(C,2) = 092(C) = n.

(2) Aus g(||Clltop) = 3(2 — X(||C|ltop)) und der Gleichung

Z Oi(C) = %#C

0<i<2

folgt zunachst die Beziehung

9UICHeop) = 1 = 3(=3#C + 002(C, 1) + 002(C, 2) + 001(C) + 3 012(C, k)).

k>0
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Wegen ;#C = 002(C, 1) + 20,(C, 2) erhilt man hieraus
9(lICllzop) = 1 = 3(=002(C, 2) + 001(C) + 3" 015(C, k),
k>0
und wegen 002(C,2) = n — 092(C, 1) weiter

9(lIClleep) = 3(n — 002(C,1) — 001 (C) + 2 — > 012(C, k),

k>0

Woraus wegen 30 012(C, k) = 1+ 50 ya(k) und (1)~(4) von (62) schliefilich
die Behauptung folgt.

(3) Diese Aussage ergibt sich leicht aus der Beobachtung, dafl wegen der
Fixpunktfreiheit von (Cy, Co) nach (62(2))

7‘12(00) = %#C - Z ky.;(k)

k>0

gilt, woraus wegen %#C =Y2+ 2ys = y» + 2y; — 2y, = 2y; — y, zunichst

7‘12(00) =2y —y, — Z ky4(k)

k>0
und durch Subtraktion der aus 2. folgenden Beziehung
0= —4ys + 2y, + 2 — 2y, — 2ys — Z 2y4(k)
k>0
schliefllich
0 <712(Co) = y2 + 2ys + 4ys — 2 + 2(2 — k)ya(k)
k>0

folgt.
(4) Ohne Einschrankung sei d > 0. Nach Definition ist
d-1
ko =y, + 2ys + dye — 2 + 2(2 = k)y4(k) +(2 - d)ys(d).

k=1

Da (2 — k)ys(k) < 0 fiir k > 2 ist, folgt hieraus zunichst

ko < y2 + 2ys + 4ys — 2 + ya(1) + (2 — d)ya(d)
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und wegen y4(d) > 1 und (2 — d) < 0 weiter
d < y2 + 2ys + 4ys + ya(1) — ko.

Man erhalt daher schlieBlich mit Hilfe der aus Lemma 6(2) folgenden Bezie-
hung

ya(1) < Zy‘i(k) =y +1—-y2 —ys — 2y,
k=1

die Ungleichung
d<y1+1+ys+2ys — ko,

die zu beweisen war. O
Setzen wir schliefilich firn € N(n > 0)und y € Y

M:(y) = {[C,Co] € Mtpa([C,Co]) = v} (63)
und
Mi(y) = #M(y), - (64)
so erhilt man mit Lemma 6 weiter das

Lemma 7 Firn € N (n > 0) und y = (y1,92,Y3;Y4;Ys;¥s) € Y gelten die
folgenden Aussagen:

1. Die Kammernsysteme (C(j),C'(()j)) (1 =1,...,4) seien durch die Cayley-
Diagramme in Abb. 2.1 definiert. Dann gilt

M = {[c9,cP); =1,8,10},

und fir den “Typ” dieser Systeme:
tp(I(CY,C87) = (1,1,05(0,...,);150),

tp([(C®,CF) = (1,0,15(0,-..,);2;0),
tp (€1, C8Y) = (1,0,1;(1,0,...,);1;0).
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1 falls y = (1,1,0;(0,...,);1;0),
¥y =(1,0,1;(0,...,);2;0) oder
y = (1’0’1;(1707"");1;0),

0 sonst.

M{ (y) =

3. M7 (y) =0, falls eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
(2) y1 #n oder y; # yp + Ys. (
(b) 6 # (31 +1 -y, —ys — Liso ya(k)).
(€) y2 +2ys + 4ys — 2+ Tps0(2 — k)ys(k) < 0.
(d) y; <0 fiir j € {1,2,3,5,6} oder ya(k) < 0 fiir £ > 0.
(e) ys = 0.

BEWEIS: (1) Fiir alle [C,Co] € M} ist Cp- (70, 02) (= C) wegen der gefor-
derten Fixpunktfreiheit als (00, 02)-Menge isomorph zu einer der durch die
Cayley-Diagramme (2,2) oder (4,4) in Abb. 2 definierten (00, 02)-Mengen.
Daher gibt es fiir Cyoy im Fall (2,2) nur genau eine Wahl, namlich Cyo; =
Cooo (= Coo2), wihrend es im Fall (4,4) genau 2 Wahlen gibt, namlich
Coo1 = Coop (= Cooz0y = Co0200) und Cooy = Cooy0, (= Cooz0, = Cyoy,
so dafl (C,Cy) in der Tat zu einem der in Abb. 2 definierten ¥-Mengen iso-
morph ist. Man rechnet nun leicht nach, daff diese £-Mengen vom angege-
benen “Typ”sind.

(2) Diese Behauptung folgt unmittelbar aus 1. (3) Diese Aussagen folgen
unmittelbar aus Lemma 6. O

Man erhilt nun leicht das

Theorem 3 Firn € N (n > 0), ¥ = (¥1,92, Y3, Y43 Y53 ¥s) € Y und mit den
Anfangsbedingungen

& 1 falls y = (0,0,0;0;1;0),
]Wo'(y)::{ Jallg= )

0 sonst.
und
1 falls y = (1,1,0;0;1;0),
+ y=(1,0,1;(1, y---5);1;0) oder
Mity) = y =(1,0,1;0;2;0),
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gilt die Beziehung
MYo(y) = MI(y1— 1,92 — 1,959 55 Y6)
+ ilM:(yl ~1,92,93 — 1;(9a(k) — 62)x; ys; ve)
oy .mlj(y‘t(j) + D)MI (31— 1,92, 95 — 15 (ya(k) + 6); vs; e — 1)
iz
+ > My )M (y")-

V' +y"=(v1-1,02.u3-1;y1;¥5:V6)
n' n"€{0,1,2,...},n'+n" =n

BEWEIS: Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir vorausset-
zen, daB M}, (y) # 0 ist. Wir benutzen—wie oben—Lemma 5 und bestim-
men die Abbildungen A : Y XY — Nund B: Y xY xY — N.
Es sei [C,Co] € M/, (y) (n € N, n > 0). Auf Grund der vorausge-
setzten Fixpunktfreiheit der betrachteten Kammernsysteme kann der un-
ter der Tutte-Abbildung T, entfernte Orbit Co = Cy - (09,02) nur vom
“Typ” (2,2) bzw. (4,4) sein (vgl. Abb. 1). Abb. 3 zeigt alle moglichen
“Lagen” von Co im Kammernsystem (C,Cy), und wie [C',Cg] = T,.(C,Co)
bzw. ([C’,Cy],[C", Cg]) = Ta(C,Ch) in den einzelnen Fallen unter der Tutte-
Abbildung aus [C, Co] hervorgeht.

Setze ko := ko(C, Co) := y2 + 2ys + 4ys — 2 + Y r>0(2 — k)ya(k). Wir be-
stimmen nun den “Typ” tp.([C', C¢]) = y' = (¥1,Y2, Y3, ¥4, s, ¥s) von [C', Cyl,
baw. tpa([C", C41) = 3" = (40,2, s s 4t ut) vom [C, L], Kb := ko(C, Ci)
sowie die Kardinalitat A(y,y’) (bzw. B(y;y’,y")) der Faser von [C’, Cy] (bzw.
([c),Cy),IC)", CE)) in M, (y) unter der Tutte-Abbildung T,, wobei wir—
je nach der Lage von Cg in [C,Co]—die folgenden sechs (Haupt-) Fille zu
unterscheiden haben:

(2,2)-1 In diesem Fall ist kg > 2 und y; = y1 — 1,95 = y» — 1,95 =
Y3, Y3 = Ya,ys = ys und daher y, = ys und ky = ko — 1. Es ist ferner
A(y;y) = 1.

(4,4-1 Mit O := Cp - (01,02) und P := Co - 0¢(01,02) sind hier die
folgenden Fille zu unterscheiden: |
1. Fal: ONP = 0: Dann sind ko > 2,3 = y1 — L,y = ¥2,¥3 = y3 —
L,ya(k) = ya(k) — & (7 € N, 7 > 2),y; = ys und folglich y§ = ys und
ky = ko —2 + 3. Ferner ist A(y;y') = 1.
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2. Fall: ONP # 0 und #mo(C/Co) = 1: Man erhilt dann leicht ko > 4,; =
Y1 - Ly, =y2,y3 = ys — Liya(k) = ya(k) + 6. ( €N, j > 1),55 = 45,96 =
Y6 — 1,ky = ko — 2 — j und schlieBlich A(y;y’) = 7 - (ya(7) + 1).

3. Fal: ONP # 0 und #no(C/Co) = 2 (= ys > 1): Es folgt dann
ko 24y +y =n— Ly +y =¥ty =y — Ly + 94 = ys,ys t¥5 =
Ys, Y6 + Y6 = Y6, ko + kg = ko — 2 und B(y;vy',y") = L.

(4,4)-2 In diesem Fall erhalt man ko > 3,y; = y1 — 1,95 = v2,95 =
¥s — L,vs = ya, 45 = s — 1(=> ys > 1),95 = ys, ko = ko — 2 und A(y;y') = L.

(474)'5 HiCI iSt kO 2 2ay; = Y= l,yé = yz,yé = Y3 — 1,y4(k)l =
ya(k) — 8i(k € N,k > 0),y5 = ys, %6 = Yo, kg = ko — 1 und A(y;9') = 1.

(4,4)-8 Analog wie im Fall (4,4)-2 erhélt man hier kg > 3,y = v —
Ly =¥¥ =¥3— Ly = ¥a,¥s = ¥s — L(= ys > 1),y6 = Ye, ko = ko — 2
und A(y;y') = 1.

(4,4)-11  In diesem letzten Fall erhilt man schlieBlich ko = 1,y =
v1— Lys = y2,¥3 = y3 — Lya(k)' = ya(k) — 6i(k,5 € N,k > 1,7 > 2),95 =
Ys,Ys = Yo, ko = 7 — 1 und A(y;9') = 1.

Setzt? man nun fiir alle y,y',y" € Y

(1 falls 3’ = (y1 — 1,%2 — 1,¥3;Y4; ¥5; ¥s) oder
v = (1 — L,y2,y3 — 1;(ya(k) — &)is
ys; ye) fiir j > 1,
Alyiy') = 2 falls ' = (y1 — 1, 92,93 — 194595 — 15 96),
7-(ya(g) + 1) falls y' = (y1 — 1, 92,95 — 1;(va(k) + 68 );
ys;ye—l)fﬁf 1<5<k -1,

L 0 sonst.

und

', ” 1 falls y' + 3" = (y1 — L,y2,93 — 1945 9s,
B(y;y,y')'={ 0 sopch e it gs ~ Ligise,ge)

so folgt mit Lemma 1.3.5 zundchst die Rekursionsformel

MY (y) = MI(y1— 1,92 — 1,935 94955 Y6)

?Man beachte, daB wegen Lemma 7(4) die oben fiir kg gewonnenen Bedingungen hier
unberiicksichtigt bleiben kénnen, denn ihre Verletzung impliziert in jedem Fall kj < 0
(bzw. kg + kg < 0) fiir das (die) korrepondierende(n) kg (k§ und k) und damit nach
Lemma T(4) weiter M7 (y/) = 0 (bzw. M[,(y') = 0 oder M, (y") = 0).
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+ 3 Ma(y1 — 1L,y2, 95 — 1;(ya(k) — 82)a; 9s; ve)

i=1

+ 2-MI(y1 — 1,92,93 — 194395 — 1;y6)

+ D 3(ya(3) + DM (31 — 1,52, 93 — 1; (ya(k) + 6 )e; vs;v6 — 1)

=1

- > M (y )M (y"),

v'+y"=(v1 —1,42,us — 1;va:v5 %)
n' n"e{1,2,...,},n'+n"=n
aus der mit der Festsetzung My (0,0,0;0;1;0) := 1 schlieBlich die Behaup-
tung folgt. O

5 Die Rekursionsformeln

Wir kénnen nun unter Rickgriff auf die im Abschnitt 4 entwickelten Abzihl-
formeln fiir die Zahlen Mf(y) (n € N, n > 0, y € YY) gem3B unse-
ren Uberlegungen in Abschnitt 3 Rekursionsformeln formulieren, mit de-
ren Hilfe sich die Anzahlen K,(I') der Isomorphieklassen aller punktier-
ten, dquivarianten, topologisch periodischen Pflasterungen (T, Co;T') der eu-
klidischen Ebene mit (eingentlicher) kristallographischer Symmetriegruppe
I' und n nicht dquivalenten Flichenstiicken berechnen lassen. Setzt man
dazu zunichst fir y € Y k € N, k& > 0 mit der Bezeichnung ky :=
Y2+ 2ys + 4ys — 2 + X ;50(2 — J)ya(s)

Fa(k) = ya(k) + & (65)

so besitzt offenbar jedes [C,Co] € M) (y), y € YO genau §4(k) (0y,02)-
Orbits der Lange 2k. Man erhilt dann mit Hilfe von Korollar 1 und elemen-
taren kombinatorischen Argumenten sofort das

Theorem 4 Ist n € N (n > 0) eine natirliche Zahl, so gilt fir die Zah-
len K(T') im Falle einer eigentlichen 2-dimensionalen kristallographischen
Gruppe T':

Kn(Cl) = Z M;:(y)

yey(f)
v2=94(1)=94(2)=0
Y5 =n,ye =1
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)M; (v)

))(3 — 267" )M, ()

))2(3 957 ) M2 (y)

K.(Cy) = ( y2+m+ Zk)o y4(k)
yey(!) 4y - 94(2)
¥ =n,y6 =0
k
Ka(Cs) = (n+2k>oy4( ))M;; 4)
yey(f) 3 y4(1 2)
¥2=0,ys =n,y6 =0
K.(Cy) = ( Y2+ 7+ Fiso Ya(k)
yeym 3 —y2 — a(1) — ga(2
v2<1,ys=n,y6 =0
K (CG) o ( y2+n+2k>0y4( )
i er“) 3—y2—ya(1) — 7a(2
y2<1,y5=n,y6=0

K.(Cy)

Es sei abschlieflend bemerkt, da8 sich entsprechende Formeln auch fiir die An-

zahlen K,(T')" (der Isomorphieklassen) aller punktierten, aquivarianten, pe-
riodischen Pflasterungen der euklidischen Ebene mit genau n unter T 1naqui-

valenten Kanten formulieren lassen.
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Abbildung 1: Die 5 Typen von (oo, 02)-Orbits
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Abbildung 2: Die 3 Isomorphieklassen von M7
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Abbildung 3: Die “Lagen” von Cp in [C,Co] € M}, 1(y)
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