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Un g-analogue des polynémes de Begge]
(résumé)

Serge Dulucq (*)

Abstract. The combinatorial model for the Bessel polynomials, introduced by Dulucq
and Favreau in [3], allows us to define the g-Bessel polynomials. This model, based upon
weighted involutions, leads to a combinatorial interpretation of the three-term recurrence
relation and to an explicit formula for the nth g-Bessel polynomial.

1. Introduction

Les polyndmes de Bessel, ainsi nommés compte-tenu de leur relation avec les
fonctions de Bessel, apparaissent comme solution de I'équation différentielle du second
ordre [2, 7]

2
x2%+(2x+2)%=n(n+l)y . (1)

Cette famille de polyndmes peut également étre définie a partir de la récurrence 2 trois
termes

{ Yarr (%) =(2n+Dxy, (x)+y,.,(x) , -

Yo(¥)=1, y(x)=1+x.

La valeur explicite de ces polyndmes, en termes de la fonction hypergéométrique ,Fy, est

,(x) = F(-nn+1;_;—x/2)

_ vy (R (xY ©)
B Z(n—k)!k!(Z) '

k=0

Dans [3], nous avons proposé un modele combinatoire pour cette famille de
polyndmes. Ce modgle nous a permis, non seulement de retrouver toutes les identités
classiques (récurrence 2 trois termes (2), équation différentielle (1), équation de
récurrence aux dérivées, identité exprimant la série génératrice), mais également d'obtenir
une démonstration enti¢rement combinatoire de l'orthogonalité de cette famille de
polyndmes.

Comme pour les polyndmes de Hermite [1, 5, 6], ce modéle combinatoire nous
permet de définir un g-analogue des polyndmes de Bessel. Nous montrons alors qu'ils
vérifient une récurrence 2 trois termes qui est un g-analogue de (2) et nous obtenons une
formule explicite pour le ni®™e polyndme y,(x;q).
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2. Un modele combinatoire pour les g-polynémes de Bessel

Soit g, 'ensemble des involutions ayant exactement n orbites, ou le terme orbite
désigne les cycles de longueur 1 ou 2 de l'involution, c'est 2 dire les points fixes ou les
arétes, et notons d  'ensemble des involutions de ¢, ayant k arétes (0<k<n).

Etant donnée une involution o de ¢, , nous définissons sa valuation v() par

e(a) s(o)

vio)=x""q

e(ot) =nombre d'arétes de I'involution o

s@)=Y.s@ + 2,5

arétes a fixes f

et, pour une aréte a=(i,j),

s(a): Card{k : i<k <j et Ol.(k)<j} ’
et, pour un point fixe f=(f),

s(f)=Card{k : k< f et ok)< f}.

Définition 2.1 Les g-analogues y,(x;q) des polynomes de Bessel sont définis par

2 v(o)

oed,

n 4)

2 qu(a)xk

k=0 o€k

Y. (%:9)

I

Théoreme 2.2 Les polyndmes y,(x;q) vérifient la relation de récurrence 2 trois termes

{ Vo (50) =[2n+1] 29, (:0) + 4" Yua (650D 5
YO(X;Q)=1 ’ yl(X;q)=1+x ”

1- s :
ou [n], = T—iq_ =1+g+¢°+..+q"" estle g-analogue usuel de I'entier n.

Théoréme 2.3 Le polyndme y,(x;g) est donné par la formule

~ k n—k
y(xa) =Y, [Zf k] [24], ! q(2 ) o ©)

k=0

o [n [~],!
ou =———2 — estleq-anal d fficient binOmial,
[ k] TRECR st le g-analogue du coefficient bindmi
et [2k]," = [1],13L[5] -[2k—1], estle g-analogue du nombre d'involutions
sans point fixe sur 2k points.
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